INMA 2171 Analyse numérique: approximation, interpolation,
intégration.
2009-2010 septembre-décembre 2009

Alphonse Magnus, CYCLO, b124 |
alphonse.magnus@uclouvain.be , http://perso.uclouvain.be/alphonse.magnus/
tel. (010) (47) 31 57

Matieére vue.

1. Théoremes généraux.
Théor. d’existence, unicité (norme stricte), continuité de 'application de meilleure approx.

2. Tchebycheft.

Théor. d’équioscillation, cond. nécessaire et suffisante. Unicité, symétrie (ou parité) f(a+b—z) =
+f(x), inégalité de La Vallée Poussin min; |f(z;) — p(x;)| < E.

Polynémes de Tchebycheff: déf., premieres propriétés, équadiff. (1—z2)y? = n?(1—y?), T, (cosf) =
cosnb, zéros et extrema, récurrence, coeff. de z".

Développements de z f(x), de 2P, de e Equadiff. linéaire d’ordre 2, forme de Sturm-Liouville
x p—

u(x)[v(x)y] = A\y. Pol. de 2°™¢ espece U, solution générale récurrence et équadiff.

Notion de “bonne base” dans V;, de base {by,...,b,}: si f € Vi, f =>0 cu(f)br, Ay < HfH

>0 e (N
avec B, /A, < une fonction lentement croissante de n.
Orthogonalité, base duale, ¢, (f) = (2/7) f71 f(@)T(2)(1 — 2?)"V2dx = (2/7) [ f(cosB) cos(nb) db,
1f =320 ex(f)br
1f = bl

B,
1+ - (lemme de Lebesgue ||f — Lf|| < (14 ||L||)E si V C noyau de I — L). Séries de Tchebycheff-

100
Fourier Z . cx(f)Tk (énoncé Dirichlet, fonctions de variation bornée).

< B’I’L?

I

sommes de Fourier. Relation entre “bonne base” et “bonne approximation”

Series de T,,, vitesse de décroissance coefficients et reste: uniquement les estimations en F™) ou
F(0) = f(cos®) .
N
Orthogonalité discrete ZN OTm(cos(pﬂ/N))Tg(cos(pw/N)) = Nopy/2810 < k,{ < N = CECN)(f) —
=

nN
(2/N) Z - f(cos(pm/N))Ty(cos(pm/N)). Aliasing CECN) = + CoN—k + Congk + Can—k + - - -

3. Approximation en moyenne quadratique.

Produit scalaire, espace préhilbertien, norme || f|| = +/(f, f), projection orthogonale = meilleure
approximation, symétrie et positive définition de la matrice de Gram, méthode de Gram-Schmidt,
factorisation de Cholesky.

Polyn()mes orthogonaux, intégrale de Riemann-Stieltjes f; f(z)du(z), produit scalaire (f,g) =
fbf du(z). Récurrence. Formule de Christoffel-Darboux. Cas x = y : ¢} (z)pn_1(x) —
o (x ) ( ) =0, Z ¢2(z). Zéros: nombre et simplicité dans (a, b), entrelacement (par ¢, /¢, 1
croissante entre deux zéros de ¢n-1). Zéros et orthogonalité discrete > 7| w; gok(x])cpm(x]) = 5k ms 0 <
kym < n, w; = 1/ 30—y ©3(x;), formules d'intégration de Gauss > wil f F(x)dp(x)
Fe Py .

Pol. orthogonaux fonctions propres d’opérateurs différentiels p®” + q®! + r®, = A\, ®,,.

Moindres carrés comme meilleure approximation dans un préhilbertien, avec le produit scalaire
de RY. Pseudo-inverse d'une matrice rectangulaire. Variance de somme de carrés des erreurs =

(N — n)o?.  Orthogonalité discréte Fourier pour le produit scalaire ZN/QNl/Q f(2mj/N)g(2mj/N):
bi(z) = exp(ik), k= —N/2,... N/2 =1 = Y% 0 bp(27 /N )by (27 /N) = Noj. . Analyse d'un
signal. Ondelettes: notions.
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Suites totales & maximales, espaces de Hilbert, {¢x} orthonormale totale dans X < > |ck(f)]? =
|| f1I? pour Vf € X (Parseval), ot cx(f) = (f, ¢r), etc.

Noyaux reproduisants (ou regenerateurs) comme représentants de Fréchet-Riesz de la forme f €
Vo = f@): f@) = Spelfena) = [ FOKaleit) = S on@on®ldu(t) . Sic ¢ o8],
K, (z;¢)/Kp(c;c) est la fonctlon de V (esp sous- tendu par ©g,...,¢n), qui vaut 1 en = = ¢, et
de norme minimale.

Densité de &2 dans €., —00 < a < b < 0o (donc dans L%a,b)): théor. de Weierstrass et dém. par
polynémes de Bernstein

Enoncé de Stone-Weierstrass.

4. Interpolation & applications.
Probleme d’interpolation en général et théoreme d’équivalence p € V, \;(p) = y; donnés pour

i=1,...,dim(V) < |p=> y;L;|, ou L; € Vet \,(L;) = 0, .

Cas de l'interpolation polynomiale classique V' = 2,1, \i(f) = f(zi), 1,...,x, distincts.

Base de Lagrange-Hermite: V = 9,1, Ni(f) = f(@:); Mizn(f) = f(x:),1 = 1 n. (pas tous les
détails). Spline cubique d’interpolation (idem).

Formulation de Newton p,,_1(z) = [z1]+ 21, 22| p(x —21) +- - -+ (21, - @)@ —21) - - (T —20p1),
différences divisées, Neville-Aitken p; ;(z) = (2 = 2i)pissy(2) = (@ = 2)piya(2) = [zi,...,xj)f =

Tj— Ty
[xi-&-lv T x]’]f - [xb o xj—l]f (coeff. de ‘,L,j—i—l)'
Tj— Ty

Hermite-Genocchi.

Reste d’interpolation (et points optimaux) f(x) —pn—1(x) = kn(x)(x —21) - - - (x — ), avec k,(x) =
F™E) /!l = [z1,. .. 0, 74

Regles d’integration [ p,_1. Trapéze (n = 2), Simpson (n = 3).

Reste d’intégration Gauss [(f — PHermite)dp-

Théortme de Peano f € 67, et Py C Ker(R) = R(f) = [} fW(O)K(t)dt, avec K(t) = R
appliquée a (x - t)"*l/(n - 1L
Exemple R(f f f(x)dx — (b—a)(f(a)+ f(b))/2 (trapeze).

5. Diﬁ'érences finies.
Opérateurs E,A,V,0, D, J. Interpolation Gregory f(xo+ sh) = (E*f)(xo) = (I + A)*f)(zo) =
S (s(s=1) - (s—k—+1)/k)(A* f)(zo). Comparer par [zo, zo+h, - -, xo+kh]; = (A" f)(z0)/(hFEY).
Opérateurs de dérivation D¥ = h=F§% 4 .. ..
Intégration J = AD tet B =e? = J=hA/In(I+A) = —hV/((I-V)In(I-V)) = h+hV/2+
- (Adams).
Euler-Maclaurin: principe.



