Complément au chapitre 2, « Le moteur synchrone autopiloté : modéle
dynamique avec prise en compte du comportement des amortisseurs et de
I’empietement », de « Commandes d’actionneurs électriques synchrones et
spéciaux » (éditeur Jean-Paul Louis), Traité EGEM, série génie électrique,
Hermes, Lavoisier

Démonstration des formules [2.22]

De [2.21], on tire

iP :L[l//p —Mcos(p8,)i“—Mcos(pé, —Z—E)ib
L, 3
[2.90a]
~ M cos(p6, + )i =M,y 1]

i =LL[WQ +Msin(p8,)i“+Msin(pé, _2?72:)#,
X [2.90b]
+Msin(p 6, +2?7[)ic]

Donc [2.20] devient

2 2

%=[LS—AZ 0082(176’,”)—1;[ sin®(p@,)]i*

R R
M? 2T, M* . 27
+[Mg —Zcos(pﬂm)cos(pﬂm —T)—Zsm(pﬁm)sm(pﬂm —7)]1 [2.91a]
2 2
+[M —M—cos(pﬂm)cos(pﬂm +2—ﬂ-)— M sin(p@,,)sin(pl,, +2—7[)]i“
L, 3 L, 3
MM,
+[M, - Jcos(p@, )1’

R

M M .
+——V,, cos(pb,) ———, sin(pb,,)
Ly Ly
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2

M? 2z M
=[L;, ———cos(p8, ——)cos(pb,)—
v, =[L; L (pb, 3) (p6,) L

R R

sin(p@,, — 2%) sin(p@,)]i*

M'.7

2
+[M —AZ—cosz(pem —2?”) -
R R

sin’(pé,, —2—:)]1‘” [2.91b]

2 2
+[MS—AZ—cos(p6 —%)cos(pﬁ,n+2?”)—AZ—sin(p6 —%)sin(pﬁ +2T”)]i"
R

m m m
R

MM
+[M =" eos(p, —%”)ﬂ
. ;

M 2r. M . 27
+—y, cos(pb —T)—*'//n sin(p6,, ——)

m

L, Ly 3

2 2

cos(p@, +2?”)cos(p6 )—Ksin(pﬁ +27”)sin(p6m)]i“

m m

R

M
=[L. —
voslLo =

2 2
+[M M cos(p@, +—2”)cos(p9m ——2”)——M sin(pé,, +—2”)sin(p9m —72”)]#7 [2.91c]
L, 3 37 L, 3 3
M?> 2T, M* ., 27
+[M, ———cos 6, +—)———sin 6 +-—)]i"
[M s L (pb, 3) L (pb, 3)]

2
Rf . f
cos(pl +—)1I
Jcos(pb, 3 )

M
+HM, -

M 2. M 2r
+—y, cos(pl, +—)——y, sin(pl, +—
L, Vo oSO, + 2=y sin(p6, + 70

ou encore

2 2 2
v, =[L —M—]i“ +[M +1M—]i” +[M +1M—]i"
L, 2 L, 2 L, [2.92a]

MM M M .
+[(M, —T"")If + T Voleos(pb,) ==y, sin(pd,)

R D R

1 M? M?_ ., 1M? .
=[Mg +——1i+[Ly ——1i" +[M ¢ + ——1]i°
V/,,[SZL] [SL] [SZL]

[2.92b]
'R R R
MM M 2. M 2
s ) .
+H(M, _TRV/ +zV/u]COS(P9ﬂ, _?)_ZV/D sin(pé@, —7)
=[M +1M—2]'“+[M +1M—2]"’+[L —Mz]'”
VesIMs+ o=l 5 ! s ! [2.92¢]

R R R

MM
or! +£1//D]cos(p9m +
LD

2r. M . 2z
+I(M, - —)——V, sin(pd, +?)

3° L,

R

o b o
ou encore, sachant que i + " + =0,
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3IM?
v,=[Ly —M; —— i
2 L [2.93a]
MM, = M M .
+H[(M , ———)" +—y,]cos(ph, ) ——W,, sin(pb,,)
LR LD LR
[l -M _3M2].,,
¥, =lLs s ELR ! [2.93b]
MM M 2r. M . 2z
+[(M, - L Uy Sl +Z;1/D]cos(p9m _7)_EWD sin(p@,, —7)
IM?* .
VeIl =My =270 [2.93¢]

R

MM
+H[(M, ——

M 2r. M 2%
17 +— cos(pl, +—)—— sin(p@  +—
) LD V/D] (p m 3 ) LR Vp (p m 3 )

R

qui correspond bien a [2.22] compte tenu de [2.23] [2.25].

Vérification de [2.26] [2.28]

Négligeant pour I’instant les variations de ¥ et ¥y , la dérivée temporelle de
[2.22a] est :

d di’ .
Va _ Le——p®, [V, cos(pb,)+y . sin(pb,)] [2.94]
dt dt
Posons [2.28] :
d=arctg Voc [2.95]
Ve

Alors
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d;/:a =L, ‘Zt — PO, W Wy [sin(S)cos(pb,,)+cos(J)sin(pé,)]
=L, ‘Zt — PO, Wy W, sin(p6, +0) [2.96]
=L, (Zt TP@, y/DCZ ’H//ch sin(-p8,, — )

=L, (Zt +p@, W, +'//ch cos(%-ﬁ- PO, +9)

soit, en définissant [2.26] et [2.27],

dy di‘
‘f=L.—+E_.cos(pl + [2.97]
dr < c (p6,+v.)

qui correspond bien au schéma de la figure 1.5.

Calcul de ’expression [2.57]

On a, en dérivant [2.36],

%:[LDC +L.<Z >]%+< X >.'2;/DC_<Y >.'2;/QC
N /-)[LCa<Z>I+a<X>¥,DC_a<Y>¥,QC]
Ip 9P op [2.98]
. 0<Z> d<X> o<Y > '
+ L, I+ Ype ———=— %]
ou ou ou
g 0<Z>_ dJd<X> o<Y >
+ L I+ vy o ——Y
PLL: oV av P 9y oc]

soit, compte tenu de [2.41] et [2.45],
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dy¥ dl . .
= =[L,. +L, <Z>]E+<X >Y¥Ypc—<Y >¥oc
+ PpIKY>Y,+<X>Y, ]
. [2.99]
N ,u[Lca<Z>I+a<X> Dc—a<Y>5”Qc]
ou ou ou
y 0<Z>_ 0d<X> 0<Y >
+ V[L I+ -— Yy
LLe oV ov oV o
On en déduit, usant de [2.54],
dy¥
B
=—(pw, +p)<Y>¥, +<X >S”QC]
—,U[%Lc a;j>l+a<a;( >¥’DC——a 3;>S”QC] [2.100]
1. d<Z>_ 0d<X> o<Y >
—v[-L I+ v o ——
[2 < v av P 1% oc]

+[R,+R, <Z>+R, 11
qui n’est autre que [2.57].

Valeur moyenne de X (Annexe 1)
Sur Iintervalle d’empietement [2.7], on a conformément a [2.13] et [2.30a] :

sin(V + %)[cos(pem) —cos(pf,, — %)]

X:% +sin(p6, +p—-Vv+ g)[cos(pem) —cos(po,, + ?)] (2.101]

+sin(v — %)[cos(pem — %) —cos(p9,, + 2—;:)]

ou I’on a posé
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: [V u .
D=sin (v+—)—sin(v ——=)=2sin(—) cos(v
( 2) ( 2) (2) v)

On calcule successivement

X =

V3
D

. n, . T, . W
—2sin(v + =) sin(pO _ ——)sin(—
in( 2)l(pm 3)1(3)

+2sin(pO,, +p—-Vv+ g) sin(p@,, + g) sin(g)

+ 2sin(v — %) sin(p# ) Sin(z—;)

1
= -V
Seos(p-V)
. [V T
—sin(v + = 0, ——
sin( 2)sm(p . 3)

+sin(v — %) sin(pb )

1 2n
——cos(2p0, +p—-V+—
: (2pb,, +p 3)

L’intégrale de X sur [2.7] vaut donc

| Xdee, )=

[2.7]

soit

1
Ecos(p—v)(pem)
\@ + sin(v +%) cos(po —g) -p

—sin(v—%)cos(pem) —p—g—

1 21
——sin(2p0_ +p—-V+—
1 (2p6,, +p 3)

2

[2.102]

[2.103]

[2.104]

_mLu
3 2 [2.105]
m_p
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%HCOS(P —-V)
. u 2 W 2n W
+sin(v + —)[cos(—p——+ =) —cos(—p———=)
[ Xd(pem):f 2u 3 ﬁ 3 lLl2
[2.7] —si -= - ——+ )= —-p-=--=
sin(v 2)[cos( p 3 2) cos(—p 3 2)]

—_

[2.106]

- i[sin(—p Vi) —sin(—p —v — )]

1
— -V
SHeos(p-V)

. n, . 2n. . U
+ 2sin(v + =) sin(p + —) sin(=)
j Xd(ph..) =§ 2 3 2 [2.107]

e —2sin(v— %) sin(p + g) sin(%)

- % cos(p + v)sin(u)

ou encore, utilisant [2.102],

w/2
sin(/?2)

/3 |+2sinv+ %) sin(p + %)

cos(p—V)

[2.108]

[ xd(ps,,)=

(271 2co0s(V)

. M . I
2 sin( )sin(p 3 )

—cos(p+V) cos(%)

Par ailleurs, sur I’intervalle hors empietement [2.14], on a

X =cos(pB,,) —cos(pd , — %)

=—2sin(pO,, — g) sin(g) [2.109]

=—3sin(ph.. —g)
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L’intégrale sur cet intervalle vaut donc

ok
I Xd(pem):\/gcos(pem—ﬁ) 2
[2.14] 3 _p_E+E
3 2
Lo ow 2T W
=43 -pP-—=—=)— -pP——+—= 2.110
V3[cos(—p 5 "3 eosp =+ 0] [2.110]

2 U
= +/3[cos +E+E —cos(p+———
V[(923) (932)]
En additionnant [2.108] et [2.110] et en divisant par 7/3 , on obtient

w/2
sin(WL/2)

+2cos(p + % + g) cos(V)

cos(p—V)

. TR 21
+ 2sin(v + =) sin(p + —)
<X>= 33 2 3

= - [2.111]
21 cos(V)

—2cos(p— % + %) cos(V)

. TR L
—2sin(v —=)sin(p + —3)

—cos(p+V) cos(%)
soit

n/2
sin(i/2)

B cos®) in(o+ ™) sin®
+2cos(v)cos(p + 2)cos(?)) 2cos(v)sin(p + 2)51n(3)

cos(p—V)

[2.112]

o A Y 2sin(v + %) sin(p) cos(?) +2sin(v + %) cos(p) sin(?)
21cos(V)

—2cos(V)cos(p — %) cos(?) +2cos(V)sin(p — %) sin(?)

_2sin(v — Bysi Ty osinty -2 inF
2sin(v 2)sm(p)cos(3) 2sin(v 2)cos(p)51n(3)

—cos(p+V) cos(%)
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_“i cos(p—vVv)
sin(l/2)
+cos(v)cos(p + %) — /3 cos(v)sin(p + %)
. TR S3si |
—sin(v + =) sin(p) + /3 sin(v + —) cos
X e 33 vV +2)sin(p) (v+3)cos(p) [2.113]
21cos(V) + cos(v)cos(p — %) +/3 cos(v)sin(p — %)
—sin(v — %) sin(p) — 3 sin(v — %) cos(p)
—cos(p+V) cos(%)
ou
an
sin(,u/Z)COS(p v
33 |+2cos(v)cos( p)cos(E )= 23 cos(v )cos( p)sin( £ )| [2.114]
<X>= 2 2
2mcos(v) _Zsin(v)sin(p)cos(§)+2\@cos(v)cos(p)sin(%)
—cos(p+v)cos(§)
soit
.Hi cos(p—Vv)
sin(lL/2)
=£ +2cos(p+V) cos(t) (2.115]
21cos(v) 2
—cos(p+V) cos(%)

On a finalement

<X>=

qui n’est autre que [2.75].

3V3 w/?2 0
_— -V)—+ +V —)r[2.116
21cos(V) { cosp V) sin(L/ 2) cos(p )COS(2)} : :
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Valeur moyenne <Y> (Annexe 1)

En appliquant [2.41a] a [2.116], on obtient

<Y >=— i Sin(p_v)-’ui
27 cos(V) sin(u/2)

qui n’est autre que [2.76].

+sin(p +v) cos(%)} [2.117]

A titre de vérification, on notera que I’on retrouve [2.116] en appliquant [2.41b]
a[2.117].

Valeur moyenne <Z> (Annexe 1)
Sur Iintervalle [2.7], on a par [2.13] appliqué a [2.35],
sin? (v + %) +sin’ (v — %)

1 . w . W, . L%
Z=1+—<+2 V+—)+ V- 0 +p—Vv+—)r[2.118
= [sin( 2) sin( 2)]sm(p . tP 3) [ ]

+2sin?(pf, +p—V +§)

On obtient successivement

D? +2sin(v + 5)sin(v - &)
2 2
1 . TR T
Z=1+—4+4sin(v)cos(=)sin(pd,, +p—-v+—) [2.119]
D 2 3
27
+1-cos(2pO,, +2p—2v +?)
. /. y7i
14 2sin(v +—) sin(v ——
( 2) ( 2)
1 . 7 T
Z:2+F +4sin(v) COS(E) sin(p@, +p—v+§) [2.120]
—cos(2p@, + 2p—2v+2?7[)
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Puisque Z est égal a 2 sur ’intervalle hors empic¢tement [2.14], on a

<Z>=2+

2

nD[

<Z>=2+

D2

soit

<ZL>=2+—
T

<Z>=2+ 5
D

1
+2[sin*(v)cos® (%) —cos?(v)sin® (%)]

]

2.7]

+4sin(v) cos(%) sin(p®,, +p—v + g)

—cos(2pB,, +2p—2v + 2—;)

u
+2[sin’ (v)cos’ (%) —cos’ (v)sin® (%)]u

—4sin(v) cos(%) cos(pf, +p—Vv+ g)

3
T, u
1 an [ PT3T,
——sin(2p®_ +2p—2v+—

5 (2p6,, +2p 3) -

u
+20sin’ (v)cos” (5) —cos” ()sin* (D)l

_4si fad vl _cosev M
4s1n(v)cos(2)[cos( V+2) cos(—v 2)]

- % [sin(=2v + W) —sin(-2v — )]

u
+2[sin? (V) cos (%) — cos?(V)sin> (%)]u

—8sin(Vv) cos(%) sin(V) sin(%)
—cos(2v)sin(W)

d(p8,,)

82

[2.121]

[2.122]

[2.123]

[2.124]
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u
. 9 2 M 2 . o M
cZoany 32 +2[sin” (v)cos (E)_COS (V)sin (E)hL [2.125]
D —4sin”(v)sin(W)

—sin(W) + 2sin*(v)sin(u)

H—sin il
<Z >=2+% + 2[sin2(v)cosz(§)—cosz(v)sinz(g)],u [2.126]
—2sin*(v ) sin( i)

H—sinu

<7 >=2+——1+2sin>(V)[cos (%) 11— sin(L)] [2.127]

2

- 2cos2(v)sin2(§),u

et finalement

; sinz(v)[Zcosz(%)u + - 3sin(W)]

<L>=2+——3 [2.128]
D +cosz(v)[u—sinu—2sin2(%)u]
Il reste a remplacer D par sa valeur [2.102] et a simplifier pour obtenir
ta? 2 M . .2 W
3 [tg"(M[2cos™ (D) +p—3sin(p)]/sin" ()
<Z>=2+4+— 2 271 [2.129]

ATl —sinp— 2sin2(%)u]/sin2 (%)

On notera que <Z> ne dépend pas de p , ce qui est conforme a [2.46].

Calcul de <X>? + <Y>>

Partant de [2.75] et [2.76], on obtient
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27 n/2
4% cos*(v) sin(u/2)
+2[cos(p—V )cos(p+V )+sin( p—V)sin( p+v)] [2.130]

<X > +<Y >’=

2 2 M
]+cos(2)

u/?2 M
sin(,u/Z)COS( 2 )

soit

27 n/2 2

<X >4y >i=—o—
4dx=cos(v) sin(p/2)

[2.131]
/2
+COS2(E)+2C0S(2V).'U7C0S(E)}
2 sin(p1/2) 2
<X>2+<Y>2:,2772
4r”cos™(v) [2.132]
2 H/2 2 M H/2 H
{cos (V)[(isin(#/z)) +cos (2 )+27sin(#/2)cos( 5 )]
. 2 H/2 2 2 M M2 H
+sin~(v)[( sin(,u/2)) +cos (2) 2 sin(,u/Z)COS( 5 )1}
27 /2
<X>2+<Y>2=4 N~ - +cos(%)]2
z sin(f/2) [2.133]

2 M’z H 2
+1g (V)[isin(,u/Z) COS(2)] /

Comme prévu, cette expression ne dépend pas de p .

Calcul de R,4q

Partant des définitions [2.30], on a, de facon générale,
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X*=(N*)*cos*(péb, )

Y2

donc

+(N® )zcosz(pﬁm—T)

+(N°)? cosz(pﬁm +2?ﬂ-)

[2.134]
+2N“N’ cos( p8, )cos( pb,, _2?”)
+2N"N° cos( pb, —z—ﬂ)cos(pﬁm +2—7[)
3 3
o 27
+2N°N“ cos( pb,, +?)C0S(P9m )
=(N*)*sin*( p#,, )
+(N" )* sin’( pé, —2{)
FRCREN 27
+(N )’ sin*( p6, +?)
[2.135]

+2N“N" sin( p8, )sin( p8, —27”)
+2N"N° sin( p8, —%)sin(pé’m +2?”)

+2N N’ sin( pb, +2§)sin(p0m)
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XZ +Y2:(Na )2 +(Nb )2 +(N( )2
27
+2N“N’ cos(—?)

+2N°’N°© cos(%”)

[2.136]
+2N°N* cos(z?ﬂ)
=(N“ )’ +(N")* +(N°)?
~N“N"~ N’N°-N°N*
Or, en élevant [2.18] au carré, on obtient
(N“) +(N")* +(N° ) (2.137]

+2N“N?+2 NN 4+2N°N“=0

En combinant [2.136] et [2.137], on voit que le terme <X’> + <V*> qui figure
dans [2.55] peut s’écrire

<X2+Y2 >:<§[(Nu)2 +(Nb)2+(NL)2]>
2 [2.138]

=§<Z>

En utilisant [2.138], on tire de [2.55] I’expression [2.56] de R4, -

Expressions a la limite des g petits

Nous allons décomposer en série de Taylor selon y les expressions des annexes 1
et 3. Nous utilisons pour ce faire

sMu=u—éﬂ%h” [2.139]
72 2 S T

=l (Bl 2.140
Sm226(2) [ ]
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. 1 u
sin? Bo(Bp 2 By 2.141
5 (2) 3(2) [2.141]
U 1 p
cos—=1——(= )" +... 2.142
5 2(2) [2.142]
cos? M1 (A4 [2.143]
2 (2)

On obtient ainsi, pour [2.75] :

<X > [cos(,o—v)/'uéz3+cos(p+v)(1+...,u2 )] [2.144]
Y7,

z27rcos(v) 2 +..u

soit, au premier ordre en /£ :

<X>=————[cos(p—V)+cos(p+V)]
27cos(V)
=i[2cos(p)cos(v)] [2.145]
27 cos(V)
343
=22 cos(p)
V4
qui n’est autre que [2.46a].
Deméme, on obtient pour [2.76] :
<Y>z—i[sin(p—V)'ui/Z?+sin(p+V)(1+...,uz )] [2.146]
27mcos(v) M/ 2+
soit, au premier ordre en /£ :
<Y>z—i[sin(p—v) +sin( p—-v)]
27cos(V)
——i[Zsin(p)cos(V)] [2.147]
27mcos(V)
_ 3B o)
T

qui n’est autre que [2.46b].
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En combinant [2.46a] et [2.46b], on obtient, toujours au premier ordre en 4 :

27
<X > 4+<Y>i== [2.148]
T

A la limite de y petit, [2.77] devient :

1 u
187 (v )[3u——p@ =20+ 2u( = ) —
3 g()[/l2/l H ll(2) uj

<Z>=2-—
4ml(u/2) +.u']

1
+,u—g;13+2(%)2/1—,u+....,u4

N [2.149]
3 L3 W 4
=2 5 e Rl [ S SO /)
ax[(p/2)+.4 1] 6 2
3
=2 > 2 3 i+""ﬂ4
dr[(pu/2)+.107] | 3
soit, au premier ordre en /£ :
<Z >z2—ﬁ [2.150]
T

qui n’est autre que [2.85].



