Service de Mathématiques et de Recherche Opérationnelle

Promoteurs

Professeur J. T

EGHEM

Docteur D. T

UYTTENS

5 ème Informatique & Gestion

Année académique 1996-1997

F RANÇOIS G LINEUR

E

TUDE DES METHODES DE POINT

INTERIEUR

APPLIQUEES A LA PROGRAMMATION

LINEAIRE

ET A LA PROGRAMMATION SEMIDEFINIE

Service de Mathématiques et de Recherche Opérationnelle Juin 1997

F ACULTE P OLYTECHNIQUE DE M ONS

Année académique 1996-1997

Travail de fin d´études

F RANÇOIS G LINEUR

5 ème Informatique & Gestion

Mots-clefs :

Optimisation mathématique,

Programmation mathématique,

Programmation linéaire,

Programmation non-linéaire.

Promoteurs

Professeur J. T

EGHEM

Docteur D. T

UYTTENS

E

TUDE DES METHODES DE POINT

INTERIEUR

APPLIQUEES A LA PROGRAMMATION

LINEAIRE

ET A LA PROGRAMMATION SEMIDEFINIE

R EMERCIEMENTS

Je tiens tout particulièrement à exprimer ici ma reconnaissance

envers mes promoteurs, Monsieur le Professeur Teghem et

Monsieur Tuyttens, tant pour leur direction efficace et leur

écoute attentive que pour leurs remarques constructives, qui ont

grandement contribué

à améliorer la qualité de ce travail de fin d´études.

Je tiens également à remercier l´ensemble du personnel du

service de Mathématiques et de Recherche Opérationnelle pour

le soutien moral et matériel qu´il m´a apporté tout au long de ce

travail, en particulier Monsieur Fortemps pour

sa relecture attentive et ses commentaires judicieux.

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

A - A.1 Introduction - Présentation générale Page 1

A. I

NTRODUCTION

A.1 P

RESENTATION GENERALE

La program m ation m athém atique, branche de l´optim isation, s´occupe de la m inim isation sous contraintes d´une fonction à plusieurs variables, schém a très général s´appliquant à de nom breuses situations pratiques dans beaucoup de dom aines (m inim isation de coûts, de durées, etc.)

Dans le cas d’une fonction et de contraintes linéaires (program m ation linéaire), on dispose d’une m éthode efficace de résolution : l’algorithm e du sim plexe, découvert par Dantzig en 1947. Cet algorithm e a connu depuis lors de nom breuses am éliorations, et est utilisé dans la m ajorité des logiciels com m erciaux.

Cependant, un nouveau type de m éthodes de résolution a fait son apparition en 1984 : les m éthodes de point intérieur. La plupart des idées sous-jacentes à ces m éthodes proviennent du dom aine de la program m ation non-linéaire. Parm i leurs avantages, citons

� Efficacité théorique : il est possible de prouver que ces m éthodes s´exécutent en tem ps

polynom ial (ce qui n’est pas le cas de l’algorithm e du sim plexe, de nature exponentielle)

� Efficacité pratique : les tem ps de calcul de ces m éthodes sont com pétitifs (et battent l’algorithm e

du sim plexe dans le cas de problèm es de grande taille)

� T raitem ent de très grands problèm es : ces m éthodes perm ettent de résoudre des problèm es de

très grande taille qu´aucun autre algorithm e connu ne pourrait traiter en un tem ps acceptable

� Adaptation au cas non-linéaire : il est possib le d’adapter ces m éthodes à la program m ation non-

linéaire (plus particulièrem ent à la program m ation convexe), ce qui perm et de traiter de

nouveaux types de problèm es pour lesquels on ne connaissait jusqu’à présent aucune m éthode

de résolution efficace.

L´objectif de ce travail de fin d´études est de donner un aperçu de ce dom aine relativem ent récent,

en fournissant une description claire et com préhensible de ces m éthodes, tant du point de vue

théorique que de celui de leur im plém entation sur ordinateur et de leurs perform ances pratiques.

Nous nous attacherons d´abord à l´exam en du cas linéaire, le plus étudié et le plus utilisé, avant de

nous concentrer sur un cas particulier im portant de la program m ation non-linéaire, la

program m ation sem idéfinie, possédant de nom breuses applications. Enfin, nous term inerons en

décrivant une im plém entation sur ordinateur, réalisée dans le cadre de ce travail de fin d´études,

utilisant les m éthodes de point intérieur appliquées à la program m ation sem idéfinie pour résoudre

un problèm e de classification de données (analyse discrim inante par ellipsoïdes).

A.2 S TRUCTURE DE CE TRAVAIL DE FIN D ´ ETUDES

Après cette brève introduction, nous consacrerons un prem ier chapitre à quelques généralités sur

le dom aine que nous allons étudier, ainsi qu´à quelques rappels au sujet de la m éthode du

sim plexe. La suite sera divisée en deux parties : programmation linéaire et programmation

semidéfinie .

La première partie débute par un im portant chapitre consacré aux développem ents théoriques

relatifs aux m éthodes de point intérieur pour la program m ation linéaire. En particulier, on ytrouvera

une présentation de la dém arche conceptuelle de création de ces m éthodes de point intérieur.

Le chapitre suivant traitera les aspects relatifs à l´im plém entation de ces m éthodes sur ordinateur.

En effet, l´efficacité d´un logiciel utilisant ces m éthodes dépendra fortem ent du soin que l´on aura

apporté à son im plém entation. On trouvera ensuite un chapitre renferm ant quelques com plém ents

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

A - A.2 Introduction - Structure de ce travail de fin d´études Page 2 théoriques. Enfin, nous term inerons cette prem ière partie par un chapitre fournissant les résultats

de tests num ériques ainsi que quelques com paraisons entre différentes m éthodes et logiciels.

La seconde partie débute par les développem ents théoriques relatifs à la program m ation

sem idéfinie. Nous yinsisterons tout particulièrem ent sur le parallèle avec la program m ation linéaire

qui peut être établi pour la plupart des concepts. Le chapitre suivant fournira une série de

problèm es d´optim isation m odélisables par la program m ation sem idéfinie. Nous term inerons cette

partie par la présentation de l´im plém entation que nous avons réalisée pour résoudre un problèm e

de classification par la program m ation sem idéfinie.

Enfin, nous clôturerons ce travail par un chapitre dédié aux conclusions, suivi des références, d´une

bibliographie et des annexes.

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

A - A.3 Introduction - Table des matières Page 3

A.3 T

ABLE DES MATIERES

A. I NTRODUCTION

................................ ................................ ................................ ................................ ......... 1

A.1 Présentation générale ................................ ................................ ................................ .......................... 1

A.2 Structure de ce travail de fin d´études ................................ ................................ ................................ . 1

A.3 Table des matières ................................ ................................ ................................ ............................... 3

A.4 Table des illustrations ................................ ................................ ................................ ......................... 4

B. G ÉNÉRALITÉS

................................ ................................ ................................ ................................ ........... 5

B.1 Recherche opérationnelle et programmation mathématique ................................ ............................... 5

B.2 Programmation linéaire ................................ ................................ ................................ ...................... 6

B.3 Méthode du simplexe ................................ ................................ ................................ ........................... 7

B.4 Première présentation des méthodes de point intérieur ................................ ................................ ...... 8

B.5 Historique du domaine ................................ ................................ ................................ ...................... 10

P REMIÈRE P ARTIE -L ES MÉTHODES DE P OINT INTÉRIEUR P OUR LA P ROGRAMMATION LINÉAIRE

. 12

C. D ÉVELOPPEMENTS THÉORIQUES

................................ ................................ ................................ ........... 13

C.1 Dualité ................................ ................................ ................................ ................................ ............... 13

C.2 Démarche de conception des méthodes de point intérieur ................................ ................................ 15

C.3 Classification des méthodes de point intérieur ................................ ................................ .................. 23

C.4 Description détaillée de quatre méthodes ................................ ................................ ......................... 26

C.5 Se passer d´un point de départ admissible ................................ ................................ ........................ 31

C.6 Complexité ................................ ................................ ................................ ................................ ......... 32

C.7 Généralisation par Nesterov et Nemirovsky ................................ ................................ ...................... 34

D. A SPECTS RELATIFS A L ´ IMPLÉMENTATION

................................ ................................ ........................... 36

D.1 Résolution du système d´équations linéaires ................................ ................................ ..................... 36

D.2 Formulation du modèle ................................ ................................ ................................ ..................... 40

D.3 Choix des paramètres ................................ ................................ ................................ ........................ 42

D.4 Technique de prédiction-correction de Mehrotra ................................ ................................ ............. 43

E. C OMPLÉMENTS

................................ ................................ ................................ ................................ ....... 46

E.1 Théorème de Goldman-Tucker et la partition optimale ................................ ................................ .... 46

E.2 Forme du chemin central et nombre de condition ................................ ................................ ............. 47

E.3 Convergence superlinéaire ................................ ................................ ................................ ................ 47

E.4 Terminaison finie ................................ ................................ ................................ ............................... 48

E.5 Technique du problème homogène auto-dual ................................ ................................ ................... 48

F. R ÉSULTATS NUMÉRIQUES ET PERSPECTIVES

................................ ................................ ......................... 50

F.1 Comparaisons ................................ ................................ ................................ ................................ .... 50

F.2 Tests numériques ................................ ................................ ................................ ............................... 51

F.3 Directions actuelles de recherche ................................ ................................ ................................ ..... 53

S ECONDE P ARTIE L ES MÉTHODES DE P OINT INTÉRIEUR P OUR LA P ROGRAMMATION SEMIDÉFINIE 54

G. D ÉVELOPPEMENTS THÉORIQUES

................................ ................................ ................................ ........... 55

G.1 Introduction ................................ ................................ ................................ ................................ ....... 55

G.2 Parallèle avec le cas linéaire ................................ ................................ ................................ ............ 56

G.3 Méthodes de point intérieur ................................ ................................ ................................ .............. 59

H. A PPLICATIONS

................................ ................................ ................................ ................................ ........ 61

H.1 Modélisation exacte ................................ ................................ ................................ .......................... 61

H.2 Relaxations ................................ ................................ ................................ ................................ ........ 63

I. I MPLÉMENTATION D ´ UNE APPLICATION À LA PROGRAMMATION SEMIDÉFINIE

................................ ... 65

I.1 Problème posé ................................ ................................ ................................ ................................ .... 65

I.2 Implémentation ................................ ................................ ................................ ................................ ... 66

I.3 Résultats ................................ ................................ ................................ ................................ ............. 68

I.4 Discussion ................................ ................................ ................................ ................................ ........... 71

J. C ONCLUSIONS

................................ ................................ ................................ ................................ ......... 72

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

A - A.4 Introduction - Table des illustrations Page 4

J.1 Programmation linéaire ................................ ................................ ................................ ..................... 72

J.2 Programmation non-linéaire et programmation semidéfinie ................................ ............................. 72

J.3 Analyse discriminante par ellipsoïdes ................................ ................................ ................................ 73

J.4 Remarque finale ................................ ................................ ................................ ................................ . 73

K. R ÉFÉRENCES ET B IBLIOGRAPHIE

................................ ................................ ................................ .......... 74

K.1 Références ................................ ................................ ................................ ................................ ......... 74

K.2 Bibliographie ................................ ................................ ................................ ................................ ..... 76

L. A NNEXES

................................ ................................ ................................ ................................ ................. 77

L.1 Formulation du problème d´analyse discriminante par ellipsoïdes ................................ .................. 77

L.2 Code source du programme ................................ ................................ ................................ ............... 79

A.4 T ABLE DES ILLUSTRATIONS

F IGURE

B-1 - E XEMPLE DE POLYÈDRE ADMISSIBLE ( CAS ÀDEUX DIMENSIONS

) ................................ .................. 7

F IGURE

B-2 - C ONVERGENCE DES ITÉRÉS D ’ UNE MÉTHODE DE POINT INTÉRIEUR

................................ ................ 9

F IGURE

C-1 - P ROGRESSION POTENTIELLE D ’ UN ITÉRÉ CENTRALET D ’ UN ITÉRÉ PEU CENTRAL

.......................... 16

F IGURE

C-2 - U N CAS SIMPLE D ’ OPTIMISATION

................................ ................................ ................................ .. 16

F IGURE

C-3 - P ROGRESSION AVEC MISE ÀL ’ ÉCHELLE AFFINE

................................ ................................ ............ 17

F IGURE

C-4 - U NE ITÉRATION DE LAMÉTHODE DE N EWTON POUR UNE FONCTION SCALAIRE

........................... 18

F IGURE

C-5 - E XEMPLE DE CHEMIN CENTRALÀDEUX DIMENSIONS

................................ ................................ .. 20

F IGURE

C-6 - D EUX PAS DE N EWTON VERS DEUX CIBLES DU CHEMIN CENTRAL

................................ ............... 22

F IGURE

C-7 - U N PAS VISANT L ’ OPTIMUM ET UN PAS VISANT UNE CIBLE SUR LE CHEMIN CENTRAL

................... 22

F IGURE

C-8 - Q UELQUES ITÉRÉS D ’ UNE MÉTHODE DE SUIVIDE CHEMIN

................................ ............................ 25

F IGURE

C-9 - M ÉTHODE DE SUIVIDE CHEMIN ÀPAS COURT EN AXES XS

................................ ........................... 27

F IGURE

C-10 - M ÉTHODE DE SUIVIDE CHEMIN ÀPRÉDICTION - CORRECTION EN AXES XS

................................ .. 28

F IGURE

C-11 - M ÉTHODE DE SUIVIDE CHEMIN ÀPAS LONGEN AXES XS

................................ ........................... 29

F IGURE

D-1 - D ENSITÉ D ’ UNE MATRICE TYPIQUE D ’ UN PROBLÈME RÉEL

................................ ........................... 36

F IGURE

D-2 - D ENSITÉ DE M ET DE SON FACTEUR DE C HOLEVSKY

................................ ................................ ... 38

F IGURE

D-3 - F ACTORISATIONS MINIMUM ORDERING ET MINIMUM LOCAL FILL IN

................................ ............. 39

F IGURE

E-1 - E XEMPLE DE CHEMIN CENTRALCOMPRENANT UN TOURNANT BRUSQUE

................................ .... 47

F IGURE

G-1 - E XEMPLE D ’ OPTIMISATION SUR UN SPECTRAÈDRE ÀDEUX DIMENSIONS

................................ ...... 56

F IGURE

I-1 - D EUX ENSEMBLES D ’ I RIS DE F ISHER SELON TROIS DE LEURS CARACTÉRISTIQUES

......................... 70

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

B - B.1 Généralités - Recherche opérationnelle et programmation mathématique Page 5

B. G

ENERALITES

B.1 R

ECHERCHE OPERATIONNELLE ET PROGRAMMATION MATHEMATIQUE

B.1.1 Présentation et déf initions

Les définitions de la recherche opérationnelle que l´on rencontre couram m ent ressem blent

généralem ent à

�

�

HQVHPEOH�GHV�WHFKQLTXHV�UDWLRQQHOOHV�G DQDO\VH�HW�GH�UpVROXWLRQ�GH

SUREOqPHV�FRQFHUQDQW�QRWDPPHQW�O DFWLYLWp�pFRQRPLTXH�HW�YLVDQW�j�pODERUHU�OHV�GpFLVLRQV�OHV

SOXV�HIILFDFHV�SRXU�DERXWLU�DX�PHLOOHXU�UpVXOWDW�

3HWLW�/DURXVVH�LOOXVWUp�

Cette discipline trouve ses origines durant la seconde guerre m ondiale, où elle servit entre autres à élaborer des stratégies de défense aérienne et à résoudre des problèm es logistiques. Elle est à présent un outil de gestion couram m ent em ployé, et s´applique à des dom aines aussi variés que l´ordonnancem ent de production, les systèm es de transport, la gestion des stock s, les télécom m unications, etc. En tant que branche des m athém atiques appliquées, elle recherche principalem ent des procédures de calcul efficaces et a de ce fait connu de form idables progrès suite au développem ent des ordinateurs m odernes.

Le but de la recherche opérationnelle est de m odéliser une situation afin de déduire de cette représentation idéalisée la ou les m eilleures décisions à prendre. La notion de « m eilleure décision » correspond dans le m odèle à celle qui m axim ise un ou plusieurs critères déterm inés.

C´est pourquoi le dom aine m athém atique de l´optim isation est étroitem ent lié à la recherche opérationnelle, puisqu´il s´occupe du problèm e de la m axim isation (ou de la m inim isation) de fonctions de plusieurs variables.

En particulier, la programmation mathématique sera très utile au praticien de la recherche opérationnelle. En effet, il s´agit de la branche de l´optim isation qui s´occupe de m axim iser ou m inim iser un objectif sous certaines contraintes. Ceci se traduit m athém atiquem ent de la façon suivante (dans le cas d´une m inim isation) min , f(x) D n x Î Í Â où x est un vecteur de dim ension n représentant les variables que l´on cherche à optim iser dans le problèm e considéré, f une fonction scalaire traduisant le critère selon lequel on va évaluer les diverses valeurs de x et D le dom aine des valeurs adm issible pour x, traduisant les contraintes du problèm es, c’est-à-dire les restrictions sur les valeurs de x que l´on peut accepter. Ce dom aine se définit le plus souvent à l´aide de contraintes du type g i

( x ) = 0 et h j

( x ) ³ 0 pour différentes valeurs des indices i et j.

B.1.2 Applications

On peut citer les quelques exem ples suivants d´applications de la program m ation m athém atique en recherche opérationnelle :

� Déterm iner la m eilleure façon de tracer les pistes conductrices sur un circuit im prim é (c’est-à-dire m inim isant leur longueur et/ou le nom bre de croisem ents, par exem ple)

� Déterm iner la politique optim ale de gestion d´un stock , à savoir les instants et les quantités des com m andes de réapprovisionnem ent

� Déterm iner la taille optim ale d´un central téléphonique en fonction de la distribution des appels qu´il sera am ené à recevoir et du tem ps d´attente m axim al qu´un client peut tolérer

Com m e on peut le constater, l´ensem ble des dom aines abordés est très diversifié.

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

B - B.2 Généralités - Programmation linéaire Page 6

B.2 P

ROGRAMMATION LINEAIRE

B.2.1 Présentation et déf initions

La programmation linéaire s´occupe d´un cas particulier du problèm e défini ci-dessus, celui d´un objectif et de contraintes linéaires. La fonction objectif f est alors une som m e pondérée des com posantes de x (certains coefficients pouvant bien sûr être nuls ou négatifs), et les contraintes g i

( x ) = 0 et h j

( x ) ³ 0 peuvent alors se représenter sous form e m atricielle, pour donner le problèm e suivant (appelé program m e linéaire) min c x avec Ax

T n x b et Dx e

, Î Â

= ³

Les données b , c , e ainsi que x sont donc des vecteurs colonnes réels (respectivem ent de dim ension l, n, m et n), alors que A et D sont des m atrices de dim ensions (l x n) et (m x n). Le signe

³ est à prendre com posante par com posante. Dans la suite de ce docum ent, on em ploiera des lettres m inuscules et m ajuscules pour désigner respectivem ent les vecteurs et les m atrices. Par contre, on renoncera à l´em ploi de caractères gras pour les différencier des quantités scalaires, le contexte indiquant clairem ent la nature des variables considérées.

On peut m ontrer que tout program m e linéaire peut se ram ener à l´une des deux form es suivantes, par adjonction de variables et/ou de contraintes min c x avec Ax

T n x b et x

, Î Â

³ ³ 0

min c x avec Ax

T n x b et x

, Î Â

= ³ 0

La prem ière de ces deux form es se nom m e forme canonique , la seconde forme standard. La m atrice A est ici de taille (m x n), d´où l´appellation « program m e à m contraintes et n variables ».

Notons que l´on suppose couram m ent que la m atrice A est de plein rang. En effet, le cas contraire signifierait qu´une des contraintes (c’est-à-dire une ligne) est com binaison linéaire d´autres contraintes. Selon la valeur de b, cette contrainte est alors soit redondante (on peut alors la supprim er sans la m odifier), soit contradictoire, ce qui im plique que le problèm e est im possible. On peut donc se placer dans le cas où A est de rang m axim al sans perdre aucune généralité.

B.2.2 Applications

Voici quelques exem ples de problèm es qui se traitent par la résolution d´un program m e linéaire

� La planification de production, où l´on dispose de plusieurs m achines et d´une capacité finie de production à répartir entre plusieurs types de produits. Si l´on attribue un gain unitaire à chaque produit fabriqué, la program m ation linéaire fournira la com position du plan de production idéal

(entraînant un bénéfice m axim um ).

� Le problèm e de m élange : par exem ple, une firm e pétrolière dispose de plusieurs sortes de pétrole brut de différentes qualités. Etant données les contraintes de teneurs m inim ales et m axim ales en certains types d´hydrocarbures (dépendant de l´utilisation envisagée du pétrole), l´objectif du program m e linéaire sera de m axim iser le profit (c’est-à-dire en em ployant les sortes les m oins coûteuses) tout en respectant les contraintes de com position et de disponibilité.

� Le problèm e de transport s´occupe par ex em ple de calculer la planification du transfert de biens entre plusieurs centres de production (ou dépôts) et plusieurs centres de consom m ation (ou de vente), étant donnés des coûts de transport spécifiques à chaque couple centre de production/centre de consom m ation (dépendant principalem ent de la distance entre les deux sites).

� Il faut égalem ent noter que la résolution d´un program m e linéaire intervient égalem ent dans le traitem ent de problèm es non-linéaires :

¨ Certains problèm es non-linéaires peuvent être approchés par un program m e linéaire.

On peut souvent am éliorer la qualité de l´approxim ation au prix d´une augm entation du nom bre de contraintes.

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

B - B.3 Généralités - Méthode du simplexe Page 7

¨ Il existe des m éthodes de résolution de certains problèm es (com m e le Branch & Bound en program m ation en nom bre entiers, utilisé dans la résolution de nom breux problèm es de type com binatoire) qui nécessitent le calcul de l´optim um de nom breux sousproblèm es linéaires.

B.3 M

ETHODE DU SIMPLEXE

La program m ation linéaire est de loin la branche de la program m ation m athém atique la plus utilisée dans les applications pratiques. Outre le fait que ce soit une façon asseznaturelle de m odéliser un problèm e, cette popularité s´explique égalem ent par l´existence d´un algorithm e de résolution des program m es linéaires très efficace : l´algorithm e du sim plexe, découvert en 1947 par Georges B.

Dantzig [D AN 63] .

Nous allons à présent esquisser le principe de base de cette m éthode.

B.3.1 Principe de l´algorithme du simplexe

Partant de la form e canonique d´un program m e linéaire, min c x avec Ax

T n x b et x

, Î Â

³ ³ 0 on constate que chacune des m contraintes définies par le couple (A, b) am pute le dom aine de variation de x d´un dem i espace bordé par un hyperplan. Il est dès lors clair que le dom aine de x résultant de l´ensem ble des contraintes est un polyèdre convexe (de plus, si ce dom aine est borné et non vide, c´est un polytope).

L´objectif à m inim iser étant linéaire, les ensem bles de points prenant la m êm e valeurs sont des hyperplans parallèles, et l´on conclut qu´on peut toujours trouver une solution optim ale sur un des som m ets du polyèdre (néanm oins, il se peut que l´ensem ble des points d´une face du polyèdre - y com pris ses som m ets - soient optim um s si cette face est parallèle aux hyperplans m entionnés). La

Figure B-1 donne un aperçu de la situation dans le cas à deux dim ensions.

Sommet

Polyèdre adm issible

Contrainte

Objectif

Optimum

x

2 x

1

Outre ces rem arques d´ordre géom étrique, l´idée principale de la m éthode du sim plexe est de caractériser les som m ets du polyèdre de façon algébrique, en faisant correspondre à chacun de ces som m ets ce qu´on appelle une base adm issible. Sans rentrer dans les détails, l´algorithm e consiste à partir d´un som m et initial (donc d´une base adm issible) puis de passer successivem ent d´un som m et à un som m et adjacent, en am éliorant constam m ent la valeur de l´objectif. Le changem ent de base se réalise à l´aide d´une procédure sim ple de calcul ne faisant intervenir que des opérations élém entaires.

Lorsqu´il n´est plus possible de passer à un som m et adjacent sans dim inuer la valeur de l´objectif, on stoppe l´algorithm e. Dantzig a dém ontré d´une part que cela se produit toujours après un nom bre fini d´itérations, et d´autre part que l´on a alors forcém ent atteint un optim um , ce qui achève de prouver la validité de la m éthode.

Figure B - 1 - Exemple de polyèdre admissible (cas à deux dimensions)

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

B - B.4 Généralités - Première présentation des méthodes de point intérieur Page 8

B.3.2 Caractéristiques de l´algorithme du simplexe

Cette m éthode revient donc à une exploration com binatoire du polyèdre adm issible des solutions.

On peut dégager les rem arques et propriétés suivantes :

� Cet algorithm e nécessite un point de départ adm issible. Cependant, il existe une m éthode perm ettant, en deux phases, de résoudre les problèm es où l´on ne dispose pas d´un tel point de départ.

� Cet algorithm e ne perm et pas de traiter naturellem ent les variables libres, c’est-à-dire des variables sans contraintes de positivité. Il faut alors décom poser ces variables selon x

x x x x

Î Â Û

= -

³ ³

ì í î

+ -

+ -

0 0 et x ce qui augm ente la taille du vecteur x et de la m atrice A (et donc du problèm e). Par contre, il existe une am élioration très sim ple de l´algorithm e qui perm et d´introduire des bornes inférieure et supérieure (x l

£ x £ x u

) sur les variables sans ajouter de contraintes explicites supplém entaires.

� Cet algorithm e est sensible à la dégénérescence (le fait que certains des hyperplans correspondant aux contraintes soient concourants), qui dim inue ses perform ances et peut entraîner des problèm es de cyclage. Dans les applications réelles, presque tous les problèm es sont dégénérés.

� Bien que très efficace en pratique (il est rare que le nom bre d´itérations dépasse n + m ), cette m éthode ne satisfait pas les théoriciens de la com plexité. En effet, il a été prouvé que cet algorithm e a une com plexité de pire cas de type exponentiel.

Cela signifie qu´il existe des cas où le nom bre d´itérations nécessaires pour atteindre la solution est exponentiel en fonction de la taille du problèm e (n). (V. Klee et G. Mintyont exhibé un tel problèm e en 1970, [K LE 72] ). En fait, au m om ent de la découverte de la m éthode du sim plexe, personne ne savait si un algorithm e de type polynom ial (donc théoriquem ent m eilleur que ceux de type exponentiel) existait pour la program m ation linéaire.

B.4 P

REMIERE PRESENTATION DES METHODES DE POINT INTERIEUR

Nous som m es à présent en m esure de donner une prem ière description des m éthodes de point intérieur, en particulier d´expliciter leur dénom ination. Plaçons nous dans le cas du program m e linéaire dans sa form e standard min c x avec Ax

T n x b et x

, Î Â

= ³ 0

A la différence de l´algorithm e du sim plexe, les m éthodes de point intérieur partent d´un point situé à líntérieur du polyèdre adm issible. Pour être plus précis, ces m éthodes nécessitent généralem ent un point de départ strictement intérieur, soit x Î Á

0

avec les définitions suivantes

{ } Á = = ³ x | b et x

Ax 0

{ } Á = = >

0

0 x | b et x Ax

Le principe des m éthodes de point intérieur consiste alors à faire évoluer de façon itérative ce point vers une solution optim ale du problèm e, tout en restant à l´intérieur strict ( Á

0

) du polyèdre adm issible. En d´autres term es, on construit une suite x

0

, x

1

, x

2

, ..., x i

, ... d´itérés intérieurs convergeant vers une solution, com m e illustré sur la Figure B-2 .

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

B - B.4 Généralités - Première présentation des méthodes de point intérieur Page 9

Itérés x i

Optimum

x

2 x

1

Ce principe de construction d´itérés, que l´on retrouve dans de nom breuses m éthodes d´optim isation ou de résolution d´équations, est fondam entalem ent différent de la m éthode du sim plexe. En effet, celle-ci finit par donner, en un nom bre fini d´étapes, la valeur exacte du x optim um , alors que les m éthodes de point intérieur se contentent de faire converger x. En fait, x ne peut pas atteindre exactem ent l´optim um puisque l´on veille à ce que les itérés restent à l´intérieur strict du polyèdre Á

0

, alors qu´on peut m ontrer que les x optim um s contiennent des com posantes nulles, donc appartiennent à Á

\

Á

0

.

Cependant, il faut signaler que ce qui peut paraître com m e un inconvénient n´en est pas un en réalité : d´une part, une solution approchée (par exem ple avec une précision relative de 10 -8 ) est suffisante pour les applications pratiques et d´autre part, les calculs de l´algorithm e du sim plexe sont eux aussi de toutes façons réalisés avec une précision donnée. En fait, si l´on ne requiert qu´une solution grossière (par exem ple avec une précision relative de 10 -2 ), les m éthodes de point intérieur présentent m êm e un certain intérêt puisqu´elles peuvent fournir avec m oins d´itérations

(donc plus rapidem ent) une approxim ation de la solution.

Il est égalem ent im portant de noter que ces m éthodes ne fournissent pas le m êm e type de solution que l´algorithm e du sim plexe. En effet, si la solution n´est pas unique (c’est-à-dire lorsqu´une face entière du polyèdre est solution), on peut m ontrer que les m éthodes de point intérieur fourniront une solution située à l´intérieur de cette face, à l´inverse du sim plexe qui donnera un de ses som m ets.

La troisièm e différence im portante se situe au niveau de la com plexité algorithm ique de ces m éthodes (ou du m oins de la plupart d´entre elles) : elles sont de type polynom ial. Etant donné une précision e , le nom bre d´opérations à effectuer pour obtenir une solution approchée à e près est borné par un polynôm e fonction de la taille du problèm e. Cette dernière propriété est d´ailleurs à elle seule responsable du form idable engouem ent qu´ont tém oigné les chercheurs en optim isation pour ces m éthodes.

Figure B - 2 - Convergence des itérés d’une méthode de point intérieur

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

B - B.5 Généralités - Historique du domaine Page 10

B.5 H

ISTORIQUE DU DOMAINE

Nous allons à présent donner un bref aperçu historique du dom aine de la program m ation linéaire, afin de situer la découverte des m éthodes de point intérieur dans son contexte.

B.5.1 Débuts de la programmation linéaire - Algorithme du simplexe

1930-1940 Prem ières form ulations de problèm es de program m ation linéaire

1939-1945 Seconde guerre m ondiale. La recherche opérationnelle fait ses débuts, applications m ilitaires

1947 Georges B. Dantzig publie un article relatif à l´algorithm e du sim plexe de program m ation linéaire [D AN 63]

1956 A. J. Goldm an et A. W . T uck er dém ontrent l´existence d´une solution strictem ent com plém entaire au problèm e de program m ation linéaire [G OL 56]

1970 V. Klee et G. Mintydém ontrent le caractère exponentiel de la com plexité algorithm ique de la m éthode du sim plexe [K LE 72]

B.5.2 Débuts des méthodes de point intérieur et complexité polynomiale

1955 K. R. Frisch invente une m éthode de point intérieur pour résoudre un problèm e nonlinéaire (m éthode de potentiel logarithm ique, utilisation d´une fonction barrière, cf. plus loin) [F RI 55]

1968 A. V. Fiacco et G. P. McCorm ick développent l´utilisation des m éthodes de point intérieur en program m ation convexe non-linéaire [F IA 68]

1978 L. G. Kachian applique la m éthode de l´ellipsoïde (développée par N. Shor en 1970,

[S HO 70] ) à la program m ation linéaire et prouve qu´elle est de com plexité polynom iale

[K HA 79] . Cette m éthode, bien que faisant converger une suite d´itérés, n´est cependant pas une m éthode de point intérieur au sens accepté actuellem ent.

Il faut rem arquer qu´à cette l´époque, on utilise les m éthodes de point intérieur dans le cadre nonlinéaire uniquem ent. Bien que Fiacco et McCorm ick notent que leurs m éthodes sont égalem ent applicables au cas linéaire, ils ne les considèrent pas sérieusem ent com m e une alternative viable à l´algorithm e du sim plexe.

De plus, la m éthode de Kachian, bien que théoriquem ent supérieure à l´algorithm e du sim plexe (du point de vue de la com plexité de pire cas), est en pratique bien plus lente, principalem ent parce qu´elle atteint son pire cas pour la m ajorité des problèm es, alors que le sim plexe n´exhibe qu´exceptionnellem ent son com portem ent de pire cas exponentiel [B OR 87] .

B.5.3 Explosion des méthodes de point intérieur

1984 N. K. Karm ark ar découvre une m éthode de point intérieur polynom iale plus efficace que celle de Kachian, qu´il affirm e égalem ent com m e supérieure à l´algorithm e du sim plexe [K AR 84] .

1994 Y. Nesterov et A. Nem irovsk ypublient leur étude sur les m éthodes de point intérieur polynom iales appliquées à la program m ation convexe (cf. plus loin) [N ES 94]

1997 Depuis l´annonce de Karm ark ar, plus de 2000 articles de recherche portant sur les m éthodes de point intérieur ont été publiés par la com m unauté scientifique [F RE 96] .

Les prem iers ouvrages récapitulatifs paraissent. Les recherches se dirigent vers la program m ation non-linéaire.

Avec le recul, il faut m odérer l´affirm ation de Karm ark ar : sa m éthode n´était en définitive pas com pétitive avec les m eilleures im plém entations de l´algorithm e du sim plexe disponibles à l´époque, surtout pour des problèm es de petite taille. Néanm oins, elle a eu le m érite de susciter de nom breuses recherches dans ce dom aine.

1950

1970

1990

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

B - B.5 Généralités - Historique du domaine Page 11

Signalons encore que la m éthode de Kachian n´est pas à proprem ent parler la prem ière m éthode polynom iale de résolution du problèm e linéaire. En effet, il a été m ontré a posteriori [A NS 90] que la m éthode de Fiacco et McCorm ick était de com plexité polynom iale lorsqu´elle était appliquée à la program m ation linéaire. Ainsi, on disposait, dès 1968, - m ais sans en être conscient - d´une m éthode polynom iale pour la program m ation linéaire.

Page 12

P REMIERE PARTIE

L ES METHODES DE POINT INTERIEUR

POUR LA PROGRAMMATION LINEAIRE

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

C - C.1 Développements théoriques - Dualité Page 13

C. D

EVELOPPEMENTS THEORIQUES

C.1 D

UALITE

C.1.1 Couple de problèmes primal-dual

La théorie de la program m ation linéaire nous apprend qu´il est possible d´associer à tout program m e linéaire (P) un program m e (D), nom m é program m e dual par opposition à (P), le program m e prim al. Il existe en fait une série de règles sim ples transform ant les variables de (P) en contraintes dans (D), ainsi que les contraintes de (P) en variables dans (D) (voir par exem ple

[S CH 86] ). De plus, lorsque le prim al cherche à m inim iser sa fonction objectif, le dual est un problèm e de m axim isation. En fait, le dual du dual est identique au prim al.

Dans le cas de la form e standard, la plus couram m ent utilisée dans le dom aine des m éthodes de point intérieur, le couple de problèm es prim al-dual est le suivant min c x avec Ax

T n x b et x

, Î Â

= ³ 0

( ) P

max b y avec A

T m

T

y y c

, Î Â

£

( ) D

On peut donc ram ener tout problèm e linéaire, au choix, à la form e (P) ou (D). Il est à noter que la variable yest libre dans le problèm e dual (pas de contrainte de non-négativité). Cependant, on transform e généralem ent le problèm e dual par l´introduction de variables supplém entaires appelées variables d´écart ( slacks en anglais) afin de rem placer les contraintes d´inégalité par des contraintes d´égalité.

max b y et s avec A

T m n

T

y y s c et s

, Î Â Î Â

+ = ³ 0

Bien que ce problèm e puisse sem bler plus com pliqué que le précédent, la présence de la variable s sim plifie l´expression de nom breux résultats théoriques. Etant donné que ces deux problèm es sont extrêm em ent liés, on les considérera sim ultaném ent la plupart du tem ps, ce qui nous am ène à redéfinir nos concepts de point intérieur et strictem ent intérieur, pour englober les deux problèm es

{ }

Á = = ³ ³

( , , ) , , x y s b A s T | Ax y + s = c et x 0 0

{ }

Á = = > >

0

0 0 ( , , ) , , x y s b A s T | Ax y + s = c et x

C.1.2 Propriétés de la dualité

Citons quelques propriétés élém entaires du couple prim al-dual [S CH 86]

� Pour tout vecteur (x,y,s) Î Á (c’est-à-dire vérifiant les contraintes du couple (P) & (D), on parle alors de solution adm issible m ais pas nécessairem ent optim ale), on a l´inégalité c T x ³ b T y, ce qui signifie que toute solution adm issible du dual (respectivem ent du prim al) fournit une borne inférieure (respectivem ent supérieure) à l´objectif du problèm e prim al (respectivem ent dual).

� (x,y,s) Î Á et c T x = b T y Û x et ysont solutions optim ales de leurs problèm es respectifs. Cela entraîne que les problèm es (P) et (D) ont les m êm es valeurs optim ales.

� La quantité c T x - b T y, toujours positive, est appelée le saut de dualité ( duality gap ). On m ontre aisém ent, par de sim ples m anipulations algébriques, que c T x - b T y= x T s. Pour tout point adm issible, le saut de dualité est nul si et seulem ent si la solution est optim ale (corollaire du point précédent)

� Si l´un des deux problèm es est non borné (de valeur optim ale infinie), l´autre est im possible ( Á =

Æ ). Si l´un des deux problèm es a une solution optim ale finie, il en est de m êm e pour l´autre (et leurs valeurs optim ales sont égales)

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

C - C.1 Développements théoriques - Dualité Page 14

� Pour toute solution optim ale (x,y,s), on a x i

s i

= 0 (c’est-à-dire au plus une des deux variables x i et s i

est non nulle) pour tout i. Ce résultat est connu sous le nom de théorèm e des écarts com plém entaires.

� Si Á ¹ Æ , il existe au m oins une solution (x,y,s) telle que x + s > 0. Une telle solution est dite strictem ent com plém entaire, puisqu´elle interdit la présence d´un indice i pour lequel x i

et s i seraient sim ultaném ent nuls. T enant com pte de la propriété précédente, on en déduit que pour une telle solution, on a à chaque indice i l´alternative (x i

= 0 et s i

> 0) ou (x i

> 0 et s i

= 0). Les zéros des deux vecteurs x et s sont donc en quelque sorte com plém entaires. Ce résultat est connu sous le nom de théorèm e de com plém entarité de Goldm an-T uck er (ou théorèm e fort des écarts com plém entaires) [G OL 56] .

C.1.3 Dualité et conditions KKT

Les conditions de Karush-Kuhn-T uck er (KKT ) sont des conditions nécessaires d´optim alité valables dans le cadre très général de l´optim isation non-linéaire sous contraintes avec objectif différentiable. Elles s´appliquent donc bien sûr à la program m ation linéaire, et sont m êm e dans ce cas suffisantes (ceci étant dû à la propriété de convexité de ce problèm e particulier).

Nous allons à présent réexam iner la dualité à la lum ière des conditions KKT . Appliquons-les au problèm e prim al (P) : on obtient alors les conditions nécessaires et suffisantes d´optim alité suivantes

A z t c

Ax b x t i x

T i i

+ =

=

= "

³ ³

ì í

ï ï î

ï ï

0

0 et t 0

(KKT 1)

(KKT 2)

(KKT 3)

(KKT 4)

Ces conditions introduisent de nouvelles variables zet t. Ceci est à prendre au sens « x est optim um si et seulem ent si il existe des variables zet t telles que (x,z,t) vérifient les conditions

KKT ». En fait, on peut m ontrer que ces variables sont en réalité les m ultiplicateurs de Lagrange des contraintes (d´égalité et de non-négativité) du problèm e prim al.

Si l´on regarde ces conditions de plus près, on retrouve les conditions d´adm issibilité de x pour le problèm e prim al (KKT 2 et la prem ière partie de KKT 4), une égalité de type linéaire (KKT 1), une contrainte de non-négativité (seconde partie de KKT 4) ainsi qu´une équation non-linéaire (KKT 3).

Une analyse un peu plus détaillée de la form e de ces équations perm et de découvrir que (KKT 1) et la seconde inégalité de (KKT 4) définissent un problèm e identique au problèm e dual décrit plus haut

(p. 13 ) : il suffit en effet de rem placer zpar yet t par s. On obtient alors le systèm e

A y s c

Ax b x s i x

T i i

+ =

=

= "

³ ³

ì í

ï ï î

ï ï

0

0 et s 0

(KKT 1)

(KKT 2)

(KKT 3)

(KKT 4)

Cela explicite donc clairem ent les liens très forts qui unissent le problèm e prim al à son dual : les conditions d´optim alité du prim al sont sim plem ent form ées de ses propres conditions d´adm issibilité, de celles de son problèm e dual et de l´égalité non-linéaire (KKT 3). De m êm e, si l´on appliquait les conditions KKT au problèm e dual, on retrouverait l´égalité Ax=b, la condition de nonnégativité x ³ 0 ainsi que l´équation non-linéaire (KKT 3).

Ceci nous perm et de conclure que les problèm es prim al et dual sont en fait deux versions du m êm e problèm e fondam ental (ou « les deux faces de la m êm e pièce de m onnaie », [W RI 96] ), puisqu´ils adm ettent exactem ent les m êm es conditions d´optim alité. Nous verrons plus loin que les m éthodes de point intérieur de type prim al-dual, conform ém ent à cette réalité m athém atique profonde, traitent sim ultaném ent et de façon com plètem ent sym étrique les problèm es prim al et dual.

Rem arquons qu´il existe une façon sim ple de dém ontrer la nécessité de la condition (KKT 3). En effet, on a vu que pour un point adm issible ( Î Á ), c T x = b T yest une condition nécessaire et suffisante d´optim alité (nullité du saut de dualité). Or ceci est équivalent à x T s = 0, c’est-à-dire à

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

C - C.2 Développements théoriques - Démarche de conception des méthodes de point intérieur Page 15

x s i i i

n =

=

å

0

1

. Puisque les variables x et s sont non-négatives, on déduit im m édiatem ent que la seule possibilité de vérifier cette dernière équation est x i

s i

= 0 " i, ce qui est bien la condition (KKT

3). Celle-ci avait égalem ent été énoncée dans la liste des propriétés de la dualité.

C.2 D

EMARCHE DE CONCEPTION DES METHODES DE POINT INTERIEUR

L´objectif de ce paragraphe est d´établir un chem inem ent logique aboutissant au schém a suivi par les m éthodes de point intérieur actuelles. Il faut bien entendu être conscient que le véritable processus de découverte ne s´est pas fait de façon aussi claire et lucide, l´intuition et l´expérim entation yayant joué un rôle im portant. On peut cependant, avec le recul dont on dispose à présent, établir un raisonnem ent fictif am enant de façon naturelle les concepts-clefs de la théorie des m éthodes de point intérieur.

Com m e on l´a annoncé plus haut, les m éthodes de point intérieur sont des m éthodes itératives d´optim isation. Dès lors, on peut tenter d´adapter une m éthode itérative d´optim isation classique au cas qui nous intéresse, celui de la program m ation linéaire. Parm i ces algorithm es classiques, on trouve l´algorithm e du gradient, qu´on applique généralem ent à l´optim isation sans contraintes et qui consiste sim plem ent à suivre la direction de la plus forte pente.

C.2.1 Optimisation à l´aide de la méthode du gradient

Ainsi, on peut im aginer partir d´un point initial et suivre la direction de la plus forte pente (cette suggestion provient de [A RB 91] ). Pour rappel, il s´agit d´évaluer cette direction à l´endroit de l´itéré courant, puis de faire un pas dans cette direction pour déterm iner la valeur de l´itéré suivant..

Cependant, il faut noter trois différences im portantes entre la situation où l´on applique généralem ent une m éthode de gradient (optim isation sans contraintes) et le cas de la program m ation linéaire

1) Nous som m es dans un cas d´optim isation sous contraintes. Il faut donc tenir com pte de Ax = b au m om ent du calcul de l´itéré suivant pour ne pas aboutir à un point qui ne satisfasse plus ces contraintes.

2) La contrainte x ³ 0 doit égalem ent être prise en com pte.

3) Le gradient de la fonction objectif est constant : il ne dépend pas de x et vaut toujours c. Dans ces conditions, si on suit à la lettre la m éthode du gradient sans ternir com pte des contraintes, on va forcém ent évoluer constam m ent dans la m êm e direction.

Une façon de se débarrasser de la prem ière rem arque est de ne pas utiliser la direction du gradient m ais celle de sa projection sur le sous-espace orthogonal à celui engendré par les colonnes A, noté

Null(A). De cette façon, si l´itéré courant vérifie Ax = b, l´itéré suivant, calculé par x n+1

= x n

+ k .d où d est la direction projetée du gradient, vérifiera bien encore

Ax A(x kd) Ax k Ad Ax b n n n n +

= + = + = =

1

( )

(Ad = 0 puisque d appartient à Null(A)). Pour vérifier la contrainte du point 2), celle de nonnégativité, il suffit de choisir la longueur du pas k de façon à rester dans les x à com posantes positives.

Le troisièm e problèm e - la constance de la direction du pas - est plus difficile à résoudre. Avant de s´yattaquer, rem arquons encore un autre inconvénient : la direction du gradient est plus ou m oins efficace selon la centralité (notion assezvague qui sera définie plus précisém ent plus loin) de l´itéré courant. Par centralité, on entend ici une notion proche de « éloignem ent par rapport aux contraintes » ou « équidistance par rapport aux faces du polyèdre adm issible ».

Ainsi, on rem arque sur la Figure C-1 (où l´on a représenté la direction du gradient) que l´itéré (a) progressera bien plus vers la solution en suivant la direction du gradient que l´itéré (b), parce qu´il est plus central.

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

C - C.2 Développements théoriques - Démarche de conception des méthodes de point intérieur Page 16

Optimum

x

2 x

1

(b)

(a)

Partant de cette constatation, on a m is au point un stratagèm e résolvant d´un coup le problèm e de la constance de la direction du pas et celui de la sensibilité à la centralité : il s´agit de la m ise à l´échelle par l´utilisation d´une transform ation affine.

C.2.2 Utilisation de la mise à l´échelle af f ine

Plaçons nous dans la cas sim ple où l´on cherche à optim iser x

1

+x

2

avec pour seules contraintes x

1

³ 0 et x

2

³ 0. Ceci correspond à la Figure C-2 :

(a)

Optimum

x

2 x

1

(b)

On a porté la direction du gradient sur un cercle centré sur les itérés. Encore une fois, on constate que l´itéré (a) progressera plus du fait de sa position centrale (plus proche de la bissectrice principale).

Im aginons que l´on dilate la figure précédente de façon à faire occuper à l´itéré (b) une position centrale du type de celle de (a). Ceci peut se faire par une sim ple transform ation affine (dilatation selon les deux axes). Dans le nouvel espace transform é, on peut à présent effectuer un pas de gradient beaucoup plus efficace vers la solution.

Si l´on interprète ce pas dans l´espace initial, cela revient à chercher la direction du pas non plus autour d´un cercle m ais d´une ellipse « centrée » à l´itéré courant. Cette direction résout correctem ent nos deux problèm es : en effet, celle-ci évolue bien en fonction de la position de l´itéré courant, et perm et de progresser plus rapidem ent vers la solution lorsque l´itéré est peu central, com m e la Figure C-3 l´explicite :

Figure C - 1 - Progression potentielle d’un itéré central et d’un itéré peu central

Figure C - 2 - Un cas simple d’optimisation

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

C - C.2 Développements théoriques - Démarche de conception des méthodes de point intérieur Page 17

Optimum

x

2 x

1

(b)

Ceci term ine une description som m aire d´une des prem ières m éthodes de point intérieur à avoir été m ise en �uvre : il s´agit de l´algorithm e de m ise à l´échelle affine ( affine scaling ). Cependant, nous n´entam erons pas de plus am ples développem ents dans cette direction - bien qu´elle ait été exam inée en son tem ps par de nom breux chercheurs - parce qu´elle se ram ènera à un cas particulier des m éthodes que nous allons développer plus loin.

C.2.3 Une autre f açon d´optimiser

Une autre façon d´aborder le problèm e consiste non pas à tenter d´adapter une m éthode d´optim isation itérative à la program m ation linéaire m ais à tenter de résoudre directem ent les équations form ées par les conditions d´optim alité (provenant soit directem ent des conditions KKT , soit de l´application de la théorie des m ultiplicateurs de Lagrange).

En effet, ces conditions étant dans le cas qui nous intéresse à la fois nécessaires et suffisantes, la connaissance de leur solution nous donnera directem ent la solution de notre problèm e d´optim isation.

Cependant, deux problèm es distincts vont ici aussi nous com pliquer la tâche

1) L´équation (KKT 3) est non-linéaire. T outefois, cette non-linéarité peut être qualifiée de légère, puisqu´il s´agit d´un sim ple et unique produit de deux variables, alors que les équations (KKT 1) et (KKT 2) sont parfaitem ent linéaires.

2) Les variables x et s sont soum ises à des contraintes de non-négativité (KKT 4).

Si l´on fait m om entaném ent abstraction du problèm e 2), on peut se tourner vers n´im porte quelle technique classique de résolution itérative d´un systèm e d´équations non-linéaires. On pense évidem m ent en priorité à la m éthode de Newton (ou Newton-Raphson).

Pour rappel, soit le problèm e suivant à résoudre : trouver x Î Â n tel que f ( x ) = 0 où f est une fonction de Â n ® Â m . La m éthode de Newton consiste alors à passer de l´itéré x k

à x k+1

= x k

+

x

k

avec x

k

= - J ( x

k

) -1 f ( x

k

). Plutôt qu´inverser directem ent le jacobien J de la fonction f, on préfère

généralem ent calculer x

k com m e la solution du systèm e linéaire J ( x

k

) x

k

= - f ( x

k

).

Géom étriquem ent, cette m éthode fournit com m e itéré suivant le zéro de l´approxim ation locale du

prem ier ordre (c’est-à-dire l´hyperplan tangent) de la fonction f autour de l´itéré courant. La Figure

C-4 explicite la situation dans le cas unidim ensionnel.

Figure C - 3 - Progression avec mise à l’échelle affine

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

y

x

Zéro

f(x) x

i x

i+1 f(x

i+1

) f(x

i

)

T angente

(approximation d´ordre 1)

Nous pouvons donc appliquer la m éthode de Newton à la résolution du systèm e (KKT ) si nous

trouvons un m oyen de satisfaire à l´exigence 2). A cet effet, nous nous tournons vers une autre

ressource classique de l´optim isation : l´utilisation d´une fonction barrière (la prem ière utilisation de

cette idée en program m ation non-linéaire est généralem ent attribuée à Frisch, en 1955 [F RI 55] ).

C.2.4 Utilisation d´une f onction barrière

Lorsqu´on désire appliquer une m éthode d´optim isation sans contrainte à un problèm e sous

contraintes, il existe un m oyen de retirer les contraintes, m oyennant leur incorporation dans la

fonction objectif : ceci se fait à l´aide d´une fonction barrière, répondant à la définition suivante.

Soit une fonction F de Â ® Â . On appelle F une fonction barrière si

lim

x

(x)

®

= +¥

0

F

Dans ces conditions, on peut rem placer le problèm e avec contraintes

min f(x)

sous g pour i = 1,2, . . . , m

i

( ) x ³ 0 par le problèm e non contraint param étré min f(x)

avec +

+

Î Â

= å m

m

F (g (x))

i

i m

1

En effet, plus on se rapproche de la lim ite de validité d´une des contraintes, c’est-à-dire plus g

i

(x)

tend vers zéro, plus le term e F (g

i

(x)) correspondant augm ente (puisqu´il tend vers + μ ¥ ), ce qui

augm ente à son tour la valeur du nouvel objectif et va obliger la m inim isation à s´éloigner de la zone

« dangereuse ».

Néanm oins, il est clair que le x optim um de ce problèm e n´a aucune raison de coïncider avec

l´optim um du problèm e avec contrainte. En fait, on a défini toute une fam ille param étrée de

problèm es, chacun d´entre eux possédant son propre optim um , différent du véritable optim um

recherché.

Im aginons cependant que l´on résolve une série de problèm es pour une suite de param ètres m

décroissante et tendant vers zéro. On peut dès lors s´attendre à ce que l´optim um des problèm es

non contraints tende vers l´optim um du problèm e avec contraintes, puisqu´on dim inue peu à peu

l´influence perturbatrice de la fonction barrière. L´avantage que l´on obtient à procéder de cette

façon est que cette suite d´optim a est constituée de points satisfaisant (strictem ent) les contraintes.

C´est ce principe qui va servir de com plém ent à la m éthode de Newton. Dans notre cas, les

fonctions g

i

(x) sont sim plem ent les projections des diverses com posantes de x (c’est-à-dire g

i

(x) =

x

i

). Les pionniers des m éthodes de point intérieur ont ensuite choisi une des fonctions barrières les

plus courantes : la fonction logarithm e, plus pré cisém ent : F (x) = - ln(x). (en effet, on a bien

lim ln

x

(x)

® +

- = +¥

0

).

C.2.5 Combinaison de la méthode de New ton et de la f onction barrière

Voici nos deux problèm es prim al et dual auxquels on a adjoint une fonction barrière, param étrée

par t .

Figure C - 4 - Une itération de la méthode de Newton pour une fonction scalaire

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

min c

avec Ax

T

i

i n

n x x

b et x

-

= Î Â

= å t ln( ) ,

1 max b

avec A

T

i

i n

T m n y (s )

y s c et y s

+

+ = Î Â Î Â

= å t ln ,

,

1

Sous certaines conditions ( Á

0

¹ Æ ), chacun de ces problèm es adm et pour tout t un optim um

unique : appelons-les respectivem ent x( t ) et (y( t ),s( t )). Pour appliquer la m éthode de Newton à ces

deux problèm es, il faut d´abord déterm iner leurs conditions d´optim alité. Com m e on peut s´en

douter au vu de ce qui précède, ces deux problèm es adm ettent exactem ent les m êm es conditions

d´optim alité (ce qui signifie qu´ils sont équivalents), à savoir

A y s c

Ax b

x s i

x

T

i i

+ =

=

= "

> > ì

í ï

ï

î ï

ï t

et s 0 0

(KKT 1)

(KKT 2)

(KKT 3 )

(KKT 4’ ) t

Un exam en rapide nous apprend que ces conditions sont les conditions KKT des problèm es

originaux à deux petites différences près : le m em bre de droite de l´équation (KKT 3) n´est plus 0, il

vaut à présent t et les inégalités (KKT 4´) sont à présent strictes, puisque les fonctions barrières

restreignent im plicitem ent les dom aines de variation de x et s aux valeurs strictem ent positives.

On va donc finalem ent appliquer la m éthode de Newton au systèm e non-linéaire form é par (KKT

1), (KKT 2) et (KKT 3 t ), ce qui nous donne - après quelques calculs sim ples - la définition du pas

de Newton ( D x, D y, D s) suivante

0

0 0

0

0

0

A I

A

S X x

y

s e XSe

T é

ë ê

ê

ê ù

û ú

ú

ú é

ë ê

ê

ê ù

û ú

ú

ú

=

- é

ë ê

ê

ê ù

û ú

ú

ú

.

D

D

D t

(NWT)

Notons qu´on a utilisé certaines notations classiques dans le dom aine des m éthodes de point

intérieur afin de rendre l´expression (NW T ) plus com pacte, à savoir d´une part X en tant

qu´abréviation pour diag(x) , c’est-à-dire la m atrice diagonale telle que X

ii

= x

i

(idem pour S) et

d´autre part e pour le vecteur unitaire (e

i

= 1 " i).

Nous som m es à présent très avancés dans le processus de conception des m éthodes de point

intérieur. Cependant, avant d´esquisser un prem ier m odèle d´algorithm e, nous avons besoin d´une

dernière notion, qui va nous éclairer sur le rôle du param ètre de la barrière t : il s´agit du chem in

central

C.2.6 Chemin central

Soit le systèm e d´équations suivant

A y s c

Ax b

x s i

x

T

i i

+ =

=

= "

> > ì

í ï

ï

î ï

ï t

et s 0 0

Com m e on l´a vu plus haut, ce systèm e form e les conditions d´optim alité des problèm es prim al et

dual auxquels on a ajouté une fonction barrière. Cependant, il est possible de l´interpréter

indépendam m ent des conditions (KKT ), afin d´étudier ses propriétés intrinsèques.

Sous l´hypothèse Á

0

¹ Æ , on peut m ontrer que ce systèm e associe à chaque valeur strictem ent

positive de t un point unique (x t ,y t ,s t ) Î Á

0

. Dans ces conditions, on peut définir de façon univoque

une courbe C par { (x

t

,y

t

,s

t

) | t > 0 }. On appelle C le chem in central du couple de problèm es prim al

et dual. Il possède les propriétés suivantes [J AN 95]

� Ses équations de définition sont une approxim ation des conditions d´optim alité (KKT 1-4)

d´autant m eilleure que t est proche de 0.

� Le saut de dualité pour le point (x t ,y t ,s t ) vaut n t . Il tend donc vers 0 lorsque t tend vers 0.

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

� Les points de C sont centrés (c’est-à-dire éloignés des contraintes de non-négativité) puisqu´ils

dérivent des problèm es m unis d´une fonction barrière.

� Le point (x

t

,y

t

,s

t

) converge vers un point (x*,y*,s*) lorsque t tend vers 0. De plus, ce point est

une solution optim ale strictem ent com plém entaire du couple de problèm es prim al et dual.

On déduit de ces propriétés que les points de C fournissent un chem in le long duquel le saut de

dualité décroît régulièrem ent au fur et à m esure que t approche de 0, tendant vers une solution

optim ale tout en restant éloigné des contraintes (centré). C´est cette interprétation des équations

qui va expliquer le rôle de t dans les algorithm es de point intérieur. La Figure C-5 fournit un

exem ple de chem in central :

Optimum x

2

x

1

Chemin

central

C.2.7 Modèle d´algorithme de point intérieur

Com m e on l´a vu plus haut (p. 19 ), l´équation de définition du pas de Newton dépend d´un

param ètre t , provenant des problèm es avec fonction barrière. Ce param ètre définissait l´im portance

relative du term e barrière (destiné à éviter les contraintes) par rapport au véritable objectif à

m inim iser. On avait d´ailleurs rem arqué que l´on pouvait s´attendre à obtenir un optim um de plus en

plus proche du véritable m inim um au fur et à m esure que t tend vers 0, tout en restant dans la zone

adm issible.

Ceci nous conduit naturellem ent à la m éthode de résolution naïve suivante

Soit une suite t

1

, t

2

, t

3

, ... décroissante et tendant vers zéro et (x

0

,y

0

,s

0

) un itéré initial

Pour k = 1,2,3,... faire

� Appliquer la m éthode de Newton à la résolution des problèm es prim al et dual

avec le param ètre t

k pour le term e barrière. Ceci se fait par une succession de

pas définis par (NW T ), en partant de la solution du k précédent (x

k-1

,y

k-1

,s

k-1

)

� (x

k

,y

k

,s

k

) est la solution fournie par la m éthode de Newton

Fin du pour

Cet algorithm e est en fait très sem blable à celui conçu par Frisch pour sa prem ière utilisation des

fonctions barrières. On peut raisonnablem ent s´attendre à ce que l´itéré (x

k

,y

k

,s

k

) converge vers

l´optim um cherché.

Cependant, il faut se rendre com pte que cette m éthode im plique de nom breux calculs : en

particulier, il faut à chaque itération (donc pour chaque k ) procéder à une résolution com plète par la

m éthode de Newton, ce qui entraîne le calcul de nom breux pas de Newton. Cet algorithm e contient

donc en réalité deux boucles im briquées, ce qui le rend peu intéressant d´un point de vue rapidité

de calcul.

Pour pallier cet inconvénient, il faut s´éloigner de l´idée originale de Frisch et introduire la dernière

caractéristique des m éthodes de point intérieur : on ne va plus chercher à résoudre exactem ent et

Figure C - 5 - Exemple de chemin central à deux dimensions

Algorithme 1 - Méthode de point intérieur naïve

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

com plètem ent les problèm es avec la fonction barrière pour chaque valeur du param ètre t , m ais on

va se contenter d´une seule itération de Newton. Cela va donc considérablem ent accélérer la

résolution, puisqu´un seul pas de Newton est dorénavant calculé à chaque itération.

Bien sûr, on ne peut affirm er a priori que cette m odification va conserver la convergence vers une

solution. Une grande partie de la littérature consacrée aux m éthodes de point intérieur consiste

d´ailleurs à prouver la convergence de diverses versions de cette m éthode. Cependant, on peut à

présent donner le m odèle com m un à tous les algorithm es utilisés

Soit un itéré initial (x

0

,y

0

,s

0

)

Pour k = 0,1,2,... faire

� Choisir une valeur de t

k

� Résoudre le systèm e (NW T ) avec (x

k

,y

k

,s

k

) et t

k

� Calculer (x

k+1

,y

k+1

,s

k+1

) par (x

k

,y

k

,s

k

) + a

k

( D x

k

, D y

k

, D s

k

)

Fin du pour

On constate donc qu´on se contente, à chaque itération, d´ajouter à l´itéré courant un incrém ent

proportionnel (term e a

k

) au pas fourni par le systèm e (NW T ).

On peut s´interroger sur la présence d´un coefficient a

k devant le pas de Newton. En effet, la

m éthode de Newton classique préconise d´ajouter sim plem ent l´incrém ent fourni par (NW T ).

Cependant, il ne faut pas oublier la contrainte de non-négativité (KKT 4) qui, bien que prise en

com pte sous la form e de fonction barrière qui influence le calcul du pas, ne peut en aucun cas être

violée. Or on constate bien souvent qu´un pas de Newton com plet am ène l´itéré en dehors de la

zone valide. Il faut donc m odérer l´incrém ent par un coefficient plus petit que 1 et prendre ce qu´on

appelle un pas de Newton partiel garantissant (x

k+1

,s

k+1

) > 0. Le choix de la valeur de a

k sera

détaillé plus loin.

Il reste de nom breuses choses à expliciter dans ce m odèle, com m e par exem ple com m ent trouver

(x

0

,y

0

,s

0

), quand arrêter l´algorithm e, com m ent choisir t

k et a

k

, etc. Les réponses à ces questions

dépendent du type de m éthode de point intérieur que l´on veut étudier, et seront explicitées par la

suite.

C.2.8 Signif ication du paramètre en termes de chemin central

Ce paragraphe va tenter de donner une explication intuitive de la signification du param ètre t , afin

de justifier la décision qui a été prise de ne plus effectuer qu´un seul pas de Newton à chaque

itération, au lieu d´une optim isation com plète.

Supposons tout d´abord que t soit nul. Dans ce cas, le systèm e que l´on cherche à résoudre par la

m éthode de Newton se réduit aux véritables conditions d´optim alité des problèm es prim al et dual

initiaux, sans term e barrière. C´est com m e si l´on dem andait à la m éthode de Newton de résoudre

directem ent le problèm e initial, sans se préoccuper des contraintes. On peut d´une façon im agée

résum er en disant que le pas de Newton vise alors directem ent la solution optim ale, à savoir la

lim ite du chem in central quand t tend vers 0. Bien sûr, la cible ne sera pas atteinte (puisqu´il faut

norm alem ent de nom breux pas de Newton pour atteindre l´objectif) m ais l´itéré obtenu en est

norm alem ent rapproché.

Par contre, lorsque t est différent de zéro, le systèm e auquel on applique la m éthode de Newton

est constitué par les véritables conditions d´optim alité des problèm es prim al et dual avec une

fonction barrière (param étrée par t ). Or, on a vu plus haut que ces équations définissent

univoquem ent un point du chem in central, (x t ,y t ,s t ). T oujours de façon im agée, on peut dire que le

pas de Newton vise dans ce cas un point du chem in central repéré par la valeur de t .

On com prend à présent intuitivem ent la validité de l´algorithm e proposé. Partant d´un point initial, on

se fixe (par le biais de t

1

) un objectif sur le chem in central et l´on calcule le pas de Newton destiné à

atteindre cette cible. La cible ne sera pas non plus atteinte dans ce cas. Dès lors, on se fixe un

nouvel objectif, un peu plus proche du véritable objectif (l´extrém ité du chem in central), donc un t

Algorithme 2 - Modèle commun aux méthodes de point intérieur

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

plus proche de zéro, et on recom m ence la procédure de « visée - pas de Newton - m ise à jour de

l´objectif ».

Ce procédé peut encore être schém atisé par la Figure C-6 , qui m ontre deux itérations successives

de l´algorithm e

Optimum x

2

x

1 Cible

1

Cible

2

Itér é

2

Itér é

1

Itér é

3

C.2.9 Importance de la centralité

Au vu de l´explication précédente, on peut se dem ander pourquoi il est nécessaire d´effectuer ce

processus de « visée - pas de Newton - m ise à jour de l´objectif », plutôt que d´effectuer

sim plem ent la série de pas de Newton correspondant à l´application de la m éthode norm ale ayant

l´extrém ité du chem in central pour objectif.

La raison en est sim ple : la m éthode de Newton n´est pas une m éthode d´optim isation sous

contraintes et, com m e déjà m entionné plus haut, rien ne garantit que le pas de Newton ne nous

em m ène pas en dehors de la zone adm issible (à savoir la zone où x ³ 0 et s ³ 0). C´est d´ailleurs à

cause de cela qu´il a fallu introduire le coefficient a

k dans l´algorithm e. On constate alors que

l´application directe de la m éthode de Newton (avec t nul) a tendance à diriger les itérés vers le

bord de la zone adm issible. A cause des coefficients a

k

, les pas suivants sont très réduits, ce qui

ralentit extrêm em ent la convergence.

A l´inverse, si l´on se fixe un objectif plus m odeste, sous la form e d´un point du chem in central, on

évite les bords de la zone adm issible, et on s´autorise ainsi des pas de Newton plus longs, d´où une

convergence plus rapide. Ces deux situations sont explicitées sur la Figure C-7 .

x

2

x

1

Avec cible proche

Itéré

courant

Avec cible = optimum

Optimum

En conclusion, on peut voir le chem in central com m e un guide vers la solution optim ale, qui perm et

d´éviter les bords de la zone adm issible (c´est-à-dire les contraintes de non-négativité) pour garantir

une convergence plus rapide.

Figure C - 6 - Deux pas de Newton vers deux cibles du chemin central

Figure C - 7 - Un pas visant l’optimum et un pas visant une cible sur le chemin central

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

C.2.10 Lien avec la mise à l´échelle af f ine

On a abandonné plus haut l´étude des m éthodes de type m ise à l´échelle affine après avoir affirm é

qu´elles constituaient un cas particulier des m éthodes que l´on allait décrire par la suite. En effet, on

peut m ontrer que les form ules de m ise à jour de l´itéré courant par la m éthode de m ise à l´échelle

affine sont identiques à celles de l´algorithm e décrit ci-dessus dans le cas où t est nul [A RB 91] .

Ceci fournit donc une interprétation géom étrique supplém entaire de cet algorithm e, du m oins dans

une de ses versions.

On pressent d´ailleurs que cette variante ne sera pas la plus efficace, au vu des raisons invoquées

au paragraphe précédent, ce qui explique son relatif abandon dans le courant actuel des

recherches. Bien que sa convergence ait été prouvée, aucune résultat n´est disponible au sujet de

sa com plexité, et on suspecte celle-ci d´être de type exponentiel [F RE 96, p. 2 ] .

C.3 C

LASSIFICATION DES METHODES DE POINT INTERIEUR

Nous som m es à présent en possession de tous les outils nécessaires à l´établissem ent d´une

classification des m éthodes de point intérieur.

C.3.1 Méthodes primales, duales et primales-duales

Une méthode primale est une m éthode définie, décrite, m otivée et im plém entée uniquem ent en

term es du problèm e prim al. L´algorithm e développé par Karm ark ar en 1984 est un exem ple de

m éthode prim ale. La définition d´une m éthode duale s´obtient aisém ent par sym étrie.

Cependant, certaines m éthodes prim ales utilisent le problèm e dual. Ainsi, il existe des algorithm es

qui calculent une estimation des variables duales, dont ils se servent pour établir une borne

inférieure de la valeur de la fonction objectif (cf. théorie de la dualité). Bien qu´elles fassent

référence aux variables duales, ces m éthodes ne sont pas à proprem ent parler des m éthodes

prim ales-duales, en raison de la définition suivante.

Une méthode primale-duale est une m éthode définie, décrite, m otivée et im plém entée en term es

du problèm e prim al et de son dual de façon symétrique . Ainsi, on doit non seulem ent yretrouver à

la fois les variable prim ales (x) et duales (yet s), m ais égalem ent leur faire subir un traitem ent

totalem ent sym étrique (par exem ple, si l´on applique un pas de Newton aux variables prim ales, il

faut le faire égalem ent pour les variables duales).

La dém arche de conception que nous avons présentée plus haut a en fait abouti à un m odèle

d´algorithm e prim al-dual. Ce m odèle n´est donc pas le plus général possible, puisqu´il est possible

de concevoir des algorithm es purem ent prim als ou duals. Cependant, nous concentrerons notre

étude sur les m éthodes prim ales-duales pour les raisons suivantes :

� La théorie des m éthodes prim ales-duales est plus sim ple et plus élégante que celle des

m éthodes purem ent prim ales ou duales. En fait, com m e on l´a constaté tout au long de la

présentation de la dém arche conceptuelle de création de ces m éthodes, l´idée de trst nul

[A

On pressent d´ailleurs que cette variante ne sera pas la plus efficace, au vu des raisons ins pratiques ont prouvé que les m éthodes prim ales-duales sont en général plus

efficaces que leurs contreparties prim ales ou duales (en fait, ce sont ces m éthodes qui sont

com pétitives avec l´algorithm e du sim plexe, voir plus loin)

� Cependant, les m éthodes prim ales restent d´un grand intérêt théorique, et continuent à être

étudiées, notam m ent en raison des idées qu´elles engendrent qui peuvent parfois être

transposées au cas prim al-dual.

C.3.2 Méthodes à départ admissible et non-admissible

Le schém a général de m éthode de point intérieur prim ale-duale que nous avons présenté plus haut

nécessite la connaissance d´un point de départ strictem ent adm issible (appartenant à Á

0

). Les

m éthodes requérant ce type de point de départ sont qualifiées de m éthodes à départ adm issible

( feasible methods , adjectif qualifiant égalem ent les vecteurs adm issibles).

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

Cependant, il faut noter qu´il existe égalem ent des m éthodes dites à départ non-adm issible

( infeasible methods ), c´est-à-dire qui ne nécessitent pas la connaissance d´un prem ier itéré

strictem ent adm issible. Ces m éthodes sont utiles dans deux cas :

� On ne connaît pas un tel point de départ. En fait, pour certains problèm es, le recherche d´un

point adm issible est presque aussi difficile (et im portante) que le calcul de l´optim um .

� Il n´existe pas de point strictem ent adm issible. En effet, il existe des problèm es pour lesquels Á

0

est vide tout en adm ettant une solution optim ale finie. En fait, on peut m ontrer [W RI 96, p. 27 ]

que cette situation survient uniquem ent lorsque l´ensem ble des points optim aux n´est pas borné,

c´est-à-dire lorsqu´il existe une infinité de solutions optim ales dont la norm e tend vers l´infini.

C´est par exem ple le cas lorsqu´une variable non bornée supérieurem ent par les contraintes

n´intervient pas dans l´objectif.

Nous parlerons par la suite principalem ent des m éthodes à départ adm issible, bien que le

paragraphe C - C.5 sera consacré aux différentes façons de se passer d´un tel point de départ.

D´un point de vue historique, il faut noter que pendant un certain tem ps, les m éthodes à départ non-

adm issible étaient utilisées en pratique et fonctionnaient très bien, sans que l´on ait la m oindre

justification théorique de leur bon com portem ent (en effet, on peut transform er une m éthode à

départ adm issible en m éthode à départ non-adm issible par une m odification assezsim ple). En fait,

on ne disposait m êm e pas de la preuve de la convergence de ces algorithm es. Cette lacune a été

com blée depuis, et les m éthodes à départ non-adm issible jouissent à l´heure actuelle de résultats

de com plexité algorithm ique com parables à leurs contreparties à départ adm issible.

C.3.3 Trois grandes catégories de méthodes

Enfin, on peut encore classer les m éthodes de point intérieur selon le type d´algorithm e qu´elles

em ploient. A cet effet, on distingue trois catégories : les m éthodes de m ise à l´échelle affine, les

m éthodes de réduction de potentiel et les m éthodes de suivi de chem in. Nous allons à présent

passer en revue ces trois m éthodes, en détaillant leurs particularités par rapport au schém a

général présenté plus haut.

a) Méthodes de mise à l´échelle affine

Com m e on l´a déjà m entionné, ces m éthodes ( affine scaling methods ), qui possèdent une

interprétation géom étrique en tant qu´algorithm e du gradient dans un espace m is à l´échelle,

correspondent au cas où l´on fixe le param ètre t à zéro pour chaque itération. Nous allons à

présent décrire com m ent s´effectue le choix du coefficient a

k

.

Soit (x

k

,y

k

,s

k

) l´itéré courant et ( D x

k

, D y

k

, D s

k

) le pas de Newton fourni par le systèm e (NW T ). Le

nouvel itéré sera calculé par la form ule (x

k

,y

k

,s

k

) + a

k

( D x

k

, D y

k

, D s

k

).

Il n´est généralem ent pas possible d´ajouter un pas de Newton com plet (c´est-à-dire choisir a

k égal

à un) en raison des contraintes de non-négativité x ³ 0 et s ³ 0. La solution idéale serait

évidem m ent d´effectuer une recherche dans la direction du pas de Newton et de choisir la valeur de

a

k qui donnerait le m eilleur itéré suivant (c´est-à-dire avec le plus petit saut de dualité). Cependant,

cette solution est généralem ent trop coûteuse en tem ps de calcul, et on lui préfère souvent la

solution suivante : a

k

= r a

max,k où

¨ a

max,k est la valeur m axim ale que peut prendre a

k tout en laissant x

k+1 et s

k+1 positifs.

Cette valeur peut être déterm inée très aisém ent en quelques opérations arithm étiques

élém entaires (par le calcul du m inim um des rapports positifs entre les com posantes de

(x

k

,y

k

,s

k

) et de -( D x

k

, D y

k

, D s

k

), appelé ratio test )

¨ r est un coefficient fixe proche de 1 (tel que 0,95 ou 0,99)

Ces m éthodes sont quelque peu délaissées à l´heure actuelle, nous n´en reparlerons plus par la

suite.

b) Méthodes de suivi de chemin

Les m éthodes de suivi de chem in ( path-following methods ) sont articulées autour du chem in central

décrit plus haut et se caractérisent par un choix du param ètre t différent de zéro. Leur principe

revient à définir un certain voisinage autour du chem in central, et à faire évoluer les itérés à

l´intérieur de ce voisinage tout en progressant vers la solution, com m e le m ontre la Figure C-8 .

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

Optimum x

2

x

1

On peut se dem ander com m ent ces algorithm es choisissent les valeurs de t

k

. Com m e on l´a

m ontré plus haut (p. 21 ), chaque choix de t

k revient à choisir une cible appartenant au chem in

central. Le principe général est de choisir cette cible en fonction de la position actuelle de l´itéré

suivant par rapport au chem in central.

En général, l´itéré courant ne sera pas sur le chem in central, m ais dans son voisinage. La

caractéristique des points du chem in central, outre leur adm issibilité, étant l´égalité des produits x

i s

i

(on a x

i s

i

= t pour le point repéré par t ), définissons la mesure de dualité suivante :

" = å

( , , ) x y s x s

n i i i n

(x, y, s) = m 1

Cette m esure, qui équivaut au produit m oyen des x

i s

i

, vaut donc t pour le point du chem in central

repéré par t . Pour les points situés hors de ce chem in, elle fournit une valeur définissant une sorte

de projection sur le chem in central (le point le plus proche, dans un certain sens). La dénom ination

« m esure de dualité » provient du fait, déjà m entionné plus haut, que le saut de dualité de l´itéré

(x,y,s), m esurant sa proxim ité à l´optim um , est égal à c T x - b T y= x T s = n.μ (x,y,s).

Le principe des m éthodes de suivi de chem in sera donc de calculer la m esure de dualité de l´itéré

courant, soit μ

k

, et à prendre pour cible un t

k inférieur (plus proche de l´optim um ) en appliquant un

coefficient de proportionnalité s

k

, selon la form ule t

k

= s

k μ

k

. Le choix de s

k dépend de la m éthode

considérée.

Il existe de nom breux types de m éthodes de suivi de chem in, nous en détaillerons trois au cours du

chapitre suivant : les m éthodes dites à pas court, les m éthodes prédiction-correction (à pas alterné)

et les m éthodes à pas long. Il existe égalem ent plusieurs définitions possibles du voisinage du

chem in central. Les deux versions les plus intéressantes sont celles du voisinage N

2

( q ) et du

voisinage N

- ¥ ( g ) (avec q et g com pris entre 0 et 1)

{ }

N x y s

2 0 2

( ) ( , , ) q m qm

= Î Á £ XSe - e

{ }

N x y s s i

i - ¥

= Î Á ³ " ( ) ( , , ) g gm

0 x

i

(0,5 et 10 -3 sont des valeurs typiques respectivem ent pour les param ètres q et g ).

Le voisinage N

2

( q ) exprim e que la distance Euclidienne entre (x

1 s

1

, x

2 s

2

, ..., x

n s

n

) et (μ , μ , ..., μ ) ne

peut excéder un certain pourcentage de μ (où, rappelons-le, μ est la valeur m oyenne de ces

produits x

i s

i

). Quant à N

- ¥

( g ), il exprim e sim plem ent que chaque produit x

i s

i ne peut être inférieur à

un certain pourcentage de leur valeur m oyenne μ .

Le voisinage N

- ¥ ( g ) est assezlâche : ) n i n

i s

i t

t

.

En gardant tous leurs itérés dans l´un de ces voisinages, les m éthodes de suivi de chem in veulent

garder leurs itérés centraux, et tentent de réduire tous les produits x

i s

i à zéro à la même vitesse ,

c´est-à-dire plus ou m oins en m êm e tem ps.

c) Méthodes de réduction de potentiel

Les m éthodes de réduction de potentiel ( potential reduction methods ) prennent des pas de Newton

de la m êm e form e que ceux des m éthodes de suivi de chem in. Cependant, ces m éthodes ne

Figure C - 8 - Quelques itérés d’une méthode de suivi de chemin

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

suivent pas explicitem ent le chem in central, et se justifient indépendam m ent de lui. Elles utilisent

une fonction potentiel logarithm ique, que nous appellerons F (à ne pas confondre avec une

fonction barrière) répondant aux deux conditions suivantes

F ® +¥ $ ® /® si x mais i s

i i

0 0 m

F W W

® -¥ Û ® (x, y, s) où est l’ ensemble d es solutio ns optimal es

Ces conditions signifient que

� d´une part, la fonction potentiel tend vers - ¥ si et seulem ent si l´itéré tend vers une solution

optim ale

� d´autre part, la fonction potentiel tend vers + ¥ lorsque l´un des produits x

i s

i tend vers zéro sans

que la m esure de dualité tende égalem ent vers cette valeur, c´est-à-dire lorsqu´on se rapproche

des contraintes de non-négativité (un x

i ou un s

i tend vers 0) sans se rapprocher sim ultaném ent

de l´optim alité (μ ne tendant pas vers 0).

L´objectif de ces algorithm es sera donc de faire tendre F vers - ¥ (d´où leur dénom ination), la

prem ière condition assurant la convergence vers un optim um tandis que la seconde perm et de

s´éloigner des contraintes et rester central. Com m e dans le cas des m éthodes de suivi de chem in,

on utilise la m esure de dualité μ , et il faut choisir un s

k et un a

k à chaque itération, le choix des

param ètres dépendant de la m éthode (et de la fonction potentiel F ) choisie. Nous décrirons au

chapitre suivant une de ces m éthodes.

C.4 D

ESCRIPTION DETAILLEE DE QUATRE METHODES

Nous allons à présent décrire plus en détail quatre m éthodes prim ales-duales à départ adm issible.

C.4.1 Méthode de suivi de chemin à pas court

Le principe de cette m éthode consiste à choisir un voisinage N

2

( q ) pour une valeur de q donnée, et

de fixer les param ètres s

k et a

k à deux valeurs constantes : s

k

= s et a

k

= 1 " k . Un choix judicieux

du couple ( q , s ) perm et de dém ontrer que les itérés successifs seront tous contenus dans le

voisinage choisi et que la m esure de dualité μ

k converge linéairem ent vers zéro (à la vitesse

constante 1- s ). A titre d´exem ple, la convergence a ainsi été prouvée pour les valeurs [W RI 96 , p.

86 ]

q = 0,4 et s = - 1

0 4 ,

n

.

Voici la description com plète de la m éthode

Soit 0 < q < 1, 0 < s < 1 et un itéré initial (x

0

,y

0

,s

0

) Î N

2

( q )

Pour k = 0,1,2,... faire

� Calculer μ

k

� Résoudre le systèm e (NW T ) avec (x

k

,y

k

,s

k

) et t

k

= s μ

k pour obtenir ( D x

k

, D y

k

, D s

k

)

� (x

k+1

,y

k+1

,s

k+1

) ¬ (x

k

,y

k

,s

k

) + ( D x

k

, D y

k

, D s

k

)

Fin du pour

On qualifie cette m éthode de suivi de chem in à pas court à cause du choix de s relativem ent

conservateur. En effet, les valeurs choisies sont souvent très proches de 1 à cause du caractère

restrictif du voisinage N

2

. Cela im plique que le t

k visé sera très proche du μ

k courant : on dem ande

à la m éthode de Newton d´atteindre un point du chem in central relativem ent proche de l´itéré

courant, ce qui entraîne le calcul d´un pas relativem ent court et une progression assezlente vers la

solution (l´extrém ité du chem in). Notons que l´on prend ici un pas de Newton com plet à chaque

itération ( a

k

= 1).

Algorithme 3 - Méthode de suivi de chemin à pas court

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

On peut visualiser les itérés fournis par cette m éthode à l´aide de la Figure C-9 , dans le cas où n=2

Optimum x

2 s

2

x

1 s

1

Chemin

central

Voisinage N

2

Cette représentation un peu particulière diffère de la représentation classique de l´espace des

itérés. En effet, on a ici représenté les produits x

1 s

1 et x

2 s

2 le long des axes, ce qui entraîne les

rem arques suivantes

� La solution optim ale se trouve à x

1 s

1

= x

2 s

2

= 0, c´est-à-dire à l´origine

� Le chem in central, caractérisé par des produits x

1 s

1 et x

2 s

2 égaux, correspond à la bissectrice

principale

� On peut m ontrer que les lim ites du voisinage N

2

( q ) correspondent à deux droites passant par

l´origine, sym étriques par rapport à la bissectrice, d´autant plus proches des axes que q est

proche de 1.

� Cette représentation sim plifie donc la représentation des itérés, son seul inconvénient étant sa

non-linéarité : elle déform e l´espace original de telle façon que la direction du pas de Newton

n´est plus représentée par une droite m ais par une courbe.

C.4.2 Méthode de suivi de chemin à prédiction-correction

La m éthode de suivi de chem in à pas court avait pour caractéristique un s constant, com pris entre

0 et 1. Ce choix s assurait deux objectifs sim ultanés : rester central (en visant une cible sur le

chem in central) et se rapprocher de l´optim um (en réduisant la m esure de dualité). La m éthode à

prédiction-correction va égalem ent chercher à atteindre ces deux objectifs, m ais à l´aide de deux

types d´itérations différentes.

Avant de décrire ces deux itérations, nous allons exam iner les conséquences de deux choix

particuliers pour le param ètre s : s = 0 et s = 1.

a) Cas = 0

Dans ces conditions, on a t

k

= 0 à chaque itération. On a déjà rencontré cette situation : c´est celle

de la m ise à l´échelle affine. On cherche ici uniquem ent à réduire la mesure de dualité μ (la faire

tendre vers 0) pour atteindre l´optim um , sans se préoccuper de la centralité des itérés.

L´inconvénient d´une m éthode exclusivem ent basée sur ce choix de s est que l´on arrive très vite

aux bords de la zone adm issible, ce qui réduit ensuite la taille des pas de Newton que l´on peut

effectuer.

b) Cas = 1

Cette situation est à l´opposé de la précédente : on vise ici un point du chem in central repéré par un

t

k égal à μ

k

, la m esure de dualité de l´itéré courant. Cela signifie donc que l´on ne cherche pas à

progresser vers l´optim um (on vise un saut de dualité identique à celui que l´on a déjà), m ais plutôt

à se recentrer , c´est-à-dire à se rapprocher du chem in central (plus précisém ent, du point repéré

par μ

k

). Une m éthode basée exclusivem ent sur ce choix de s n´a bien sûr aucune chance de

converger vers un optim um .

c) Principe de la prédiction correction

On aura sans doute com pris que les deux types d´itération que propose la m éthode de suivi de

chem in à prédiction-correction correspondent exactem ent aux deux choix de s présentés plus haut.

Figure C - 9 - Méthode de suivi de chemin à pas court en axes xs

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

Cette m éthode com porte un second ingrédient caractéristique : elle se base sur deux voisinages

em boîtés de type N

2

: le voisinage extérieur N

2 ext et le voisinage intérieur N

2 int .

Le déroulem ent de l´algorithm e est alors le suivant :

� Itérations de prédiction paires (k = 0,2,4,6,...) : partant de l´itéré courant situé à l´intérieur de N

2 int ,

on effectue un pas de type s = 0. Ce pas va naturellem ent s´éloigner du chem in central. On

choisira une valeur de a

k la plus grande possible de façon à rester dans le voisinage N

2 ext (pas

de Newton partiel)

� Itérations im paires (k = 1,3,5,...) de correction : partant de l´itéré courant situé à l´intérieur de

N

2 ext , on effectue un pas de recentrage ( s = 1) qui nous ram ène à l´intérieur de N

2 int . On peut

dans ce cas toujours prendre a

k égal à un.

Ce déroulem ent est représenté sur la Figure C-10 (toujours en axes x

i s

i

)

Optimum x

2 s

2

x

1 s

1

Chemin

central

Voisinage N

2 int

Voisinage N

2 ext

Prédiction Correction

Un choix judicieux des voisinages perm et de garantir la validité des pas de correction, à savoir le

retour à l´intérieur de N

2 int . A titre d´exem ple, la convergence a été prouvée pour les voisinages N

2 ext

(0,5) et N

2 int (0,25) [W RI 96 , p. 91 ] . Voici la description com plète de l´algorithm e

Soit 0 < q int < q ext < 1 et un itéré initial (x

0

,y

0

,s

0

) Î N

2

( q int )

Pour k = 0,1,2,... faire

� Si k est pair

· Résoudre le systèm e (NW T ) avec (x

k

,y

k

,s

k

) et t

k

= 0 pour obtenir ( D x

k

, D y

k

, D s

k

)

· Calculer le a

k m axim um tel que (x

k

,y

k

,s

k

) + a

k

( D x

k

, D y

k

, D s

k

) Î N

2

( q ext )

· (x

k+1

,y

k+1

,s

k+1

) ¬ (x

k

,y

k

,s

k

) + a

k

( D x

k

, D y

k

, D s

k

)

� Si k est impair

· Calculer μ

k

· Résoudre le systèm e (NW T ) avec (x

k

,y

k

,s

k

) et t

k

= μ

k pour obtenir ( D x

k

, D

yk

, D s

k

)

· (x

k+1

,y

k+1

,s

k+1

) ¬ (x

k

,y

k

,s

k

) + ( D x

k

, D y

k

, D s

k

Fin du pour

La dénom ination prédiction-correction provient du dom aine des algorithm es de résolution des

équations différentielles : on ytrouve égalem ent un pas de prédiction (qui se m eut le long de la

tangente à la trajectoire recherchée) et un pas de correction (qui ram ène l´itéré prédit plus près de

la trajectoire recherchée).

Ce type de m éthode est une am élioration certaine par rapport aux m éthodes à pas court ou de

m ise à l´échelle affine : en effet, le recentrage qui survient à l´itération de correction perm et des pas

de Newton beaucoup plus longs lors de l´itération de prédiction suivante. Cependant, cet algorithm e

Figure C - 10 - Méthode de suivi de chemin à prédiction-correction en axes xs

Algorithme 4 - Méthode de suivi de chemin à prédiction-correction

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

souffre encore du fait que les voisinages N

2 sont assezrestrictifs, en particulier au début de

l´algorithm e, lorsqu´on est encore assezéloigné de l´optim um . On constate ensuite une am élioration

progressive au fur et à m esure de l´avancem ent de la résolution, les pas de prédiction devenant de

plus en plus longs. On peut en fait m ontrer que la convergence de la m esure de dualité est

superlinéaire en phase finale de l´algorithm e (voir le paragraphe E.3 des com plém ents).

C.4.3 Méthode de suivi de chemin à pas long

Le principe de cette m éthode est encore une fois de confiner les itérés dans un voisinage du

chem in central, défini cette fois-ci par N

- ¥

( g ). Cependant, on va cette fois s´autoriser un choix m oins

conservateur du param ètre s

k

: on le prendra à l´intérieur de l´intervalle [ s

min

, s

max

]. Le param ètre a

k

sera quant à lui le plus grand possible tout en conservant l´itéré à l´intérieur du voisinage N

- ¥

( g ) (ce

qui entraîne donc que l´on prendra la plupart du tem ps un pas de Newton partiel, à l´inverse de la

m éthode à pas court).

Le com portem ent typique de ces m éthodes est illustré sur la Figure C-11 .

Optimum x

2 s

2

x

1 s

1

Chemin

central

Voisinage N

- ¥

On com prend 8

alors aisém ent le rôle des deux bornes de l´intervalle [ s

min

, s

max

] :

� s

min garantit un certain recentrage : le pas de Newton va donc com m encer par s´éloigner de la

frontière du voisinage. Cependant, au fur et à m esure que l´on avance dans cette direction, on

com m ence à s´écarter à nouveau du chem in central. Cela est dû au fait que les équations de

Newton sont basées sur une approxim ation linéaire d´équations en réalité non-linéaires. Plus on

s´avance dans la direction préconisée, plus l´approxim ation linéaire s´éloigne de la réalité et plus

on s´éloigne à nouveau du point central visé.

� s

max quant à lui garantit une certaine progression m inim ale vers la solution à chaque itération.

En effet, on a déjà vu que des valeurs élevées de s (proches de 1) entraînent de petits pas de

Newton et une convergence assezlente.

Voici la description com plète de l´algorithm e

Soit 0 < g < 1, 0 < s

min

< s

max

< 1 et un itéré initial (x

0

,y

0

,s

0

) Î N

- ¥ ( g )

Pour k = 0,1,2,... faire

� Choisir s

k

Î [ s

min s

max

]

� Résoudre le systèm e (NW T ) avec (x

k

,y

k

,s

k

) et t

k

= s

k μ

k pour obtenir ( D x

k

, D y

k

, D s

k

)

� Calculer le a

k m axim um tel que (x

k

,y

k

,s

k

) + a

k

( D x

k

, D y

k

, D s

k

) Î N

- ¥ ( g )

� (x

k+1

,y

k+1

,s

k+1

) ¬ (x

k

,y

k

,s

k

) + a

k

( D x

k

, D y

k

, D s

k

)

Fin du pour

Figure C - 11 - Méthode de suivi de chemin à pas long en axes xs

Algorithme 5 - Méthode de suivi de chemin à pas long

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

Le choix exact de s

k à l´intérieur de l´intervalle dépend alors de l´itéré courant, et se fait

généralem ent de façon heuristique (un exem ple sera donné plus loin). On dém ontre alors la

convergence et la polynom ialité de ces m éthodes en fonction des valeurs de s

min

, s

max et g . Celles-

ci sont en général plus efficaces que les m éthodes à pas court, à cause du choix plus agressif du

param ètre s

k

.

Notons encore que les lim ites du voisinage N

- ¥ ( g ) dans la représentation en axes x

i s

i sont

égalem ent deux droites passant par l´origine, sym étriques par rapport à la bissectrice, d´autant plus

proches des axes que g est proche de zéro. Il ya donc équivalence entre les deux types de

voisinage N

2 et N

- ¥ pour le cas à deux dim ensions, m ais on peut m ontrer que cette équivalence

n´est plus valable pour les dim ensions supérieures (n ³ 3).

C.4.4 Méthode de réduction de potentiel

A l´inverse des trois algorithm es précédents, cette m éthode ne se base pas sur un ou plusieurs

voisinages du chem in central, m ais sur la m inim isation d´un fonction potentiel. Nous allons utiliser la

fonction potentiel sym étrique prim ale-duale de T anabe, T odd et Ye [T AN 87, T OD 90] (celle-ci vérifie

les propriétés énoncées plus haut, p. 25 ) :

F

r r = -

= å

ln ln x s x s T

i i

i n

1

L´algorithm e que nous allons choisir est celui de Kojim a, Mizuno et Yoshise [K OJ 91] . Etant donné

un param ètre fixé r > n, on fixe s

k égal à n / r afin de calculer le pas de Newton par (NW T ). La

fonction potentiel F

r est alors utilisée pour le choix du param ètre a

k

: on va prendre la valeur qui

m inim ise F

r selon

a aD aD

a a r k k k k k

k x x s s

= + +

Î arg ( , )

( , )

max, min

0

F

Une analyse théorique perm et alors de m ontrer que la fonction potentiel F

r sera réduite d´au m oins

une certaine quantité constante à chaque itération (0,15 pour être précis), ce qui entraîne la

convergence globale de l´algorithm e en vertu des propriétés de F

r . Voici la description com plète de

l´algorithm e

Soit r > n et un itéré initial (x

0

,y

0

,s

0

) Î Á

0

Pour k = 0,1,2,... faire

� Calculer μ

k

� Résoudre le systèm e (NW T ) avec (x

k

,y

k

,s

k

) et t

k

= n μ

k

/ r pour obtenir

( D x

k

, D y

k

, D s

k

)

� Calculer a

max,k et choisir a

k m inim isant F

r (x

k

+ a D x

k

, s

k

+ a D s

k

) sur (0, a

max,k

)

� (x

k+1

,y

k+ 1

,s

k+1

) ¬ (x

k

,y

k

,s

k

) + a

k

( D x

k

, D y

k

, D s

k

)

Fin du pour

D´un point de vue pratique, il est assezdifficile d´obtenir la valeur exacte de a

k puisque cela requiert

la m inim isation d´une fonction hautem ent non-linéaire. On dispose alors des alternatives suivantes :

� Utiliser un m inim um approché de F

r , que l´on trouve par exem ple avec une m éthode de

recherche linéaire ( line search ). Cependant, la valeur de a

k résultante est souvent trop petite

pour donner en pratique une convergence rapide. On se tourne alors vers les deux autres

possibilités

� Utiliser une approxim ation quadratique de F

r le long de la direction du pas de Newton. On peut

m ontrer que cette approxim ation présente toujours un m inim um com pris entre 0 et a

max,k

,

calculable aisém ent, et l´on choisit alors un a

k égal à ce m inim um

� Une troisièm e possibilité est de prendre le plus long pas possible, c´est-à-dire a

k

= 0,95 a

max,k ou

a

k

= 0,99 a

max,k

.

Algorithme 6 - Méthode de réduction de potentiel

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

C - C.5 Développements théoriques - Se passer d´un point de départ admissible Page 31

� La m eilleure solution consiste toutefois à choisir une heuristique réalisant un com prom is entre

théorie et pratique. Ainsi, on peut par exem ple essayer quelques grandes valeurs pour a

k

, et

effectuer le pas correspondant s´il réalise bien la décroissance escom ptée de F

r

. Dans le cas

contraire, on prend alors le m inim um de l´approxim ation quadratique ou m êm e le m inim um

approché trouvé par recherche linéaire.

Il faut toutefois noter que la convergence ou la polynom ialité de la m éthode ne sont plus garanties

de façon théorique si l´on choisit une de ces solutions.

C.5 S E PASSER D ´ UN POINT DE DEPART ADMISSIBLE

Com m e on a pu le constater, les algorithm es décrits plus haut nécessitent tous la connaissance

d´un itéré initial strictem ent adm issible. Lorsqu´on ne dispose pas d´une telle inform ation, on a à sa

disposition trois possibilités : transform er le problèm e pour rendre le point de départ adm issible,

m odifier la m éthode utilisée ou opter pour la technique du problèm e hom ogène auto-dual.

C.5.1 Rendre le point de départ admissible dans un nouveau problème

Cette technique est dérivée de celle que l´on utilise dans des conditions sim ilaires avec l´algorithm e

du sim plexe (m éthode connue sous le nom de big M ). Nous allons ici la présenter dans le cas

prim al.

Soit un point de départ quelconque x

0 tel que x

0

> 0. Calculons l´inadm issibilité (l´erreur résiduelle)

de ce point de départ, c´est-à-dire la différence entre Ax

0 et b :

r Ax b

b

= -

0

Il suffit alors de créer un nouveau problèm e, com portant une variable et une colonne de plus, et

possédant un point de départ adm issible connu, soit

[ ]

A A x c

b

’ ’ ( ’ ( ,

= = = r , x , - 1) , c M)

0 0

, le problèm e prim al devenant min c x

avec A

’ ’ , ’

’ ’ ’

T n x

x b et x

Î Â

= ³

+ 1

0

On vérifie aisém ent que le point x

0

´ vérifie la contrainte A´ x

0

´ = b, et peut donc convenir com m e

point de départ strictem ent adm issible. La constante M sera choisie de façon à être très largem ent

supérieure à tous les autres coefficients du problèm e : ainsi, on peut s´attendre à ce que

l´algorithm e tente d´annuler en priorité la variable supplém entaire que l´on a ajoutée x

n+1

. S´il s´avère

que cette dernière est toujours significativem ent différente de zéro à la fin de l´optim isation, on peut

en conclure que le problèm e initial est im possible.

Cependant, il faut noter que cette façon de procéder n´est pas sans présenter quelques

inconvénients m ajeurs : outre l´instabilité num érique que peut provoquer l´introduction d´un

coefficient M largem ent plus grand que tous les autres, on a ajouté à la m atrice A une colonne

entièrem ent rem plie de valeurs non-nulles, autrem ent dit une colonne dense. Com m e on le verra

dans la partie consacrée à l´im plém entation des m éthodes, il s´agit d´un inconvénient m ajeur dans

le cas où le problèm e de départ est creux.

C.5.2 Modif ier l´algorithme

L´alternative que nous allons présenter ici est spécifique aux m éthodes de point intérieur.

Cependant, son principe est assezgénéral, ce qui perm et de l´appliquer à la plupart des m éthodes

à départ adm issible connues.

Il s´agit en fait de confier à la m éthode de Newton le soin de réduire l´inadm issibilité. Un exam en

rapide de la définition du pas de Newton nous am ène à réécrire le systèm e (NW T ) sous la form e

0

0 0

0

A I

A

S X x

y

s r

r

e XSe

T

c

b é

ë ê

ê

ê ù

û ú

ú

ú é

ë ê

ê

ê ù

û ú

ú

ú

=

-

-

- é

ë ê

ê

ê ù

û ú

ú

ú

.

D

D

D t

(NWT - INF)

où r

b et r

c sont les erreurs résiduelles de prim al et du dual, définies par

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

r Ax b

b

= - r A y s c

c

T = + -

La seule différence par rapport à (NW T ) est le rem placem ent des zéros du term e de droite par -r

c

et -r

b

. Cette nouvelle définition donne toujours un pas de Newton visant le point (x t ,y t ,s t ) du chem in

central. Cependant, il essaie à présent égalem ent d´enlever l´inadm issibilité de l´itéré courant.

Com m e les contraintes sont linéaires, il est facile de voir qu´il suffit d´un pas de Newton com plet

(c´est-à-dire une situation où a

k

= 1 dans les algorithm es décrits plus haut) pour rendre l´itéré

suivant adm issible d´un seul coup (les résidus r

b et r

c devenant nuls), les itérés suivants continuant

bien entendu à vérifier les contraintes.

Cette situation idéale (pas de Newton com plet) ne se produit m alheureusem ent que très rarem ent

dans les cas pratiques, ce qui nous oblige à ajouter un garde-fou supplém entaire dans nos

algorithm es : puisque la m éthode de Newton a désorm ais deux objectifs différents à atteindre

(l´optim alité et l´adm issibilité), il faut veiller à ce que le progrès vers ces deux objectifs se fasse plus

ou m oins sim ultaném ent, sous peine d´arriver en fin de résolution à une solution « optim ale » qui

violerait encore les contraintes !

La façon la plus courante d´im poser cette progression harm onieuse vers les deux objectifs est de

redéfinir la notion de voisinage du chem in central pour incorporer une m esure d´adm issibilité. Ainsi,

m entionnons à titre d´exem ple une des possibilités d´extension du voisinage N

- ¥ ( g ), valable dans le

cadre de la m éthode de suivi de chem in à pas long :

{ }

N x y s s i, (r ,r )

i b c - ¥

= ³ " £ ( , ) ( , , ) g b gm bm x > 0, s > 0, x I

i 0

b est un param ètre com plém entaire supérieur ou égal à un qui va perm ettre de quantifier la rapidité

avec laquelle on veut réduire l´inadm issibilité (com parativem ent à la réduction du saut de dualité μ )

et I

0 est une m esure de l´inadm issibilité initiale définie par

0

(r ,r )

b c , , 0 0

m

.

Intuitivem ent, cette définition im pose aux points du voisinage N

- ¥ ( g , b ) d´avoir la norm e de leurs

résidus bornée par un m ultiple de la m esure de dualité μ . Ainsi, à m esure que l´on progresse vers

l´optim alité (μ =0), les itérés seront contraints de réduire leur inadm issibilité de façon au m oins

proportionnelle à la réduction de μ .

Bien sûr, la dém onstration de la convergence de l´algorithm e initial n´est plus valable dans ce cas.

On rem arque d´ailleurs que les dém onstrations de convergence des m éthodes à départ non-

adm issible présentent généralem ent plus de difficultés techniques que celles de leurs équivalents à

départ adm issible.

C.5.3 Utiliser la technique du problème homogène auto-dual.

Cette technique, d´une grande élégance m athém atique, sera présentée dans les com plém ents.

T out com m e la m éthode du big M , elle consiste à incorporer l´inadm issibilité dans un problèm e plus

grand qui possède en sus la propriété d´auto-dualité, ce qui lui confère entre autres l´avantage de

posséder un point de départ sim ple et déterm iné qui appartient au chem in central.

C.6 C

OMPLEXITE

Au cours de l´introduction, nous avons sim plem ent m entionné que la m ajorité des m éthodes de

point intérieur étaient de com plexité polynom iale (nous em ploierons ici le m ot com plexité au sens

com plexité de pire cas). Nous allons donner ici quelques inform ations com plém entaires sur les

m eilleurs résultats de com plexité disponibles actuellem ent.

Il existe de nom breuses définitions possibles (et couram m ent utilisées) de la com plexité

algorithm ique d´une m éthode de résolution [G AR 79] . Celles-ci se résum ent toutes à donner une

borne du temps déxécution de l´algorithm e sous la form e d´une fonction de la taille des données,

les définitions de temps déxécution et taille dépendant de la définition considérée. Par exem ple,

lorsque cette fonction est un polynôm e, on parle de com plexité polynom iale.

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

C.6.1 Complexité de pire cas ou complexité moyenne.

Il est tout d´abord possible de s´intéresser au pire cas ou au cas m oyen. Dans le prem ier cas, on

cherchera à évaluer le tem ps m axim al que peut m ettre un algorithm e, c’est-à-dire lorsque les

données lui sont très défavorables. Dans le second cas, on ne s´intéresse qu´au tem ps m oyen

d´exécution. Notons que cela nécessite une idée a priori de la distribution des données du

problèm e, et que la com plexité résultante peut dépendre de cette distribution. Nous adopterons

l´optique du pire cas par la suite, la plus couram m ent utilisée, parce que le calcul de la com plexité

m oyenne est difficile à réaliser de façon analytique (on a alors plutôt recours à des m esures

réalisées sur ordinateur, donnant une com plexité em pirique).

Gardons toutefois à l´esprit que c´est la com plexité m oyenne qui déterm ine les perform ances

réelles de l´algorithm e en pratique. Ainsi, la m éthode du sim plexe exhibe en pratique un

com portem ent m oyen de type polynom ial [B OR 87] , l´optim isation nécessitant rarem ent plus de n+m

itérations, bien qu´étant de pire cas exponentiel (l´exem ple de V. Klee et G. Mintynécessite 2 n

itérations [K LE 72] ).

C.6.2 Complexité en arithmétique rationnelle

Avec ce type de com plexité (aussi appelé bit complexity , com plexité en bits), on m odélise le tem ps

d´exécution par le nom bre d´opérations arithm étiques élém entaires nécessaires à

l´accom plissem ent de l´algorithm e (de type additions et m ultiplications). Si l´on suppose les donnés

rationnelles, tous les nom bres m anipulés par l´algorithm e seront eux aussi rationnels (à condition

de se lim iter aux opération élém entaires classiques, c’est-à-dire de ne pas utiliser de racine carrée

ou de fonction transcendante). La plupart des analyses de com plexité font appel à ce m odèle.

Notons encore que toutes les m éthodes de point intérieur sont basées sur le calcul d´un pas de

Newton à chaque itération, opération prenant à elle seule la quasi-totalité du tem ps d´exécution. Si

l´on désire com parer différentes m éthodes, il suffit donc de com parer le nom bre d´itérations

nécessaires, le nom bre d´opérations par itération étant grosso m odo constant (de l´ordre de n 3 ).

C.6.3 Taille du problème

On peut sim plem ent m esurer la taille du problèm e par n, la dim ension du vecteur à optim iser ou m ,

le nom bre de contraintes. Cependant, on peut aussi faire intervenir le nom bre de bits nécessaires

au stock age des données, à savoir la m atrice A et les vecteurs b et c dans le cas de la

program m ation linéaire. Dans le m odèle rationnel, on peut supposer les élém ents de A, b et c

entiers. Chaque entier k occupe un nom bre de bits égal au plus petit entier supérieur à log

2

(k ) + 1.

Etant donné que A, b et c com portent respectivem ent m x n, m et n entiers, on définit la taille du

problèm e par

L L mn m n

= + + +

0

( ) avec é ù L k

k A b c

0 2

1 = +

Î å

log

, ,

où L

0 est la som m e des tailles (en bits) des entiers de A, b et c et le term e (m n + m + n) correspond

au nom bre de bits nécessaires pour séparer ces entiers. L´em ploi de la quantité L est quasim ent

universel dans la littérature consacrée aux m éthodes de point intérieur.

C.6.4 Fin de l´algorithme

Les m éthodes de point intérieur étant de type itératif, on n´atteint jam ais exactem ent la solution

optim ale, ce qui entraîne donc théoriquem ent un tem ps d´exécution (et un nom bre d´opérations)

infini. Cependant, il existe dans le cas rationnel une procédure perm ettant de trouver une solution

en un nom bre fini d´itérations (celle-ci se base sur le fait que les com posantes non-nulles d´une

solution optim ale sont forcém ent supérieures à 2 -L où L est la taille des données définies plus haut),

ce qui perm et bien de définir une com plexité pour ce m odèle.

C.6.5 Résultats

Les m eilleures m éthodes de point intérieur présentent une com plexité arithm étique de pire cas

égale à

n L 3 5, log opérations arithm étiques élém entaires ou n Llog itérations.

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

On trouve parm i celles-ci des m éthodes de réduction de potentiel et des m éthodes de suivi de

chem in (on ne sait toujours pas si les m éthodes de m ise à l´échelle affine sont polynom iales).

Cette com plexité peut encore être réduite à n 3 log L à condition d´utiliser des m éthodes avancées

de résolution du systèm e (NW T ), basées sur la m ise à jour de la solution de l´itération précédente.

T outefois, l´effort actuel des chercheurs tend plutôt à dim inuer la com plexité en nom bre d´itérations

plutôt que la com plexité d´une itération. Notons enfin que les m eilleures m éthodes de type à départ

non-adm issible disposent égalem ent d´une com plexité de n ½ log L itérations.

C.6.6 Analyse critique

T out d´abord, notons que ces résultats sont uniquem ent valables pour les algorithm es théoriques.

Com m e on l´a vu plus haut, certaines m éthodes sont inapplicables en pratique, et l´on a alors

recours à diverses m odifications pour les rendre im plém entables. Ces m éthodes m odifiées n´ont

alors plus aucune garantie théorique de convergence ou de polynom ialité.

Il existe encore certaines incohérences entre com plexité théorique et m esures pratiques du nom bre

d´itérations. D´une part, les m eilleurs m éthodes en pratique ne sont pas celles qui bénéficient de la

m eilleure com plexité théorique : ainsi, les m éthodes à pas courts (n ½ log L itérations) sont

généralem ent bien plus lentes que les m éthodes à pas long, pourtant de com plexité m oins bonne

(n log L itérations).

D´autre part, les m esures pratiques du nom bre d´itérations [G ON 94] révèlent plutôt une com plexité

de l´ordre de log n plutôt que n ½ ! Aucune explication théorique à ce com portem ent n´est disponible

à ce jour. Rem arquons sim plem ent que, tout com m e dans le cas du sim plexe, il peut s´agir d´une

différence entre com plexité de pire cas et com plexité m oyenne.

Enfin, tous ces résultats dépendent de L, la taille du problèm e, et non de n uniquem ent, ce qui peut

être considéré com m e gênant. Un algorithm e dont la com plexité serait un polynôm e fonction de n

uniquem ent (sans référence à L) est appelé fortem ent polynom ial, et la question de son existence

dans le cas du problèm e de program m ation linéaire n´a pas encore été résolue.

C.6.7 Complexité en arithmétique réelle

Dans ce cas, on considère des opérations sur l´ensem ble des nom bres réels et plus seulem ent des

nom bres rationnels. Dans ce type de m odèle (que l´on appelle égalem ent com plexité algébrique),

les m éthodes de point intérieur ne sont plus de com plexité polynom iale. En effet, il n´existe plus de

procédure perm ettant de term iner à coup sûr l´algorithm e en un nom bre fini d´itérations, parce que

la solution peut avoir des com posantes réelles arbitrairem ent petites (et non plus bornées par 2 -L

com m e dans le cas rationnel). On ne sait d´ailleurs pas encore s´il existe des m éthodes

polynom iales pour la program m ation linéaire dans ce type de m odèle.

On s´intéresse alors à un problèm e légèrem ent différent, à savoir trouver une solution approchée.

Le critère d´approxim ation em ployé est la m esure de dualité : on parle de solution e -approchée si

on a un itéré adm issible vérifiant μ £ e . Dans ce cas, les m eilleures m éthodes pour trouver une

solution e -approchée au problèm e de program m ation linéaire disposent d´une com plexité de l´ordre

de

n log

1

e itérations

En fait, on a constaté em piriquem ent que dans la plupart des cas, on peut passer de la com plexité

d´une m éthode pour la résolution exacte en nom bres rationnels à celle pour la résolution approchée

en nom bres réels en rem plaçant sim plem ent L par log(1/ e ). On se contente le plus souvent de

prouver la com plexité pour un seul des deux m odèles (rationnel et réel).

C.7 G ENERALISATION PAR N ESTEROV ET N EMIROVSKY

Peu après la découverte des prem ières m éthodes de point intérieur pour la program m ation linéaire,

Nesterov et Nem irovsk yont tenté de trouver une justification théorique au bon com portem ent

(c’est-à-dire à la com plexité polynom iale) de ces algorithm es [N ES 94] .

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

Com m e on l´a vu au cours des chapitres précédents, ces m éthodes reposent essentiellem ent sur

deux élém ents :

� l´utilisation de la m éthode de Newton pour résoudre les conditions d´optim alité

� l´utilisation d´une fonction barrière logarithm ique pour garder les itérés centrés (loin des

contraintes)

Reconnaissant le caractère incontournable de la m éthode de Newton, ils se sont plus

particulièrem ent intéressés à la fonction barrière, en se posant la question suivante :

Il est évident que l´on n´a pas intérêt à réserver m .n places en m ém oire pour stock er une telle m atrice, puisque la plupart de celles-ci seraient occupées par la valeur zéro. On utilise plutôt généralem ent des techniques basées sur un ensem ble de couples ( position , valeur ) où position est un couple d´indices (i,j) et valeur représente l´élém ent a ij

de la m atrice A.

D.1.2 Trois possibilités de résolution

S´il est im portant de tenir com pte de la densité de A au m om ent du stock age, il est encore plus essentiel de s´en servir au m om ent du calcul. En effet, on constate que le m em bre de gauche du systèm e est constitué principalem ent de la m atrice A (creuse) et des m atrices S et X (diagonales, donc très creuses), ce qui entraîne qu´il sera égalem ent très creux.

0

0 0

0

A I

A

S X

x y s

r r e XSe

T c b

é ë

ê ê ê

ù û

ú ú ú

é ë

ê ê ê

ù û

ú ú ú

=

-

-

-

é ë

ê ê ê

ù û

ú ú ú

.

D

D

D t

(NWT - INF)

Nous avons donc besoin d´une m éthode efficace de résolution d´un systèm e linéaire creux. On peut égalem ent choisir de ne pas résoudre directem ent le systèm e (NW T - INF), m ais de tenter de réduire sa taille. En effet, il est équivalent au systèm e suivant (après la sortie de D s, on a égalem ent posé D = S -½ X ½ )

Figure D - 1 - Densité d’une matrice typique d’un problème réel

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

- D A

.

-2 T

A

x y

r X e XSe r s X S x e XSe

c b

0

1

1

é ë

ê

ù û

ú

é ë

ê

ù û

ú =

- - -

-

é ë

ê

ù û

ú

= - - -

ì í

ï î

ï

-

-

D

D

D D

( )

( ( ))

t t

(AUG)

Ce systèm e porte le nom de systèm e augm enté. On peut encore expliciter D x, pour obtenir la form e la plus com pacte possible

D D

D

D D

x S X s e XSe

AD A y r A S Xr S e XSe s r A y

T b c c

T

= - - -

= - + - -

= - -

ì í

ï î

ï

-

- -

1

2 1 1

( ( ))

( ( ))

t t (NORM)

Ce systèm e est connu sous le nom d´équations norm ales (l´équation de définition de D yrappelle la form e d´une équation norm ale dans un problèm e de régression linéaire au sens des m oindre carrés). La seule étape difficile consiste à calculer D y : en eff et, il vient ensuite D s puis D x par sim ple substitution.

D.1.3 Choix de la méthode de résolution

On dispose en général de deux types de m éthodes pour résoudre un systèm e linéaire de grande taille : les m éthodes directes de factorisation et les m éthodes itératives. Chacun de ces deux types peut a priori être com biné avec n´im porte lequel des trois systèm es (NW T - INF), (AUG) et

(NORM). Cependant, on constate que certaines m éthodes sont m ieux adaptées à certains systèm es dans certains cas. On rencontre en pratique trois approches différentes : résolution de

(NORM) par factorisation de Cholevsk y, résolution de (AUG) par factorisation de Bunch-Partlett et m éthode itérative appliquée à (AUG) ou (NORM) a) Méthodes itératives

La m éthode itérative la plus couram m ent utilisée pour résoudre un systèm e linéaire est celle du gradient conjugué. Em ployée telle quelle, cette m éthode converge assezlentem ent. On la rem place avantageusem ent par la m éthode du gradient conjugué avec préconditionnem ent. Cette seconde m éthode utilise une m atrice carrée P, appelée préconditionneur, destinée à accélérer la convergence de l´algorithm e (on résout PAx = Pb au lieu de Ax = b).

Cependant, la tâche de trouver un bon préconditionneur est peu aisée, et dépend fortem ent du type de problèm e traité. Cette m éthode est donc peu com pétitive face aux m éthodes de factorisation directe, à l´exception de quelques cas particuliers où l´on dispose d´un bon préconditionneur facile et rapide à calculer (cas des problèm es de transport, par exem ple [M IT 96] ) b) Méthodes de factorisation directe

Les m éthodes de factorisation directes du systèm e Ax = b visent à exprim er A sous la form e d´un produit de deux m atrices plus sim ples G et H. En effet, résoudre Ax = b revient alors à résoudre successivem ent Gy= b puis Hx = y. Pour peu que la form e des m atrices G et H se prête à une résolution rapide de ces deux systèm es (si ce sont des m atrices triangulaires, par exem ple, cela peut se faire par une sim ple série de substitutions), on dispose alors d´une m éthode pour calculer x. En général, l´étape de factorisation (trouver G et H) est beaucoup plus lente que la résolution des deux systèm es qui en découlent.

c) Pourquoi la méthode de Gauss n´est elle pas applicable dans ce cas ?

Il est im pensable d´appliquer une sim ple m éthode de Gauss à un des systèm es (NW T - INF),

(AUG) ou (NORM). En effet, le principe de cette m éthode - le pivotage - a pour inconvénient de détruire le caractère creux de la m atrice au fur et à m esure de son application (à chaque choix de pivot, on détruit dans chacune des lignes restantes les élém ents nuls des colonnes correspondant aux élém ents non-nuls de la ligne du pivot). L´espace m ém oire nécessaire et le tem ps pour effectuer le pivotage deviennent alors très vite prohibitifs.

D.1.4 Cholevsky et les équations normales

Dans (NORM), l´équation de définition de D ypossède une propriété intéressante, parce qu´elle est du type

M y r D = où M = AD 2 A T est une m atrice sym étrique définie positive. Dans ce cas, on sait qu´il existe une décom position de M sous la form e M = L T L, où L est une m atrice triangulaire

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie supérieure. Cette décom position se déterm ine très aisém ent à l´aide de l´algorithm e de Cholevsk y.

La déterm ination de D yse fait ensuite très rapidem ent à l´aide de deux séries de substitutions

(correspondant aux résolutions des systèm es triangulaires L T u = r et L D y= u).

a) Phénomène de remplissage

On constate que, m algré une m atrice M relativem ent creuse, il arrive assezsouvent que le facteur de Cholevsk yL soit assezdense, ce qui ralentit la résolution et augm ente l´espace m ém oire nécessaire. Ce phénom ène s´appelle le rem plissage, et se rem arque aisém ent sur le schém a suivant. Il s´agit d´une m atrice dont les élém ents non-nuls sont représentés par des carrés noirs. Sa partie triangulaire supérieure est celle d´une m atrice M définie positive (partie au dessus de la diagonale), tandis que la partie triangulaire inférieure est celle de son facteur de Cholevsk y. On constate que la densité de ce dernier est très supérieure à celle de M sur la Figure D-2 :

Afin de pallier cet inconvénient, il existe une technique d´ordonnancem ent des colonnes. En effet, il est possible de perm uter les lignes et les colonnes de M de façon à obtenir un facteur de Cholevsk y m oins dense. Form ellem ent, on définit P, une m atrice de perm utation, et on cherche alors à factoriser PMP T .

Le problèm e de la déterm ination de la m eilleure m atrice P pour une m atrice M donnée (c’est-à-dire celle qui donne le facteur de Cholevsk y permuté le m oins dense possible) est NP-com plet, et donc im possible à résoudre exactem ent de façon efficace. On utilise alors des heuristiques d´ordonnancem ent.

Les deux heuristiques les plus em ployées sont connues sous les nom s d´ordonnancem ent de degré m inim um et d´ordonnancem ent à rem plissage local m inim al [A ND 96] . Cette seconde m éthode est plus lente que la prem ière, m ais donne généralem ent de m eilleurs résultats.

Rem arquons encore que les positions des élém ents non-nuls de la m atrice M (égale à AD 2 A T ) ne changent pas d´une itération à une autre, ce qui perm et l´utilisation de la m êm e m atrice P pour toutes les itérations. Il est donc raisonnable de consacrer initialem ent un peu plus de tem ps à la recherche d´une bonne perm utation, puisque cela profitera par la suite à chaque itération.

A titre d´exem ple, la Figure D-3 m ontre l´effet de l´application de ces deux heuristiques

Figure D - 2 - Densité de M et de son facteur de Cholevsky

Matrice M

Facteur de

Cholevsk y

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie ll faut noter que le développem ent d´im plém entations efficaces de la m éthode de Cholesk yest un dom aine de recherche très actif actuellem ent (nouvelles heuristiques d´ordonnancem ent, concept de supernoeuds, im plém entations parallèles, etc.) [W RI 96, pp. 212-216 ] b) Problème des colonnes denses

Un inconvénient de la factorisation de Cholevsk yappliquée au systèm e (NORM) est sa grande sensibilité à une colonne dense (c’est-à-dire une colonne com portant très peu d´élém ents nuls).

Etant donné la structure de M (sem blable à celle de AA T ), il suffit d´une seule colonne dense dans A pour rendre la m atrice AA T presque pleine.

En effet, supposons que la colonne k soit dense (par exem ple 10% d´élém ents nuls). Puisque le

(i,j) ème élém ent de AA T est constitué du produit scalaire de la i ème ligne de A avec la j ème ligne de A

(la j ème colonne de A T ), il com prendra forcém ent le term e a i k

.a jk

. Com m e seuls 1% des produits a ik

.a jk

seront nuls, la colonne k rem plit à elle seule 99% de la m atrice AA T ! Mêm e une colonne relativem ent peu dense (50 % d´élém ents nuls) est à elle seule responsable de la non-nullité d´un quart de AA T.

Il existe néanm oins une façon de traiter les colonnes denses si celles-ci ne sont pas trop nom breuses, en utilisant la form ule de Sherm an-Morrison-W oodbury. Soit une m atrice H égale à I

+ J. Supposons que I soit facile à inverser, et que J soit de rang faible. La form ule de Sherm an-

Morrison-W oodburydonne une façon de calculer facilem ent H -1 en fonction de I -1 et de J. A titre d´exem ple, dans le cas où J est de la form e pq T (donc de rang 1), on a la relation suivante

H I

I pq I q I p

T

T

- -

- -

-

= -

+

1 1

1 1

1 1

Appliquons cette form ule à notre problèm e de colonne dense. Soit la m atrice M = AD 2 A T . On peut isoler l´effet de la colonne dense A

.k

(cf. plus haut) dans une m atrice J égale à d k

2 A

.k

A

.k

T (où d k

2 vaut en fait x k

/s k

). On a donc M = I + J où I est creuse et J de rang faible. On peut alors appliquer la form ule précédente avec p = q = d k

A

.k

. Puisque l´on cherche à résoudre M D y= r, on a

D y M r I r

I pq I q I p

r I r I p

q I r q I p

T

T

T

T

= = -

+

= -

+

- -

- -

-

- -

-

-

1 1

1 1

1

1 1

1

1 1 1

( )

( )

On constate qu´il suffit alors de calculer I -1 r et I -1 p pour déterm iner D y. On va donc effectuer une factorisation Cholevsk yde la m atrice creuse I suivie de deux phases de substitution, appliquées successivem ent à r puis à q. On a donc réussi à élim iner l´effet désastreux de rem plissage d´une colonne dense au prix d´une phase de substitution supplém entaire (dont le coût en tem ps de calcul est généralem ent très inférieur au coût de la factorisation en elle-m êm e).

Ce principe se généralise facilem ent au cas où plusieurs colonnes denses sont présentes, m ais perd de son intérêt au fur et à m esure que leur nom bre augm ente.

Figure D - 3 - Factorisations minimum ordering et minimum local fill in

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

D.1.5 Bunch-Partlett et le système augmenté

La m atrice de systèm e (AUG) n´est pas définie positive, on ne peut donc pas lui appliquer la factorisation de Cholevsk y. On pourrait se tourner vers un type de factorisation plus général (de type LU, par exem ple), m ais il existe une m éthode s´appliquant à notre cas particulier : l´algorithm e de Bunch-Partlett. Celui-ci part donc de la m atrice

M =

- D A -2 T

A 0

é ë

ê

ù û

ú , sym étrique m ais pas définie positive, et cherche une factorisation correspondant à PMP T = LEL T où

P est une m atrice de perm utation, L est une m atrice triangulaire inférieure et E une m atrice quasi diagonale : sa diagonale est constituée uniquem ent de blocs 1x1 ou 2x2 sym étriques. L´algorithm e de Bunch-Partlett donne une m éthode efficace pour réaliser cette factorisation. Cependant, la m atrice P dépend ici de la valeur de D et doit être recalculée à chaque itération. On ne peut donc plus la déterm iner au départ une fois pour toutes, com m e dans le cas de la factorisation de

Cholevsk y. Cette m éthode a été assezpeu em ployée dans les logiciels jusqu’à présent, probablem ent à cause de l´absence de librairies im plém entant efficacem ent l´algorithm e de Bunch-

Partlett. Elle dispose néanm oins de certains atouts par rapport à sa concurrente, m entionnés dans le paragraphe suivant.

D.1.6 Comparaison des trois méthodes

Pour les raisons invoquées plus haut, les m éthodes itératives ne sont pas com pétitives dans le cadre d´une im plém entation traitant des problèm es généraux. Le T ableau 1 résum e les différences entre les deux m éthodes de factorisation directe :

Cholevsky Bunch-Partlett

Colonnes denses Effet désastreux, correction possible avec Sherm an-Morrison-W oodbury

Peu d´effets

Stabilité numérique Bonne Excellente

T raitement naturel des variables libres

Non (nécessité d´agir au niveau de la form ulation du problèm e)

Possible (rem placer D i

par 0)

Possibilité de déterminer P une fois pour toutes

Oui Non

Disponibilité d´implémentations efficaces

Grande Faible

T emps de calcul Dépend de la taille et de la densité de la m atrice

150 à 200 % de celui de

Cholevsk y

Com m e on peut le constater, les avantages de Cholevsk yse situent principalem ent au niveau de la rapidité, Bunch-Partlett sem blant plus approprié lorsque le problèm e com porte des colonnes denses, beaucoup de variables libres ou présente des instabilités num ériques. L´idéal serait de disposer dans le m êm e logiciel du choix entre les deux possibilités en fonction du problèm e (choix laissé à l´utilisateur ou résultant d´une analyse autom atique des caractéristiques du problèm e) m ais cette possibilité n´a pas encore été im plém entée en pratique.

D.2 F

ORMULATION DU MODELE

D.2.1 Analyse initiale du problème

Dans de nom breux cas, le program m e linéaire à résoudre n´est pas disponible dans la form e standard : il faut d´abord le convertir en ajoutant les contraintes et variables nécessaires. Une fois

Tableau 1 - Comparaison des factorisations de Cholevsky et Bunch-Partlett

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie cette opération effectuée, il n´est pas rare que l´on puisse réduire la taille du problèm e (de la m atrice A) à l´aide d´une série de règles assezsim ples. Voici quelques unes des règles les plus couram m ent rencontrées [A ND 96, L US 94]

� Les lignes et colonnes vides sont soit enlevées (pour cause de redondance) soit utilisées pour déterm iner que le problèm e est im possible

� Les contraintes d´égalité à une seule variable perm ettent de fixer cette variable et de la sortir du problèm e. Les contraintes d´inégalité à une seule variable se transform ent en borne inférieure ou supérieure sur cette variable

� Pour chaque contrainte, on peut déterm iner une borne inférieure et une borne supérieure, selon b a u i ij j a ij

-

<

= å

0

et b a u i ij j a ij

+

>

= å

0

(u j

représente la borne supérieure, éventuellem ent infinie, de la variable x j

). On a alors b a x b i ij j j

i

- + £ £ å

La com paraison de l´intervalle [b i

- b i

+ ] avec b i

perm et soit d´am éliorer les bornes, soit de déclarer la contrainte redondante, soit de détecter un problèm e im possible selon le type de la contrainte considérée

� Une contrainte d´égalité avec un coefficient positif et uniquem ent des variables non-négatives peut être utilisée pour élim iner la variable en question par pivotage

� Une contrainte d´égalité avec exactem ent deux variables perm et d´élim iner une des deux variables par pivotage

� Deux lignes m ultiples l´une de l´autre sont soit redondantes, soit inconsistantes

� De nom breuses autres règles existent, chaque logiciel em ployant les variantes propres à sa form ulation

Lorsqu´il est devenu im possible d´appliquer ces règles, on peut passer à l´optim isation proprem ent dite. Cependant, il est bon de noter que l´hypothèse de rang m axim al pour A, que l´on avait acceptée au début du volet théorique , n´est pas forcém ent satisfaite.

La seule façon de vérifier le rang de A (et d´élim iner les contraintes redondantes le cas échéant) est de procéder à une élim ination de Gauss sur A. Cependant, com m e on l´a m entionné plus haut (p.

37 ), cette procédure est im praticable. Il est néanm oins possible d´appliquer un algorithm e de pivotage généralisé de Mark owitz, qui détecte la plupart des dépendances linéaires pour un coût en tem ps de calcul raisonnable [M AR 57] .

Le danger d´une m atrice A de rang non m axim al est le risque d´instabilité num érique. Il faut toutefois m odérer cet inconvénient : m êm e dans le cas d´une m atrice A de rang m axim al, la m atrice des équations norm ales AD 2 A T devient singulière lorsqu´on approche de la solution, et peut entraîner de toutes façons des problèm es de stabilité num érique.

D.2.2 Traitement des variables libres a) Décomposition

Le traitem ent standard des variables libres, tel qu´appliqué dans l´algorithm e du sim plexe, consiste à rem placer la variable libre x par la différence x + - x - avec x + ³ 0 et x - ³ 0. Outre le fait qu´elle augm ente la taille du problèm e, cette façon de faire présente plusieurs inconvénient dans le cas des m éthodes de point intérieur :

� A toute solution du problèm e original où x = k , il existe une infinité de solutions du problèm e m odifié, avec, dans le cas k > 0 par exem ple, x

+

= l + k et x

-

= l .

� Par conséquent, l´ensem ble des solutions optim ales n´est pas borné, ce qui entraîne (voir plus haut, p. 23 ) Á

0

= Æ , c’est-à-dire l´inexistence de point strictem ent adm issible. On est alors forcé d´utiliser une m éthode à départ non-adm issible.

� On constate en pratique que les m éthodes de points intérieur tendent à faire croître sim ultaném ent x + et x - vers + ¥ , tout en gardant leur différence constante, ce qui peut am ener

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

D - D.3 Aspects relatifs a l´implémentation - Choix des paramètres Page 42

des problèm es num ériques. Une solution em pirique donnant des résultats satisfaisants a été apportée à ce problèm e : il s´agit de norm aliser le couple (x + , x - ) après chaque itération (en leur retranchant une m êm e quantité), de façon à les em pêcher de diverger.

b) Pivotage

Il existe une seconde possibilité : utiliser une des contraintes d´égalité où la variable libre apparaît pour l´exprim er en fonction des autres variables et la rem placer dans les autres contraintes. Cette procédure, connue sous le nom de pivotage, présente néanm oins le grave inconvénient de rendre la m atrice des contraintes de plus en plus dense, ce qui a un effet désastreux sur les perform ances des m éthodes de point intérieur. On la réserve généralem ent pour le traitem ent d´un petit nom bre de variables libres.

c) Reformulation

Il existe enfin une troisièm e possibilité, propre aux m éthodes de point intérieur : m odifier la form ulation pour tenir com pte des variables libres. On peut dans ce cas réécrire les conditions KKT et le systèm e définissant le pas de Newton qui en découle. L´inconvénient de cette reform ulation est qu´elle em pêche d´arriver à une form e du type des équations norm ales, présentant une m atrice définie positive [W RI 96] . La factorisation de Cholevsk yest alors im praticable, et il faut s´en rem ettre à l´algorithm e de Bunch-Partlett, plus lent et plus difficile à m ettre en oeuvre.

d) Traitement des bornes supérieures

Dans le cas où les variables x i

possèdent des bornes supérieures (éventuellem ent infinies), c’est-à-dire x i

£ u i

, il est égalem ent possible de procéder à une reform ulation du problèm e donnant un nouveau systèm e KKT à résoudre [A ND 96] . A l´inverse du cas précédent, ce systèm e est tout à fait sem blable au cas sans bornes, et on retrouve égalem ent des form es sim ilaires pour (AUG) et

(NORM), ce qui perm et d´appliquer les factorisations de Cholevsk you Bunch-Partlett, au choix. Cette façon de procéder est bien sûr plus efficace que l´ajout d´une inégalité explicite x i

£ u i pour chaque variable bornée (chacune de ces variables entraînant une contrainte et une variable d´écart supplém entaire).

D.2.3 Détection des problèmes impossibles

La plupart des problèm es im possibles sont décelés dès la phase d´analyse initiale. Dans le cas où cette phase ne parvient pas à établir l´absence de point adm issible, on peut m ontrer que les algorithm es font diverger les itérés (x,s) (leur norm e tend vers l´infini) . Ce com portem ent peut être détecté par les logiciels : ceux-ci arrêtent l´algorithm e lorsque la norm e de x ou de s dépasse une certaine valeur et décrètent le problèm e im possible [G ON 94] .

Un autre possibilité, plus élégante, consiste à recourir à la technique du problèm e hom ogène autodual, décrite plus loin (paragraphe E.5 des com plém ents).

D.3 C

HOIX DES PARAMETRES

D.3.1 Taille des pas

Le choix du coefficient a k

, déterm inant la taille du pas de Newton que l´on prend à l´itération k , a déjà été discuté lors des présentations des algorithm es. On utilise généralem ent une petite m odification du schém a théorique : on autorise des longueurs de pas différents pour le prim al et le dual. Ceci im plique donc le calcul de deux valeurs de a k,max

, à savoir a k,max

p et a k,max

d . On applique alors le plus souvent un coefficient r proche de 1, pour obtenir le nouvel itéré :

x x x y y y s s s

k k k

p k k k k

d k k k k

d k

+

+

+

= +

= +

= +

1

1

1

ra ra ra

, max

, max

, max

D

D

D

Des tests ont m ontré une réduction significative (de l´ordre de 40%) du nom bre d´itérations nécessaires par rapport au cadre strict de la théorie où a k,max

, = m in( a k,max

p , a k,max

d ) est identique pour les deux espaces [G ON 94] .

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

D.3.2 Choix d´un point initial

On a déjà discuté les différentes façons de traiter un problèm e pour lequel on ne dispose pas d´un point initial adm issible : m odifier le problèm e (pour obtenir un point initial adm issible connu) ou m odifier la m éthode pour autoriser le départ à partir d´un point non-adm issible. Dans ce second cas, le choix d´un bon itéré initial peut se révéler crucial (il n´est pas rare de constater des différences de 25% en nom bre d´itérations selon le choix de ce point de départ).

On ne dispose à l´heure actuelle que de m éthodes heuristiques pour déterm iner ce point.

Cependant, on a constaté em piriquem ent qu´un point proche de la solution optim ale m ais décentré donnait de m oins bons résultats qu´un point plus éloigné m ais m ieux centré.

Une des heuristiques possible est de calculer la solution du problèm e quadratique suivant, pour lequel il existe une form ule explicite (pour un tem ps de calcul com parable à celui d´une itération)

[A ND 96] min c avec Ax

T T x x x b

+

=

w

2

( )

L´idée poursuivie par ce problèm e est de trouver un point adm issible (contrainte Ax = b) avec une petite norm e (m inim isation de x T x) tout en favorisant les points qui sont m eilleurs au sens de la fonction objectif du problèm e (c T x). Le param ètre w est un poids prédéfini. Un problèm e sim ilaire est résolu pour les variables duales (y,s). Bien sûr, la solution (x,s) fournie aura probablem ent des com posantes négatives. On rem place alors chacune de celles-ci par une petite constante positive pour obtenir un point de départ vérifiant la condition de non-négativité.

D.3.3 Critère d´arrêt

Les logiciels surveillent généralem ent trois quantités au fur et à m esure des itérations :

l´inadm issibilité prim ale (erreur résiduelle), l´inadm issibilité duale et le saut de dualité. Ces quantités peuvent par exem ple être définies à l´aide des rapports suivants [A RB 91]

Ax b b

A y s c c

c x b y c x

T T T

T

-

+

+ -

+

-

+ 1 1 1

, ,

Les norm es présentes aux dénom inateurs servent à rendre ces quantités relatives (indépendantes d´une m ultiplication des données par une constante), le term e constant (égal à 1) qu´on leur ajoute sert à éviter les divisions par zéro.

Le logiciel stoppe lorsque ces trois critères tom bent sous une précision e prédéterm inée (10 -8 par exem ple).

D.4 T

ECHNIQUE DE PREDICTION - CORRECTION DE M EHROTRA

D.4.1 Principe

Les m éthodes de suivi de chem in poursuivent deux objectifs sim ultaném ent : progresser vers la solution, ce qui se fait à l´aide d´un t proche de zéro, et rester central, ce qui s´obtient en prenant t proche de un. La direction du pas de Newton com porte deux com posantes : une direction de type m ise à l´échelle affine, et une direction de centrage.

Im aginons que l´on calcule le pas de Newton pour s = 0, ce qui nous donne un incrém ent

( D x aff , D y aff , D s aff ). L´idée de Mehrotra [M EH 92] est de se servir de l´inform ation contenue dans ce pas, et ce de deux façons différentes :

� D´une part, on va m esurer l´avancem ent qui peut être réalisé dans cette direction afin d´estim er le besoin de centrage. Cela perm ettra de déterm iner s k

de façon com plètem ent adaptative (et non plus selon une valeur fixée à l´avance com m e dans les algorithm es présentés plus haut)

� D´autre part, étant donné que cette direction représente un pas de Newton pur vers la solution, on peut s´en servir pour estim er la différence entre l´approxim ation linéaire (par un hyperplan

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie tangent) faite par le m éthode de Newton et la réalité. Cette différence va nous perm ettre de calculer un term e correcteur supplém entaire, qui va tenter d´annuler cette différence ; cela aura pour effet de transform er notre approxim ation linéaire en approxim ation du second ordre

Une des autres caractéristiques de la m éthode de Mehrotra est l´utilisation de longueurs de pas séparées pour les problèm es prim al et dual, com m e déjà expliqué plus haut.

D.4.2 Déroulement

On com m ence d´abord par résoudre le systèm e (NW T ) pour s = 0, ce qui nous donne un incrém ent

( D x aff , D y aff , D s aff ). Celui-ci a été calculé en deux étapes : une factorisation de Cholevsk ysuivie d´une substitution. On déterm ine ensuite les longueurs de pas m axim ales adm issibles pour le prim al et le dual ( a aff max

p et a aff max

d ) et on calcule - tem porairem ent - le nouvel itéré qui résulterait de la prise de ces pas m axim aux : (x, y, s) + ( a aff max

p D x aff , a aff max

d D y aff , a aff max

d D s aff ). Soit μ aff

la m esure de dualité de point.

Mehrotra tient le raisonnem ent suivant : si μ aff

est très inférieur à μ (m esure de dualité de (x, y, s), l´itéré courant), la direction affine est bonne et il ne faut pas beaucoup centrer. Par contre, si μ aff

est juste légèrem ent inférieur à μ , l´itéré a besoin de plus de recentrage. Ceci l´am ène à la règle heuristique suivante :

s =

m m

æ è

ç

ö ø

÷ aff

3

La com posante de centrage peut alors être calculée à l´aide d´un systèm e sim ilaire à (NW T ), où l´on rem placerait le m em bre de droite par (0, 0, s μ e) T . Notons que, puisque la m atrice est identique à celle qui a été utilisée par calculer le pas ( D x aff , D y aff , D s aff ), il ne faudra pas procéder à une nouvelle factorisation de Cholevsk y. Seule une deuxièm e substitution (peu coûteuse en tem ps de calcul) sera nécessaire.

Im aginons à présent que l´on prenne un pas com plet dans la direction préconisée par Newton. On se trouverait alors en (x, y, s) + ( D x aff , D y aff , D s aff ) = (x aff ,y af f,s aff ). Calculons les produits x i

aff s i

aff : ceuxci sont égaux à D x i

aff D s i

aff , alors que la m éthode de Newton avait « visé » des produits nuls. On va donc incorporer un term e correcteur, qui va tenter de corriger cet écart entre réalité et prévision linéaire.

Ce term e se calcule à l´aide d´un systèm e sim ilaire à (NW T ) où l´on rem place le m em bre de droite par (0, 0, - D X i

aff D S i

aff e) T . La m êm e rem arque que pour la com posante de centrage est valable ici aussi : seule une substitution est nécessaire. On peut m êm e faire encore m ieux, en com binant le term e correcteur et le term e de centrage ensem ble en un seul systèm e, où le m em bre de droite serait (0, 0, s μ e - D X i

aff D S i

aff e) T

Voici donc la description finale de l´algorithm e de Mehrotra :

Soit un itéré initial (x

0

,y

0

,s

0

) tel que (x

0

,s

0

) > 0

Pour k = 0,1,2,... faire

� Résoudre le systèm e (NW T ) avec (x k

,y k

,s k

) et t k

= 0 k

pour obtenir

( D x k

aff , D y k

aff , D s k

aff )

� Calculer a aff max

p et a aff max

d , et μ aff

= (x k

+ a aff max

p D x k

aff ) T (s k

+ a aff max

d D s k

aff )/n

� Poser s k

= (μ aff

/μ ) 3

� Résoudre le systèm e (NW T ) avec pour m em bre de droite le vecteur (0, 0, s μ e -

D X i

aff D S i

aff e) T pour obtenir ( D x k

c , D y k

c , D s k

c )

� Calculer l´incrém ent final avec ( D x k

, D y k

, D s k

) = ( D x k

aff , D y k

aff , D s k

aff ) + ( D x k

c , D y k

c , D s k

c )

� Calculer a max

p et a max

d

� (x k+1

,y k+1

,s k+1

) ¬ (x k

,y k

,s k

) + 0.99 ( a max

p D x k

, a max

d D y k

, a max

d D s k

)

Fin du pour

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

Cette m éthode de prédiction-correction est présente dans tous les logiciels disponibles. En effet, elle perm et d´am éliorer grandem ent la convergence avec pour seul inconvénient l´effort supplém entaire - m inim e - de calculer une substitution supplém entaire par itération. Certains auteurs ont tenté de généraliser l´idée de term e correcteur en appliquant plusieurs corrections successives (afin d´obtenir des m éthodes d´ordre encore plus élevé), m ais leurs résultats sem blent indiquer que la m éthode à correction unique donne les m eilleures perform ances [G ON 94] .

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

E - E.1 Compléments - Théorème de Goldman-Tucker et la partition optimale Page 46

E. C

OMPLEMENTS

Nous présentons ici quelques notions com plém entaires intervenant dans l´étude des m éthodes de point intérieur.

E.1 T

HEOREME DE G OLDMAN -T UCKER ET LA PARTITION OPTIMALE

E.1.1 Partition optimale

Soit (x*,y*,s*) une solution optim ale du problèm e dans sa form e standard. On sait que x i

*s i

* = 0 pour tout indice i, ce qui im plique qu´au plus une variable de chaque couple (x i

*, s i

*) peut être nonnulle.

Définissons deux ensem bles d´indices B et N selon

{ }

B j = Î $ ¹ { | * * 1, 2, . . . , n} x optimal e t x j

0 et

{ }

N j ,s ) optimal * * = Î $ ¹ { | * 1, 2, . . . , n} (y et s j

0

En vertu de la rem arque précédente, B et N sont forcém ent disjoints (un indice com m un k im pliquerait l´existence d´un couple optim al avec x k

*s k

* ¹ 0). On peut égaler dém ontrer que B È N =

{1, 2, ..., n} : B et N form ent donc une partition de l´ensem ble {1, 2, ..., n}, qu´on appelle partition optimale .

La propriété B È N = {1, 2, ..., n} est en fait équivalente à un résultat déjà m entionné : il s´agit de l´existence d´une solution optim ale strictem ent com plém entaire, connu sous le nom de théorèm e de

Goldm an-T uck er (ce résultat est assezancien, puisqu´il a été dém ontré pour la prem ière fois en

1956).

Nous allons m aintenant dém ontrer cette équivalence.

E.1.2 Goldman-Tucker (B, N) est une partition

Supposons que l´on dispose d´une solution optim ale (x*,y*,s*) strictem ent com plém entaire, c’est-à-dire vérifiant x i

*s i

* = 0 et x i

* + s i

* > 0. Pour m ontrer que (B,N) est une partition, il suffit de m ontrer que B È N = {1, 2, ..., n} (cf. plus haut). Soit un indice k quelconque. En vertu de la com plém entarité de (x*,y*,s*), on a soit x k

* ¹ 0, soit s k

* ¹ 0. Dans le prem ier cas, cela im plique k Î

B, dans le second cas, k Î A. Dans les deux cas, on a k Î B È N, ce qui prouve bien que B È N =

{1, 2, ..., n}.

E.1.3 (B, N) est une partition Goldman-Tucker

Soit j Î B. En vertu de la définition de B, il existe un x optim al vérifiant x j

¹ 0, que l´on appellera x j .

Définissons x* par x x j j B

* =

Î

å 1

B

(|B|est le cardinal de l´ensem ble B). Etant donné que les x j sont adm issibles et optim aux, il est facile de m ontrer que x* est égalem ent une solution optim ale. De plus, puisque x j ³ 0 et x j

j > 0, on a bien x j

* > 0 pour tout j Î B. On peut de m êm e définir de la m êm e façon un couple optim al (y*, s*) tel que s j

* > 0 pour tout j Î N.

Cela im plique finalem ent que x j

* + s j

* > 0 pour tout j (puisque (B,N) est une partition de {1, 2, ..., n}), ce qui achève de prouver que (x*, y*, s*) est une solution strictem ent com plém entaire, d´où le résultat de Goldm an-T uck er [G OL 56] .

E.1.4 Calcul d´une solution optimale à partir de (B, N)

Notons encore que la déterm ination de B et N est un problèm e au m oins aussi difficile que la résolution du program m e linéaire lui-m êm e. En effet, si l´on dispose de (B,N), il est possible de

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

E - E.2 Compléments - Forme du chemin central et nombre de condition Page 47

calculer facilem ent la solution optim ale, à l´aide d´un problèm e de m oindre carrés (voir le paragraphe au sujet de la term inaison finie, p. 48 ).

E.2 F

ORME DU CHEMIN CENTRAL ET NOMBRE DE CONDITION

Certains auteurs ont étudié en détail les propriétés géom étriques et analytiques du chem in central

[V AV 96] . Ainsi, outre les propriétés déjà m entionnées, on sait que cette courbe est différentiable et qu´elle est constituée d´un ensem ble de m orceaux quasim ent rectilignes reliés entre eux par des tournants brusques (im pliquant des changem ents de directions). La Figure B-1 donne un exem ple typique de chem in central

Optimum

x

2 x

1

Chemin central

T ournant

Définissons le nom bre de condition e (A,b,c), dépendant uniquem ent des données du problèm e linéaire, par e ( , , ) min min

A b c i i

=

æ è

ç

ö ø

÷

Î Î i B x optimal

* i N (y , s ) optimal

* sup x , min sup s

* * *

(où (B,N) est la partition optim ale définie plus haut). Ce nom bre est intim em ent lié au problèm e et à son chem in central : en effet, on a m ontré que le dernier tournant de ce chem in survient pour une m esure de dualité μ approxim ativem ent égale à e 2 .

Signalons aussi que cette quantité n´est pas une fonction continue des données (A,b,c), car une perturbation infinitésim ale de celles-ci peut entraîner un grand changem ent de la valeur de e

[W RI 96, p. 152 ] . T out com m e pour la partition optim ale (B,N), le calcul de e est un problèm e aussi difficile que la résolution du program m e linéaire lui-m êm e. Les propriétés du nom bre e ne sont pas encore bien com prises pour le m om ent.

E.3 C

ONVERGENCE SUPERLINEAIRE

Durant les dernières itérations de l´optim isation d´un program m e linéaire par une m éthode de point intérieur, lorsqu´on est très proche de la solution finale, on a constaté que les pas de Newton purs en direction de la solution optim ale avaient très peu de chance de sortir de la région adm issible

(c’est-à-dire de violer les contraintes de non-négativité), contrairem ent à la situation survenant en début d´optim isation où de tels pas am ènent rapidem ent au bord de la région adm issible, ce qui réduit à la fois la taille des pas suivants et la vitesse de convergence.

On peut donc im aginer qu´à partir d´un certain m om ent, on décide de ne plus utiliser un pas de

Newton visant une cible du chem in central ( t ¹ 0 dans NW T ) m ais directem ent le pas de Newton visant l´optim um ( t = 0, com m e dans la m éthode de m ise à l´échelle affine). Il est alors possible de dém ontrer que cette m odification, si elle est faite au bon m om ent, entraîne une convergence bien plus rapide vers la solution optim ale, de type superlinéaire [ W RI 96, p. 127 ] . Signalons que cette dém onstration se base sur le fait que les longueurs des com posantes du pas de Newton D x et D s ont alors une taille de l´ordre de μ (en d´autres term es : ( D x, D s) = O(μ )). La nature exacte de cette

Figure E - 1 - Exemple de chemin central comprenant un tournant brusque

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

E - E.4 Compléments - Terminaison finie Page 48

convergence superlinéaire dépend de l´algorithm e em ployé (certains présentent par exem ple une convergence asym ptotiquem ent quadratique).

Cependant, ce changem ent de stratégie n´accélère vraim ent la convergence que s´il est effectué au bon m om ent, c´est-à-dire lorsque l´itéré courant est suffisam m ent proche de la solution optim ale.

On a m ontré que la convergence superlinéaire se produit effectivem ent à partir d´un certain seuil de la m esure de dualité μ de l´itéré courant : ce seuil est approxim ativem ent égal à e 2 (où e est le nom bre de condition défini plus haut).

E.4 T

ERMINAISON FINIE

Il existe une technique perm ettant de deviner en une étape la solution optim ale à partir d´un itéré proche de celle-ci. Cette procédure porte le nom de term inaison finie.

Son principe repose sur l´utilisation de l´itéré courant pour estim er la partition optim ale (B,N). On sait que la solution optim ale strictem ent com plém entaire (x C ,y C ,s C ) possède les propriétés suivantes : s i

C > x i

C = 0 " i Î N et x i

C > s i

C = 0 " i Î B. Il sem ble donc raisonnable de deviner la partition optim ale à partir de l´itéré courant et (x,y,s) de la com paraison des com posantes x i

et s i

. Si x i

> s i

, l´indice i appartient probablem ent à B, dans le cas contraire (x i

< s i

) il fait vraisem blablem ent partie de N.

Une fois cette partition (B,N) devinée, on résout le problèm e suivant (c´est un sim ple problèm e de m oindres carrés pour lequel il existe une form ule directe fournissant la solution) min

,

( , , )

* *

* * *

* * x s

x x s s

Ax b y s c i N et s i B

y

T i

* i

*

*

, A x

1

2

1

2

0 0

- + -

= + = = " Î = " Î

Si la solution (x*, y*, s*) de ce problèm e est adm issible pour le problèm e initial (c’est-à-dire si elle vérifie bien x i

* > 0 " i Î B et s i

* > 0 " i Î N en plus des contraintes du problèm e), c´est une solution optim ale strictem ent com plém entaire.

On dém ontre que si la partition devinée (B,N) est correcte, le problèm e ci-dessus fournit dans tous les cas une solution optim ale. Dans le cas contraire, le couple (x*,s*) qu´elle fournit com porte forcém ent une com posante négative.

Com m e dans le cas de la convergence superlinéaire, cette technique ne fonctionne que lorsqu´on se situe près de la solution. On m ontre en fait qu´il existe aussi un seuil de la m esure de dualité à partir duquel la partition devinée (B,N) est toujours correcte (et le problèm e de m oindres carrés fournit l´optim um ) : ce seuil est lui aussi approxim ativem ent égal à e 2 .

Pour conclure, il est intéressant de rem arquer les connections étroites entre les trois m esures du dualité suivantes, toutes trois approxim ativem ent égales à e 2 :

� μ

1

, m esure de dualité de la portion du chem in central où se produit le dernier tournant brusque

� μ

2

, m esure de dualité à partir de laquelle la convergence superlinéaire par pas de Newton pur devient effective

� μ

3

, m esure de dualité à partir de laquelle la procédure de term inaison finie fournit la solution optim ale

Les raisons de ces connections ne sont en fait pas encore totalem ent com prises par les chercheurs du dom aine.

E.5 T

ECHNIQUE DU PROBLEME HOMOGENE AUTO - DUAL

On peut considérer que deux difficultés ne sont pas résolues de façon satisfaisante par les m éthodes de point intérieur décrites plus haut :

� D´une part, il est difficile de trouver un bon point de départ (adm issible et bien centré)

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

E - E.5 Compléments - Technique du problème homogène auto-dual Page 49

� D´autre part, les problèm es im possibles ne sont pas détectés directem ent, m ais par une divergence des itérés. Bien que cette solution soit acceptable d´un point de vue pratique, il serait plus intéressant de pouvoir détecter l´im possibilité du problèm e par une convergence des itérés.

Le problèm e hom ogène auto-dual résout ces deux problèm es sim ultaném ent.

Soit un problèm e posé dans la form e standard. A partir des données (A, b, c), construisons le problèm e (prim al) suivant min

- c et y libre , ( , x) > 0

T

0

0

0

0

avec

x b y c A y b Ax

T

T

+

-

- +

³

³

=

t t t

On rem arque que l´on a introduit une variable scalaire supplém entaire t . Ce problèm e est à la fois hom ogène (parce que son m em bre de droite est nul) et auto-dual (il est facile de vérifier que le dual de ce problèm e est identique au prim al). Il adm et une solution optim ale triviale (x,y, t ) = 0, et n´est donc jam ais im possible.

Si on introduit des variables d´écart ( k , s) pour les deux inégalités, on est ram ené à la form e standard et on peut appliquer une m éthode de point intérieur classique pour la résoudre. Soit

(x*,y*,s* , t *, k *) la solution optim ale obtenue. Il ne s´agira pas de l´optim um trivial, m ais bien d´une solution optim ale strictem ent com plém entaire vérifiant x i

*s i

* = 0, t * k * = 0 (optim alité) et x* + s* > 0, t * + k * > 0 (com plém entarité). En fonction des valeurs de t * et k *, on déduit des inform ations sur le program m e linéaire initial. En effet, on m ontre que :

� Le problèm e initial n´est pas im possible si et seulem ent si k * = 0 (et donc forcém ent t * > 0).

Dans ce cas, le triplet (x,y,s) = (x*/ t *, y*/ t *, s*/ t * , ) est une solution optim ale strictem ent com plém entaire à ce problèm e initial.

� Lorsque k * > 0 (et donc forcém ent t * = 0), on a c T x* - b T y* < 0. On m ontre alors que :

¨ - b T y* < 0 im plique que le dual du problèm e initial est im possible

¨ c T x* < 0 im plique que le prim al du problèm e initial est im possible

Notons que l´on se trouve alors forcém ent dans au m oins une de ces deux situations.

Etant donné que le problèm e hom ogène auto-dual adm et une solution triviale, il n´est pas im possible et ses itérés ne divergent jam ais. On détecte bien l´im possibilité du problèm e initial par une convergence.

Le seul inconvénient de cette technique est qu´il n´existe pas de solution strictem ent adm issible ( Á

0

= Æ ) au problèm e auto-dual, ce qui nous force à em ployer une m éthode à départ non-adm issible pour sa résolution.

Il existe une form e légèrem ent plus com pliquée du problèm e hom ogène auto-dual due à Ye, T odd et Mizuno [Y E 94] . Celle-ci com porte une ligne et une colonne supplém entaire, ce qui perm et d´incorporer l´inadm issibilité d´un point de départ quelconque (x

0

, y

0

, s

0

). Avec cette version, on dispose donc d´un itéré initial vérifiant les contraintes, ce qui perm et de choisir une m éthode à départ adm issible. De plus, Á

0

¹ Æ entraîne que l´ensem ble des solutions optim ales est borné, ce qui garantit une m eilleure stabilité num érique des algorithm es. Des résultats sim ilaires à ceux présentés ci-dessus sont valables pour cette form e plus com pliquée.

En résum é, cette m éthode perm et donc de disposer d´un itéré de départ adm issible (que l´on choisira le plus souvent centré) et de détecter l´im possibilité éventuelle par une convergence. Son seul inconvénient est l´augm entation (légère) de la taille du problèm e à résoudre et l´apparition de deux colonnes denses. Cependant, l´effort de calcul supplém entaire peut être fortem ent réduit en em ployant la technique de factorisation basée sur la form ule de Sherm an-Morrison-W oodbury.

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

F - F.1 Résultats numériques et perspectives - Comparaisons Page 50

F. R

ESULTATS NUMERIQUES ET PERSPECTIVES

F.1 C

OMPARAISONS

Plutôt que d´utiliser des problèm es générés aléatoirem ent, la m ajorité des chercheurs du dom aine des m éthodes de point intérieur utilisent des problèm es issus d´applications réelles pour tester leurs im plém entations. La plus célèbre collection de tels problèm es est connue sous le nom de NETLIB

(disponible sur le réseau Internet) [G AY 85] , m ais il en existe de nom breuses autres (problèm es de grande taille, problèm es im possibles, problèm es présentant une structure particulière, etc.).

Signalons qu´il existe un standard de facto pour les fichiers de données décrivant les program m es linéaires : il s´agit du form at MPS ( Mathematical Programming System , développé à l´origine par

IBM) [I BM 79, L UO 92] .

F.1.1 Méthodes de point intérieur et algorithme du simplexe

A l´heure actuelle, une personne désirant résoudre un program m e linéaire a le choix entre la m éthode du sim plexe et une m éthode de point intérieur. Les résultats des com paraisons effectuées par de nom breux chercheurs tendent à la m êm e conclusion [L US 94, A ND 96] :

� Pour des problèm es de petite taille (n+m < 2000), la m éthode du sim plexe sem ble im battable

� Pour des problèm es de taille m oyenne (n+m < 10000), aucune m éthode ne présente d´avantage clair. Le résultat dépendra du problèm e, en particulier de la structure des élém ents non-nuls de la m atrice A (qui influence de façon notable l´efficacité des m éthodes de point intérieur)

� Pour des problèm es de très grande taille (n+m > 10000), les m éthodes de point intérieur sem blent prendre le dessus sur leur concurrent

Bien sûr, cette classification est aussi fluctuante (quant aux bornes des intervalles) que provisoire, étant donné que la recherche fait constam m ent de nom breux progrès, aussi bien du côté du sim plexe que des m éthodes de point intérieur. Cependant, il sem ble qu´un consensus soit à présent bien établi au sujet de ces trois catégories de problèm es et que la com pétition qui a sévi entre partisans de la m éthode du sim plexe et des m éthodes de point intérieur se soit quelque peu apaisée.

F.1.2 Domaine public et logiciels commerciaux

A l´heure actuelle, les logiciels d´envergure appliquant une m éthode de point intérieur pour résoudre des problèm es linéaires sont les suivants (nom , langage, disponibilité et auteur)

� BPMPD , F

ORTRAN , dom aine public (usage non com m ercial), par Mészàros

� CPLEX/B

ARRIER , C, com m ercial, par CPLEX

� HOPDM , F

ORTRAN , dom aine public, par Gondzio

� LIPSOL , M

ATLAB + F ORTRAN , dom aine public, par Zhang

� LOQO , C, dom aine public (usage non com m ercial), par Vanderbei

� N EW TON B ARRIER XPRESS-MP, C + Fortran, com m ercial

� OSL/EKKBSLV , F

ORTRAN , com m ercial, IBM

� PC X , C + F

ORTRAN , dom aine public, Czyzyk , Mehrotra et W right

Presque tous ces logiciels sont basés sur une m éthode prim ale-duale à départ non-adm issible, avec prédiction-correction de Mehrotra. Certains incluent une analyse initiale plus poussée, d´autres des corrections m ultiples, d´autres encore la déterm ination d´une solution de base.

Les tests m enés par certains auteurs sem blent indiquer qu´il n´ya pas de différence significative de perform ance entre les logiciels public et les codes com m erciaux.

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

F.2 T

ESTS NUMERIQUES

F.2.1 Simplexe, méthodes de point intérieur publiques et méthodes de point intérieur commerciales

A titre d´exem ple, voici les résultats obtenus par Andersen, Gondzio, Mészàros et Xu [A ND 96] lors d´une com paraison de six logiciels de program m ation linéaire. Il s´agissait d´une m éthode du sim plexe (CPLEX/Sim plexMethod), d´une m éthode de point intérieur com m erciale (CPLEX/Barrier) et de quatre m éthodes de point intérieur du dom aine public (LIPSOL, LOQO, HOPDM et BPMPD).

Celles-ci ont été testées sur six problèm es.

Avant de présenter les résultats contenus dans le T ableau 3 , il faut apporter les précisions suivantes :

� T ous ces tests ont été m enés sur le m êm e ordinateur, avec les options par défaut de chaque logiciel. Il est clair qu´il est possible d´am éliorer les résultats en adaptant les param ètres des algorithm es à chaque problèm e particulier

� Chaque problèm e a été résolu avec une précision de huit chiffres significatifs

� Les problèm es ont été choisis dans la catégories « grande taille », le dom aine où les m éthodes de point intérieur sont norm alem ent le plus à l´aise

� Pour chaque problèm e, le T ableau 2 - T aille de densité des problèm es retenus pour le test fournit les dim ensions m et n ainsi que le nom bre d´élém ents non-nuls et la densité de la m atrice

A :

Nom n m Non-nuls Densité pilot87 2030 4883 73804 0,75 % dfl001 6071 12230 41873 0,06 % pds-10 16558 48763 140063 0,02 % mod2 35664 31728 220116 0,02 % w orld 35510 32734 220748 0,02 %

NL 7195 9718 102570 0,14 %

� Le nom bre d´itérations d´une m éthode de type sim plexe n´est pas com parable avec celui d´une m éthode de point intérieur, car ces dernières itérations dem andent beaucoup plus de calculs. Le seul point de com paraison valable entre m éthode de point intérieur et algorithm e du sim plexe est le tem ps d´exécution total

Voici donc, pour chaque paire logiciel/problèm e, le nom bre d´itérations effectué et le tem ps total d´exécution (en secondes, sur une station de travail IBM P

OW ER PC 601 à 66 Mhz)

Tableau 2 - Taille de densité des problèmes retenus pour le test

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

F - F.2 Résultats numériques et perspectives - Tests numériques Page 52

Nom CPLEX/Simplex CPLEX/Bar. LIPSOL LOQO HOPDM BPMPD

Itér. T em ps Itér T em ps Itér T em ps Itér T em ps Itér T em ps Itér T em ps pilot87 101167 722 41 603 38 817 47 1221 27 501 30 392 dfl001 63389 3767 47 3829 85 9907 53 7379 33 5294 34 2921 pds-10 38327 1223 60 3462 51 5824 51 5617 29 3394 30 2715

NL 32273 112408 31 147 35 319 29 210 23 171 30 149 mod2 117360 18200 57 947 72 3737 73 1592 47 1069 45 876 w orld 134270 22470 62 1146 60 3115 74 1754 51 1345 57 1109

Bien que cet ensem ble de résultats soit trop réduit pour en tirer des conclusions définit

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

F - F.3 Résultats numériques et perspectives - Directions actuelles de recherche Page 53

F.3 D

IRECTIONS ACTUELLES DE RECHERCHE

Outre l´application des m éthodes de point intérieur à la program m ation non-linéaire (dont la program m ation sem idéfinie est un exem ple, cf. plus loin), citons les directions de recherche suivantes pour le cas linéaire :

� Dém arrage à chaud. Après avoir résolu un problèm e, on aim erait pouvoir le m odifier légèrem ent

(par exem ple ajouter quelques contraintes) et le réoptim iser rapidem ent (ce besoin d´optim isations successives survient par exem ple lors de la résolution d´un problèm e en nom bres entiers par une m éthode de type branch & bound ou branch & cut , où l´on est am ené à résoudre de nom breux problèm es linéaires, différant les uns des autres par l´ajout de quelques contraintes supplém entaires).

La m éthode du sim plexe dispose pour le m om ent d´un gros avantage sur les m éthodes de point intérieur, parce qu´elle ne nécessite que très peu d´itérations pour parvenir à la solution optim ale du nouveau problèm e (les m éthodes de point intérieur nécessitent quant à elles grosso m odo un tiers du nom bre d´itérations du problèm e de départ pour réoptim iser [G ON 94, p. 30 ] ). On envisage d´ailleurs des logiciels hybrides qui optim iseraient le prem ier problèm e par une m éthode de point intérieur pour ensuite réoptim iser les problèm es suivants par un algorithm e de type sim plexe.

� Certains chercheurs avancent que l´analyse de sensibilité que l´on effectue à partir de la solution de base fournie par l´algorithm e du sim plexe est incom plète, voire erronée dans certaines situations (lorsque le problèm e est dégénéré) [J AN 92] . Des recherches sont en cours pour déterm iner un m oyen efficace d´effectuer cette analyse correctem ent (cela nécessiterait la résolution de certains program m es linéaires auxiliaires).

� De travaux sont en cours pour im plém enter des m éthodes de point intérieur sur des m achines à plusieurs processeurs. L´effort porte surtout sur la parallélisation efficace de l´étape de factorisation (la plus gourm ande en calculs) [K AR 94, L UO 92] .

D EUXIEME PARTIE

L ES METHODES DE POINT INTERIEUR

POUR LA PROGRAMMATION SEMIDEFINIE

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programm ation semidéfinie

G - G.1 Développements théoriques - Introduction Page 55

G. D

EVELOPPEMENTS THEORIQUES

G.1 I

NTRODUCTION

Un des grands attraits des m éthodes de point intérieur est qu´elles s´appliquent égalem ent à la program m ation non-linéaire. Ainsi, le travail de Nesterov et Nem irovsk y [N ES 94] a fourni les bases théoriques nécessaires au développem ent de m éthodes de point intérieur polynom iales pour la program m ation convexe, un cas particulier im portant de la program m ation non linéaire possédant de nom breuses applications.

Plutôt que d´entam er une énum ération des nom breuses variantes qui ont été développées pour des problèm es non-linéaires (les plus courantes concernant le problèm e de com plém entarité nonlinéaire m onotone et la program m ation quadratique convexe, voir [W RI 96] ), nous avons préféré nous en tenir à une seule catégorie de problèm es, pour laquelle nous allons donner une description plus détaillée : il s´agit de la program m ation sem idéfinie.

En quelques m ots, il s´agit d´un problèm e non-linéaire et non différentiable convexe qui a pour objet d´optim iser une m atrice carrée sym étrique X (et non plus un vecteur) sous une série de contraintes linéaires. La condition de non-négativité du vecteur x est alors rem placée par l´exigence que la m atrice X soit sem idéfinie positive.

Nous avons choisi cette catégorie de problèm es pour deux raisons : d´une part, elle adm et un nom bre très élevé d´applications dans de nom breux dom aines (ycom pris des dom aines où la program m ation linéaire est peu ou pas em ployée, com m e le contrôle ou les statistiques) ; d´autre part il s´agit de l´extension de la program m ation linéaire qui a reçu le plus d´attention de la part de la com m unauté scientifique, principalem ent durant ces dernières années, probablem ent en raison du parallèle sim ple et élégant que l´on peut établir avec la théorie du cas linéaire.

G.1.1 Déf initions a) Matrices définie positive et semidéfinie positive

Une m atrice carrée sym étrique A est dite définie positive si on a x T Ax > 0 pour tout vecteur x ¹ 0. Si on a seulem ent x T Ax ³ 0 " x ¹ 0, on parle de m atrice semidéfinie positive . On sait qu´une m atrice est définie positive si et seulem ent si toutes ses valeurs propres sont strictem ent positives (nonnégatives pour une m atrice sem idéfinie positive).

b) Espace S n et ordre partiel

Soit S n l´espace vectoriel réel des m atrices carrées sym étriques (nxn). On définit un ordre partiel sur cet espace selon

A ³ B si et seulem ent si la m atrice (A - B) est sem idéfinie positive et A > B si et seulem ent si la m atrice (A - B) est définie positive

Cet ordre partiel se nom m e ordre de Löwner . Dans la suite de ce docum ent, toutes les inégalités concernant des m atrices seront relative à cet ordre partiel. Rem arquons encore qu´on peut exprim er qu´une m atrice A est définie positive par A > 0 (et qu´une m atrice est sem idéfinie positive par A ³ 0), en adoptant la convention de représenter une m atrice nulle par 0 (la taille étant déterm inée par le contexte).

c) Produit scalaire sur S n

Soit A, B Î S n . On définit le produit scalaire A · B par le nom bre

A B a b trace A B ij ij

T i j

· = = å

( )

,

(trace(A) dénote la som m e des élém ents de la diagonale de A). Ce produit scalaire perm et de définir la norm e m atricielle de Frobenius, à savoir (les l i

sont les valeurs propres de A).

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programm ation semidéfinie

A A A a trace A A ij i j

T i i

= · = = = å å 2 2

,

( ) l

Signalons encore le résultat suivant , utilisé dans la suite : si A,B Î S n et A ³ 0, B ³ 0, on a A · B = 0 si et seulem ent si AB = 0.

G.1.2 Formulation

Le problèm e standard de la program m ation sem idéfinie s´écrit inf C

X b i

·

· = ³

Î

X avec A et X 0 où X S et i = 1,2, . . . , m

i n

( ) SDP

Les données sont les m atrices carrées A i

et C (de dim ension n) et le vecteur b (de dim ension m ).

On rem arque im m édiatem ent une forte ressem blance avec la form e standard de la program m ation linéaire. Cette dernière constitue d´ailleurs un cas particulier de la program m ation sem idéfinie.

En effet, si on ajoute la contrainte que X soit une m atrice diagonale, l´objectif devient c T x (où c est la diagonale de C et x celle de X, ce qui se note c = diag(C) et x = diag(X)) et les m contraintes deviennent des contraintes linéaires en fonction des élém ents de x (plus précisém ent, diag(A i

) T x = b i

). Enfin, les valeurs propres d´une m atrice diagonale étant les élém ents de cette diagonale, la condition X ³ 0 est bien équivalente à x ³ 0.

La suite de ce chapitre sera principalem ent consacrée à la m ise en évidence et l´analyse des sim ilitudes et différences entre program m ation sem idéfinie et program m ation linéaire. On y retrouve des concepts fam iliers tels que dualité, chem in central, etc.

G.2 P

ARALLELE AVEC LE CAS LINEAIRE

G.2.1 Région admissible

L´ensem ble des points X Î S n adm issibles (vérifiant les contraintes) porte le nom de spectraèdre. A la différence du polyèdre adm issible que l´on rencontre en program m ation linéaire, les faces du spectraèdre ne sont plus forcém ent des hyperplans m ais peuvent être des hypersurfaces courbes.

La Figure G-1 fournit un exem ple de spectraèdre dans le cas bidim ensionnel :

Optimum x

2 x

1

On rem arque que la frontière du spectraèdre n´est pas différentiable. On peut m ontrer qu´elle est en fait différentiable par m orceaux, les m orceaux étant des hypersurfaces algébriques (c’est-à-dire définies par un polynôm e) [V AN 96, p. 50 ] .

Il est possible de m ontrer que les spectraèdres sont des ensem bles convexes (ce qui im plique que la program m ation sem idéfinie fait partie de la program m ation convexe, com m e annoncé plus haut).

Les ellipsoïdes sont des cas particuliers de spectraèdres.

Figure G - 1 - Exemple d’optimisation sur un spectraèdre à deux dimensions

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programm ation semidéfinie

G.2.2 Ensemble des solutions et problème impossible

Soit p* la valeur optim ale du critère pour le problèm e (SDP). Il faut noter qu´il s´agit d´une borne inférieure (inf C · X) et non d´un m inim um com m e dans le cas linéaire. Ceci s´explique par le fait qu´il existe des situations où la borne inférieure n´est pas atteinte, contrairem ent au cas linéaire (où l´on peut alors rem placer inf par m in). Si l´on appelle X

OPT

l´ensem ble des X optim aux, c´est-à-dire tels que X est adm issible et C · X = p*, il se peut donc que X

OPT

= Æ alors que p* est fini.

Une autre différence avec la program m ation linéaire est l´existence de problèm es dits faiblem ent im possibles. En effet, si les problèm e suivants inf C

X b i

·

· - £ ³

Î

X avec A et X 0 où X S et i = 1,2, . . . , m

i n

e adm ettent une solution pour tout e > 0, m ais pas pour e = 0, on qualifie le problèm e original de faiblem ent im possible. Par opposition, les autres problèm es im possibles seront appelés fortem ent im possibles.

G.2.3 Dualité

Le problèm e (SDP) adm et naturellem ent un problèm e dual (celui-ci se déduit du prim al à l´aide de la théorie des m ultiplicateurs de Lagrange, on parle donc de dual Lagrangien), qui s´écrit sup b y

C

T m

avec y A où y

i i i = 1

m å £

Î Â

Com m e dans le cas linéaire, la variable yest libre. On peut égalem ent introduire une m atrice d´écart S sem idéfinie positive, ce qui donne la form e suivante sup b y

S C

T m

avec y A où y , S S et S 0

i i i = 1

m n

å + =

Î Â Î ³

Signalons encore que l´on peut reform uler le problèm e dual sous une form e identique au problèm e prim al (avec des données A i

, C et b ad hoc). Cela prouve, entre autres, que la région adm issible du dual est aussi un spectraèdre.

Une grande partie des propriétés de la dualité linéaire (m ais pas toutes) sont encore valables :

� On désigne les ensem bles de points (X,y,S) adm issibles et strictem ent adm issibles par Á et Á

0

, la valeur optim ale du critère (borne supérieure) par d* et l´ensem ble des S optim aux par S

OPT

.

� La quantité C · X - b T y, toujours positive, est appelée le saut de dualité ( duality gap ). On m ontre aisém ent, par de sim ples m anipulations algébriques, que C · X - b T y= X · S. Lorsque le saut de dualité est nul, la solution (X,y,S) est optim ale, m ais la réciproque n´est pas vraie (contrairem ent au cas linéaire). En effet, on peut assister aux situations pathologiques suivantes

¨ Il existe une solution optim ale (X,y,S) telle que X · S > 0

¨ Pour tout e > 0, il existe un point adm issible (X,y,S) tel que X · S £ e , m ais il n´existe pas d´optim um

¨ Il existe des problèm es ayant une solution optim ale finie dont le dual est im possible

� On peut m ontrer qu´un problèm e est fortem ent im possible si et seulem ent si il adm et un rayon, ce qui revient à dire qu´il existe une m atrice sym étrique X r ³ 0 telle que X r · A i

= 0 et C · X r < 0.

La situation est identique pour la form e duale.

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programm ation semidéfinie

� On appelle solution com plém entaire une solution adm issible (X,y,S) où l´on a XS = 0 (cette dernière condition pouvant s´exprim er com m e X · S = 0 puisque X ³ 0 et S ³ 0). Une solution com plém entaire est forcém ent optim ale (puisque son saut de dualité est nul), m ais un problèm e possible n´adm et pas forcém ent de solution com plém entaire.

� Signalons encore une propriété d´orthogonalité, propre à la program m ation sem idéfinie : si

(X 1 ,y 1 ,S 1 ) Î Á et (X 2 ,y 2 ,S 2 ) Î Á , on a (X 1 - X 2 ) · (S 1 - S 2 ) = 0

La théorie de la dualité en program m ation sem idéfinie est donc bien plus com plexe que son équivalent linéaire, principalem ent à cause de l´existence de nom breuses situations pathologiques

(X

OPT

= 0 avec p * fini, problèm e faiblem ent im possible, saut de dualité non nul à l´optim um ). On dispose cependant d´un théorèm e lim itant l´apparition de ces cas [V AN 96] :

Si le problèm e prim al adm et une solution strictem ent adm issible (c’est-à-dire où X > 0) ou si son dual adm et une solution strictem ent adm issible (c’est-à-dire où S > 0), on a p * = d * , ce qui signifie que le saut de dualité à l´optim um sera nul. Si les deux problèm es adm ettent sim ultaném ent une solution strictem ent adm issible (c’est-à-dire si Á

0

¹ Æ ), les bornes inférieure et supérieure p* et d* sont atteintes, ce qui entraîne l´existence d´une solution optim ale (X,y,S) (X

OPT

¹ Æ et S

OPT

¹ Æ ).

En pratique, lors du développem ent d´algorithm es, on supposera cette dernière condition (appelée contrainte de qualification de Slater) toujours vérifiée. T outefois, tout com m e dans le cas linéaire, il existe une reform ulation hom ogène auto-duale, perm ettant de détecter les cas d´im possibilité ou de problèm es non bornés, ainsi que les cas pathologiques m entionnés plus haut.

G.2.4 Conditions KKT

Com m e pour la program m ation linéaire, les conditions d´optim alité KKT du problèm e prim al et de son dual sont identiques. Elles sont de plus nécessaires et suffisantes, à cause de la convexité du problèm e, et s´écrivent

A X b

S C

XS

i i

· =

+ =

=

³ ³

å

pour i = 1,2, . . . , m y A

X 0 et S 0

i i i = 1

m

0

La seule équation non-linéaire parm i cet ensem ble est XS = 0. Il a déjà été précisé plus haut (p. 55 ) que cette troisièm e condition est équivalente à X · S = 0. Les m éthodes de point intérieur en program m ation sem idéfinie vont donc tenter de résoudre ce systèm e par la m éthode de Newton.

G.2.5 Fonction barrière

Com m e pour la program m ation linéaire, on utilise une fonction barrière pour em pêcher la m éthode de Newton de s´approcher des contraintes X ³ 0 et S ³ 0. La théorie de Nesterov et Nem irovsk y nous apprend qu´une telle barrière doit être auto-concordante pour être efficace (c’est-à-dire entraîner une com plexité polynom iale). La plus sim ple et la plus élégante de ces barrières est définie par

F ( ) ln det X X = -

(où det X est le déterm inant de la m atrice X). En effet, lorsqu´on s´approche de X ³ 0, une des valeurs propres de X doit tendre vers zéro, ce qui fait égalem ent tendre le déterm inant vers zéro et

F vers + ¥ .

G.2.6 Chemin central et mesure de dualité

La solution du problèm e auquel on a adjoint la fonction barrière peut encore s´interpréter com m e un point d´un chem in central, à l´aide des conditions KKT . Pour une valeur donnée du param ètre de la barrière t , il est défini par

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programm ation semidéfinie

G - G.3 Développements théoriques - Méthodes de point intérieur Page 59

A X b

S C

XS I

i i

· =

+ =

=

> >

å

i = 1,2, . . . , m y A

X 0 et S 0

i i i = 1

m t

On a donc rem placé la condition de com plém entarité XS = 0 par la relaxation XS = t I. Afin de m esurer la proxim ité par rapport au chem in central, on définit aussi une m esure de dualité μ par m = ·

( , , )

X y S n

X S

1

On peut vérifier que la m esure de dualité d´un point du chem in central repéré par t vaut bien t . Les voisinages du chem in central sont définis de m anière analogue à leurs équivalents du cas de la program m ation linéaire.

G.2.7 Fonction potentiel

Enfin, la fonction potentiel de T anabe-T odd-Ye adm et l´équivalent suivant

F r

r ( , , ) ln( ) ln det

X y S X S XS = · -

G.2.8 Mise en parallèle des concepts avec le cas linéaire

Il est possible d´établir un parallèle encore plus fort entre les concepts de la program m ation sem idéfinie et ceux de la program m ation linéaire à l´aide de la rem arque suivante :

/HV�pTXDWLRQV�GH�OD�SURJUDPPDWLRQ�VHPLGpILQLH�VRQW�pTXLYDOHQWHV�j�FHOOHV�GH�OD�SURJUDPPDWLRQ

OLQpDLUH�R�O·RQ�DXUDLW�UHPSODFp�OHV�PDWULFHV�0� Î

�6

Q �SDU� l 0�OH�YHFWHXU�IRUPp�GHV�YDOHXUV

SURSUHV�GH�OD�PDWULFH�0�UDQJpHV�HQ�RUGUH�GpFURLVVDQW�

Ainsi, la contrainte X ³ 0 (ou X > 0) est bien équivalente à l

X

³ 0 (ou l

X

> 0). De m êm e, la condition

XS = t I est équivalente à l

XS

= t e ou ( l

XS

)

i

= t pour i=1,2,...,n, et l´on retrouve la contrainte x

i s

i

= t .

La m esure de dualité μ est égale à :

( ) m = · = =

= å

( , , ) ( )

X y S

n

X S

n trace XS

n i

i n 1 1 1

1 l

XS

, à rapprocher de m =

= å

( , , ) x y s

n x s

i i

i n 1

1

(puisque la trace d´une m atrice est la som m e de ses valeurs propres). Enfin, la fonction barrière

( ) F ( ) ln det ln ln X X

Xi

i n

X i

i n

= - = - = -

= =

Õ å l l

1 1

est à m ettre en parallèle avec F ( ) ln ln x x x

i

i n

i

i n

= - = -

= =

Õ å

1 1

G.3 M

ETHODES DE POINT INTERIEUR

G.3.1 Description des méthodes

On peut établir une classification des m éthodes de point intérieur en program m ation sem idéfinie

identique à celle déjà vue pour le cas linéaire (m éthodes prim ales, duales, prim ales-duales, à

départ adm issible ou pas, etc.). Ici aussi, on constate que les m éthodes prim ales-duales sont les

plus efficaces, et sont les seules à être im plém entées en pratique.

Les m éthodes de m ise à l´échelle affine, de suivi de chem in et de réduction de potentiel se

transposent intégralem ent à la program m ation sem idéfinie. Ainsi, les algorithm es décrits au point

C - C.3.3 peuvent être suivis à la lettre, à condition de rem placer x par X, s par S.

Le calcul de μ

k s´effectue selon l´équation définie plus haut, et le nouveau systèm e (NW T ) à

résoudre se présente sous la form e suivante

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programm ation semidéfinie

G - G.3 Développements théoriques - Méthodes de point intérieur Page 60

A X

A S

S X X S I XS i

i

· =

+ =

+ = - å

D

D D

D D

0

0

, i = 1,2, . . . , m

y

i

i = 1 ù

t

Il faut rem arquer deux différences im portantes par rapport au systèm e (NW T ) du cas linéaire.

D´une part, bien que linéaire, ce systèm e n´est pas sous la form e Ax=b, et ne peut donc plus se

résoudre directem ent par les m éthodes classiques applicables aux systèm es linéaires (Cholevk sy,

gradient conjugué, etc.). Les logiciels devront donc le transform er avant de lui appliquer une de ces

m éthodes.

D´autre part, il existe une autre difficulté plus im portante, parce qu´elle se situe au niveau

conceptuel. Les m atrices X et S appartenant à S n , il faut que D X et D S soient sym étriques pour que

X+ D X et S+ D S appartiennent égalem ent à S n . Or, com m e le produit XS n´est pas sym étrique, on

constate que la com posante D X fournie par le systèm e ne le sera pas non plus ( D S l´est à cause de

la seconde équation). Une façon sim ple de surm onter ce problèm e est de rendre sym étrique la

com posante D X après chaque itération (par exem ple en prenant ½( D X+ D X T ). Cette façon de

procéder est connue sous le nom de m éthode XZ.

Certaines auteurs préfèrent cependant m odifier directem ent le systèm e d´équations pour qu´il

fournisse un D X sym étrique. A cet effet, on définit un opérateur de symétrisation H

P pour toute

m atrice non singulière P selon [Z HA 95]

H M PMP PMP

P

T ( ) ( ( ) ) = + - - 1

2

1 1

On reform ule alors le systèm e de Newton selon

( ) ( )

A X

A S

H S X X S I H XS i

i

P P

· =

+ =

+ = - å

D

D D

D D

0

0

, i = 1,2, . . . , m

y

i

i = 1 ù

t

ce qui lui confère une solution donnant un pas ( D X, D y, D S) totalem ent sym étrique. Parm i les choix

possibles pour P, citons P=I (m éthode AHO, [A LI 96] ), P=S ½ [Z HA 95] ou encore P T P = X -1 ou S

(Monteiro). Aucune de ces m éthodes ne s´est encore affirm ée com m e clairem ent préférable aux

autres, et de nom breux chercheurs étudient d´autres possibilités.

G.3.2 Complexité

Nous term inons ce volet théorique par quelques com m entaires sur la com plexité algorithm ique des

m éthodes de point intérieur appliquées à la program m ation sem idéfinie [A LI 96] .

Les m eilleurs algorithm es font état d´une com plexité de pire cas en nom bre d´itérations égale à

n l o g

1

e

Il est assezsurprenant de constater qu´il s´agit de la m êm e borne que pour la program m ation

linéaire, alors que le problèm e possède beaucoup plus de variables (l´espace S n com porte n(n+1)/2

dim ensions contre n dim ensions pour Â n ).

Des test num ériques ont égalem ent m is en évidence le fait que la dépendance réelle du nom bre

d´itérations avec n est beaucoup plus faible, du type n ¼ ou log n, com m e dans le cas linéaire.

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programm ation semidéfinie

H. A

PPLICATIONS

La form ulation de problèm es sous form e d´un program m e sem idéfini a été beaucoup étudiée, bien

avant le développem ent des m éthodes de point intérieur. On distingue les deux cas suivants :

� La program m ation sem idéfinie perm et de m odéliser le problèm e exactem ent. L´optim um fourni

par les m éthodes de point intérieur est le véritable optim um du problèm e.

� La program m ation sem idéfinie perm et de m odéliser une relaxation d´un problèm e. L´optim um

fourni par les m éthodes de point intérieur est une borne inférieure du véritable optim um du

problèm e (dans le cas d´une m inim isation).

Nous allons à présent décrire quelques applications dans ces deux catégories [V AN 96, A LI 95,

H EL 96] .

H.1 M

ODELISATION EXACTE

H.1.1 Valeurs propres et norme matricielle

De nom breux problèm es de m inim isation ou de m axim isation ayant trait aux valeurs propres d´une

com binaison linéaire de m atrices peuvent se m ettre sous la form e d´un program m e sem idéfini.

Le plus sim ple de ces problèm es consiste à m inim iser la valeur propre m axim ale de la m atrice A,

définie com m e une com binaison linéaire des m atrices A

i auxquelles on ajoute un term e constant

A

0

. On peut le form uler selon

min t

avec tI - A

0

+ æ

è ç ö

ø

÷ ³

= å

y A

i i

i m

1

0

On reconnaît ici un program m e sem idéfini dans sa form e duale. On peut justifier sa validité en

rem arquant que la contrainte M £ k I, c’est-à-dire k I - M sem idéfinie positive, est équivalente à

im poser à la valeur propre m axim ale de M d´être inférieure à k . En effet, si v est un vecteur propre

de M, on a Mv = l v et donc v T (k I-M)v = k v T v - v T Mv = (k - l ) v T v ³ 0 puisque (k I-M) est sem idéfinie

positive, d´où l £ k . Com m e on a ici tI - A ³ 0, on en déduit que le program m e va donc bien

m inim iser la valeur propre m axim ale de A, com binaison linéaire des A

i

.

Beaucoup de problèm es en relation avec celui-ci peuvent être form ulés. Citons entre autres :

� Minim iser la som m e des r plus grandes valeurs propres de A (toujours égale à une com binaison

linéaire des A

i com m e ci-dessus)

� Minim iser la som m e pondérée des r plus grandes valeurs propres de A, c’est-à-dire m

1 l

1

+ ... +

m

r l

r

, à condition que m

1

³ m

2

³ ... ³ m

k

> 0.

� Minim iser la som m e des r plus grandes valeurs propres de A prises en valeur absolue

� Minim iser la norm e spectrale de A

H.1.2 Approximation logarithmique de Tchebychef f

Im aginons que nous cherchions à résoudre approximativement le systèm e d´équations a

i

T x = b

i

pour i=1,2,...,m , com m e cela se pratique par exem ple lors de la recherche des param ètres d´une

régression.

Le term e approximativement a été utilisé parce que la résolution exacte est im possible (trop de

contraintes) . On peut dès lors choisir plusieurs critères pour déterm iner la m eilleure solution. Le

plus courant est la m inim isation de la som m e des carrés des écarts (a

i

T x - b

i

); cependant, on peut

aussi vouloir m inim iser l´écart m axim al (en valeur absolue), selon

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programm ation semidéfinie

min max a

i i

T x b

i

-

Cela peut se m ettre sous la form e d´un sim ple program m e linéaire, avec des contraintes du type -t

£ a

i

T x - b

i

£ t et une m inim isation de t. Cependant, il existe des applications où les b

i sont des

quantités s´exprim ant dans une unité de puissance. Dans ce cas, il est préférable d´un point de vue

purem ent physique de m inim iser le m axim um des écarts entre les logarithm es de a

i

T x et b

i

, ce qui

se traduit par

( ) ( )

min log log max a

i i

T x b

i

-

On transform e alors les contraintes en

- £ £ log log log u a x

b u i

T

i

, d´où

1

t a x

b t i

T

i

£ £

Ceci peut s´écrire sous la form e du program m e sem idéfini suivant

min

/

/ t

t a x b

a x b

t i

T

i

i

T

i

- é

ë ê

ê

ê ù

û ú

ú

ú

³

0 0

0 1

0 1

0

Le prem ier term e de la diagonale est responsable de l´inégalité a

i

T x / b

i

£ t, tandis que a

i

T x / b

i

³ 1/t

se traduit par la m atrice 2x2 inférieure droite. En effet, pour une m atrice 2x2, le fait d´être

sem idéfiine positive im plique la non-négativité du déterm inant, d´où on déduit (a

i

T x / b

i

) t - 1 ³ 0 et

finalem ent l´inégalité recherchée. On rem arque au passage la puissance supplém entaire de

m odélisation offerte par la program m ation sem idéfinie par rapport à la program m ation linéaire

(utilisation de 1/t, par exem ple).

H.1.3 Problèmes géométriques avec f ormes quadratiques

Le fait d´optim iser sur des m atrices (objets à deux dim ensions) se prête particulièrem ent bien à la

résolution de problèm es faisant intervenir des form es quadratiques, d´équation générale x T Ax + b T x

+ c = 0. En particulier, la condition nécessaire et suffisante pour que cette form e décrive un

ellipsoïde est précisém ent A > 0 (ou A ³ 0 si on accepte la dégénérescence). Citons à titre

d´exem ple, le problèm e consistant à trouver la plus petite sphère contenant un ensem ble

d´ellipsoïdes donnés. Un autre problèm e de ce type, celui de la séparation de points par un

ellipsoïde, a été étudié en détail et im plém enté sur ordinateur (cet exem ple sera développé plus en

détail au point I ).

H.1.4 Programmation quadratique convexe

Soit la contrainte (Ax+b) T (Ax+b) - c T x -d £ 0. Il s´agit en fait de la form e générale d´une contrainte

convexe quadratique. On m ontre qu´elle est convexe et qu´elle peut s´écrire selon

( )

I Ax b

Ax b c x d T T

+

+ + é

ë ê ù

û ú ³ 0

Ceci im plique qu´un program m e quadratique convexe peut se m ettre sous la form e d´un

program m e sem idéfini. Cependant, en utilisant la théorie de Nesterov et Nem irovsk y, il est possible

de concevoir des algorithm es spécifiques à ce cas particulier, plus efficaces que le passage par la

form ulation sem idéfinie.

H.1.5 Autres applications

La résolution exacte d´un problèm e par la program m ation sem idéfinie intervient encore dans bien

d´autres dom aines, en particulier en contrôle et en optim isation structurelle. Il serait trop long de

décrire les applications en question ou d´effectuer les développem ents conduisant aux form ulations

sem idéfinies ; contentons nous de m entionner les deux exem ples typiques suivants :

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programm ation semidéfinie

� Conception d´un contrôleur de bruit actif (c’est-à-dire neutralisant le bruit am biant par l´ém ission

d´un contre-bruit). Les données sont ici des m atrices contenant les réponses im pulsionnelles

finies entre les différents élém ents du systèm e. On pourra trouver plus d´inform ations dans

[O LK 96] .

� Minim isation de la constante de tem ps dom inante dans un circuit form é de résistances et

capacités. On peut égalem ent m inim iser la consom m ation du circuit ou son aire sous la

contrainte d´une constante de tem ps m axim ale perm ise.

H.2 R ELAXATIONS

H.2.1 Programmation quadratique non-convexe

Le problèm e le plus général d´optim isation quadratique s´écrit

min ( )

( ) f

et i = 1,2, . . . , m

0

i x

avec f x £ 0

où f

i

(x) = x T A

i x + 2b

i

T x + c

i pour i = 0,1,...,m . Com m e on n´im pose pas aux m atrices A

i d´être

définies positives, ces contraintes sont non convexes, ce qui rend le problèm e NP-difficile.

Signalons par exem ple que tous les problèm es à objectif polynom ial et contraintes polynom iales

peuvent se m ettre sous cette form e.

Il est intéressant de disposer d´un m oyen de calcul raisonnablem ent rapide d´une borne inférieure

de la valeur optim ale de ce type de problèm e, par exem ple lors de l´application d´un algorithm e de

résolution basé sur le branch-and-bound .

Posons U = xx T . Le problèm e peut se réécrire selon

min U A

A

et U - xx = 0, i = 1,2, . . . , m

0

i

T

· + +

· + + £

2

2 0

0 0 b x c

avec U b x c

T

i

T

i

Relaxons U - xx T = 0 par U - xx T ³ 0, qui peut encore s´écrire sous la form e

U x

x

T

1

0 é

ë ê ù

û ú ³

En com binant avec le problèm e ci-dessus, on arrive bien à une relaxation sem idéfinie du problèm e

quadratique non-convexe. Ce procédé de relaxation est appelée convexification, et a été découvert

par Shor [S HO 87] . Il est intéressant de noter qu´on peut retransform er le problèm e relaxé en son

problèm e original par l´adjonction d´une contrainte sur le rang de U, à savoir rang(U) = 1. En effet,

on m ontre dans ce cas que l´on a forcém ent U = xx T , ce qui redonne bien la form e originale.

H.2.2 Optimisation combinatoire

Les relaxations linéaires sont usuelles en optim isation com binatoire, on les em ploie principalem ent

au cours de la résolution de problèm es par branch-and-bound . La program m ation sem idéfinie

fournit égalem ent de bonnes relaxations, dont on peut souvent prouver la supériorité par rapport

aux relaxations linéaires. Citons quelques exem ples de telles relaxations.

a) Le problème MAX-CUT

Le problèm e MAX-CUT , issu de la théorie des graphes, consiste à trouver une partition des

som m ets d´un graphe com plet à arêtes valuées en deux ensem bles, de telle façon que la som m e

des poids des arêtes joignant les deux ensem bles soit m axim ale. Cette partition est appelée coupe

( cut ) et la som m e à m axim iser est appelée poids de la coupe.

Soit A la m atrice fournissant les poids des arêtes (a

ij représentant le poids de l´arête joignant le

som m et i au som m et j). On définit L = diag(Ae) - A, la matrice Laplacienne du graphe. Si on

représente la coupe par le vecteur x Î {-1,+1} n , où x

i est égal à +1 ou -1 selon son appartenant à

l´un ou l´autre des deux ensem bles, on vérifie aisém ent que le poids total de la coupe vaut ¼ x T Lx.

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programm ation semidéfinie

On poursuit en posant X = ¼ x T x, pour aboutir à la relaxation suivante (on a appliqué le procédé de

convexification décrit plus haut).

max L X

avec diag( X) =

1

4

0

·

³ e

et X

( ) GWR

La contrainte diag(X) = ¼ e im pose en fait x

i

2 = 1, ce qui restreint bien le vecteur x à {-1,+1} n . Cette

relaxation est très intéressante en vertu de la propriété suivante, dém ontrée par Goem ans et

W illiam son lorsque les poids des arêtes sont non-négatifs [G OE 95]

�

�

( )

( )

, i j

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

L - L.1 Annexes - Formulation du problème d´analyse discriminante par ellipsoïdes Page 78

( )

( )

( )

( )

( )

( )

A x

x

x

y

y

y

I

I i i i

i

i r

i

i

i r

i i

i i

=

-

-

-

- é

ë ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

1 2

2 2

2

1 2

2 2

2

�

�

B x

x

x

y

y

y

O

O i i

i

i r

i

i

i r

=

-

-

- é

ë ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

1

2

1

2

�

�

C

O

O

=

-

-

- é

ë ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

1

1

1

1

1

1

�

�

G =

- é

ë ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

0

0

0

0

0

0

�

�

O

I

D

I

O

=

-

-

-

- é

ë ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú e

e

e

e

e

e

�

�

( e est une constante égale à la précision des opérations arithm étiques effectuées).

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

L.2 C ODE SOURCE DU PROGRAMME

L.2.1 addMat

function Res = addMat(A, B)

%addMat addMat(A,B) construit la matrice [ A 0 ]

% [ 0 B ]

%

Res = [A zeros(size(A,1),size(B,2)) ; zeros(size(B,1),size(A,2)) B];

end

L.2.2 elliPlot

function elliPlot(A,b,c)

%elliPlot elliPlot(A,c) affiche l’ellipse d’équation x’ A x + b’ x + c <=

0

%

nPoints = 250; % Nombre de points de l’ellipse à

afficher

centre = (-1/2) * inv(A) * b; % Calcul du centre de l’ellipse

indep = centre’ * A * centre - c; % Calcul du terme indépendant

% On effectue la décomposition de Schur de la matrice A

[Rot, Diag] = schur(A/indep);

% Diag est une matrice portant les valeur propres sur sa diagonale

% Les valeurs propres sont égales aux inverses des carrés des demi-

axes

axes = 1 ./ sqrt(diag(Diag));

% On affiche l’ellipse à l’aide de la déformation d’un cercle par Rot

% et Diag. Les points à afficher sont stockés dans Point

for i=1:nPoints,

Point(:,i) = Rot * [axes(1)*cos(i*pi*2/nPoints) ; ...

axes(2)*sin(i*pi*2/nPoints)] + centre;

end

% On affiche le centre et les points

plot(centre(1),centre(2),’yx’,Point(1,:),Point(2,:),’y:’);

end

L.2.3 elliSep

function [A, b, c, gamma] = elliSep(inPoints, outPoints)

%elliSep elliSep(inPoints, outPoints) retourne dans A,b,c les paramètres

% définissant l’ellipsoïde de sphéricité maximale contenant tous

% les points de inPoints et aucun de outPoint s. Gamma contient le

% paramètre de sphéricité de cet ellipsoide (1 si spherique)

%

% On commence par preparer les données du programme semidéfini, à

% savoir les matrices Ai et C, le vecteur b et blk.

[A, b, C, blk] = prepareA(inPoints, outPoints);

% Initialisation des paramètres de l’algorithme à leurs valeurs par

défaut

setpars;

% Initialisation de l’itéré initial

initvars;

% Résolution du programme semidéfini

sdp;

% Conversion du vecteur y en paramètres de l’ellipsoïde

[A, b, c, gamma] = ytoAbc(y, size(inPoints,1));

end

L.2.4 pntPlot

function pntPlot(inPoints, outPoints)

%pntPlot pntPlot(inPoints, outPoints) affiche en vert les points inPoints

% et en rouge les points outPoints

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

%

plot(inPoints(1,:)’,inPoints(2,:)’,’g*’,outPoints(1,:)’,outPoints(2,:)’,’

r*’);

end

L.2.5 prepareA

function [A,b,C,blk] = prepareA(inPoints, outPoints)

%prepareA prepareA(inPoints, outPoints) calcule les matrices Ai et C, le

% vecteur b et blk, consituuant les données d’entrée de la

% procédure de résolutio n de programme semidéfini sdp

%

epsilon = 1e-8; scaling = 1; % Paramètres du modèle

dimPoints = size(inPoints, 1); % On calcule la dimension des points

if size(outPoints, 1) ~= dimPoints

error(’inPoints et outPoints doivent avoir les mêmes dimensions’);

end

% Calcul du nombre de données

nIn = size(inPoints, 2); nOut = size(outPoints, 2);

% Calcul du vecteur donnant la structure de bloc de la diagonale

blk = [ones(nIn + nOut, 1) ; dimPoints ; dimPoints];

% Affichage des paramètres

disp([’Dimension : ’ int2str(dimPoints) ’, il y a ’ int2str(nIn) ’

"in"

points et ’ int2str(nOut) ’ "out" points.’]);

disp([’Tolerance : ’ num2str(epsilon)]);

% index va parcourir le vecteur y des inconnues, les variables duales

index = 1;

% Matrices Ai pour les éléments de la matrice A

for indexI = 1:dimPoints

for indexJ = indexI:dimPoints

Ai = diag([inPoints(indexI,:) .* inPoints(indexJ,:) -

outPoints(indexI,:) .* outPoints(indexJ,:)]);

if indexJ ~= indexI

Ai = 2 * Ai;

end

Suppl = zeros(dimPoints);

Suppl(indexI, indexJ) = 1; Suppl(indexJ, indexI) = 1;

Ai = addMat(Ai, -Suppl);

Ai = addMat(Ai, Suppl);

A(index,:) = svec(Ai, blk, 1)’;

index = index + 1;

end

end

% Matrices Ai pour les éléments du vecteur b

for indexI = 1:dimPoints

Ai = diag([inPoints(indexI,:) -outPoints(indexI,:)]);

Ai = addMat(Ai, zeros(2*dimPoints));

A(index,:) = svec(Ai, blk, 1)’;

index = index + 1;

end

% Matrice Ai pour le coefficient c

Ai = diag([ones(1,nIn) -ones(1,nOut)]);

Ai = addMat(Ai, zeros(2*dimPoints));

A(index,:) = svec(Ai, blk, 1)’;

% Matrice Ai pour le coefficient gamma

Ai = diag([zeros(1,nIn+nOut)]);

Ai = addMat(Ai, zeros(dimPoints));

Ai = addMat(Ai, -eye(dimPoints));

A(index+1,:) = svec(Ai, blk, 1)’;

% Matrice C du membre de droite

C = diag([epsilon*ones(1,nIn) -epsilon*ones(1,nOut)]);

C = addMat(C, -scaling*eye(dimPoints));

C = addMat(C, zeros(dimPoints));

% Vecteur b de l’objectif

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

b = [zeros(index,1); -1];

end

L.2.6 testIn

function res = testIn(points, A, b, c)

%testIn testIn(points, A, b, c) retourne un vecteur booleen

spécifiant

% si les éléments de points sont à l’intérieur de l’ellipsoïde

% défini par A, b et c

%

for index = 1:size(points,2)

pointCourant = [points(:,index)];

res(index) = (pointCourant’ * A * pointCourant + b’ * pointCourant

+ c) <= 0;

end

end

L.2.7 ytoAbc

function [A, b, c, gamma] = ytoAbc(y, dimPoints)

%ytoAc ytoAbc(y, dimPoints) reconstruit la matrice A, les vecteur

b, c

% et le coefficient gamma à partir du vecteur des variables duales y

%

index = 1;

% Boucle pour les éléments de A

for indexI = 1:dimPoints

for indexJ = indexI:dimPoints

A(indexI, indexJ) = y(index);

A(indexJ, indexI) = y(index);

index = index + 1;

end

end

% Boucle pour les éléments de b

for indexI = 1:dimPoints

b(indexI,1) = y(index);

index = index + 1;

end

% Et les paramètres c et gamma

c = y(index);

gamma = y(index+1);

end

François Glineur Etude des méthodes de point intérieur appliquées à la programmation linéaire et à la programmation semidéfinie

L - L.3 Annexes - Page 82

L.3