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Introduction

La nécessité de pouvoir modéliser le comportement d'une membrane en présence
d'un �uide, ou inversement d'un �uide au contact d'une membrane est présente dans
de nombreux domaines.

Le matériau vivant présent naturellement dans le corps humain subit des déforma-
tions pouvant aller jusqu'a 40 % et a de plus un comportement non linéaire. L'élabora-
tion d'une simulation numérique pour ce type de matériau est une étape indispensable
pour permettre de mieux comprendre le comportement de ces structures que sont le
c÷ur, les vaisseaux, les muscles, ou à une autre échelle les cellules. Examinons par
exemple la problématique d'une opération cardio-vasculaire courante : le pontage. Il
s'agit d'une opération lourde et risquée visant à redessiner le réseau artériel d'un pa-
tient dont le système cardio-vasculaire présente de graves défaillances. Actuellement,
les chirurgiens disposent de très peu d'outils pour optimiser la nouvelle distribution
des écoulements sanguins. Ils procèdent essentiellement par expérience. La mise à dis-
position d'un outil numérique capable de modéliser les écoulements sanguins dans les

Fig. 1 � Modélisation d'une carotide via un calcul numérique d'interaction �uide-
structure par Gerbeau et Vidrascu [1].

artères permettrait d'améliorer le traitement en mettant en évidence, avant l'opération,
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les lacunes d'un réseau proposé, et en comparant les caractéristiques de l'écoulement
et des tensions artérielles de plusieurs solutions.

Cet outil peut également s'avérer très utile, voire indispensable, dans de nombreux
domaines de l'ingénieur. En aéronautique, on cherche à modéliser le comportement d'un
parachute (�gure 2) ou d'une aile de parapente (�gure 3) ; en biomécanique, l'étude de
petites pompes aspirant un �uide par le mouvement d'une membrane requiert de tels
programmes ; l'automobile y trouve une utilité directe pour la conception de systèmes
d'airbags et la conception de pneus ; la modélisation d'une voile de bateau, d'une toile
de chapiteau soumise au vent ou de structures gon�ables en sont des exemples.

Fig. 2 � Modélisation du comportement d'un parachute via un calcul numérique en
interaction �uide-structure par Stein et Tezduyar [2].

Fig. 3 � Modèle numérique d'un parapente par Kalro et Tezduyar [3].

La réalisation d'un programme de modélisation des membranes est en elle-même
un ouvrage intéressant dans de nombreux domaines. Le Génie civil peut y faire appel
pour modéliser le comportement d'une toile soumise à des charges (�gure 4), pour étu-
dier un joint souple, . . . Des applications de la mécanique, comme le thermosou�age,
de la biomécanique, de la médecine et de bien d'autres domaines sont nombreuses.
Des applications très spéci�ques naissent régulièrement. Par exemple, une technique
a récemment été mise au point pour combattre la presbytie, provoquée par le relâche-
ment des muscles chargés de focaliser la vision. L'ajout de petits éléments rigides dans
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l'÷il a été étudié en utilisant un programme de calcul de membranes pour modéliser
la cornée [4].

Fig. 4 � Modélisation d'une toile soumise au vent, par Markus Glück [5].

Pourquoi un modèle numérique ?

L'utilité d'une étude numérique de ces di�érents projets est de plus en plus claire.
L'étude analytique du comportement d'une membrane, indépendamment de toute in-
�uence d'un �uide, devient extrêmement di�cile dès lors qu'il s'agit d'une membrane
quelque peu complexe. Quant à l'interaction �uide-membrane, la complexité d'un trai-
tement analytique rend impossible toute étude purement théorique d'un projet précis.

Les études expérimentales sont utiles pour ra�ner un objet ou con�rmer ses pro-
priétés. Elles sont toutefois coûteuses et parfois lourdes à mettre en ÷uvre, surtout
lorsqu'il s'agit de représenter un mécanisme d'interactions entre un �uide et une mem-
brane (contrôle des paramètres de pression, de vitesse, de débit ; écoulement tridimen-
sionnel, problèmes d'échelle, maîtrise des conditions aux limites, . . . pour le �uide ;
contrôle des contraintes, des déformations ; maîtrise du matériau, des conditions aux
frontières, . . . pour la membrane).

La détermination préalable du comportement de l'objet est donc très utile, voire
indispensable, si l'on veut éviter de dépenser beaucoup d'argent dans de longs essais.
Les méthodes numériques sont un moyen peu coûteux et �exible d'établir des modèles
d'interactions. Dans beaucoup de cas, il convient néanmoins de valider les modèles
numériques par des modèles physiques.

Notons que ces vingt dernières années, le développement des modèles numériques
s'est considérablement accéléré. Par ailleurs, l'e�cacité croissante des ordinateurs per-
met d'exécuter des modélisations de plus en plus complexes.
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Etat des lieux

Nous ne cherchons pas ici à faire une étude bibliographique à proprement parler,
mais plutôt de donner quelques points de repère au lecteur à propos de la modélisation
des membranes et de l'interaction �uide-membrane.

L'expression de l'énergie de déformation aujourd'hui couramment utilisée pour les
membranes en grandes déformations supposées incompressibles a été écrite par Mooney
(1940), puis simpli�ée par Rivlin (1948). Depuis, une expression a vu le jour pour des
matériaux compressibles (Simo et Pister, 1984).

Les bases du calcul des membranes en grandes déformations ont été posées par
Green et Adkins avec leurs travaux sur l'élasticité non-linéaire (1960). Depuis lors
de nombreux écrits ont été publiés sur le sujet. La plupart de ceux-ci traitent de
l'équilibre de membranes cylindriques ou sphériques soumises à une pression uniforme
(Corneliussen et Shield, 1961 ; Alexander, 1971 ; Haughton et Ogden, 1978 ; Ratner,
1983 ; Li et Steigmann, 1993 ; Haseganu et Steigmann, 1994 ; Chen, 1995). Notons que
le nombre d'expériences réalisées dans ce domaine est relativement faible par rapport
aux travaux théoriques et numériques.

L'analyse de grandes déformations de membranes contenant un �uide au repos a fait
l'objet de quelques rares études depuis les travaux de Green et Adkins. Les publications
les plus importantes sont celles de Yu et Valanis (1970), Boyer et Gutkowski (1970)
et, plus récemment, Haughton (1996) et Pamplona (2000).

L'importance de l'étude du comportement statique et dynamique des membranes
en biologie et en bio-ingénieurie a été mise en évidence par de nombreux travaux tels
que ceux de Evans et Skalak (1981), Secomb et Gross (1983), Pamplona et Calladine
(1983).

La modélisation de l'interaction d'un �uide en mouvement avec des structures mo-
biles, mais moins déformables que les membranes a quelques années de moins. Parmi
les travaux réalisés, certains sont particulièrement intéressants car ils marquent la
transition vers l'étude de l'interaction �uide-membrane en tentant de répondre à des
problèmes tels que la modélisation d'écoulements sanguins. Citons, parmi d'autres, les
travaux de Pedley et Ralph sur les écoulements visqueux à travers un canal compor-
tant un obstacle mobile (1985), ceux d'Ogawa et Ishiguro, qui ont développé un modèle
bidimensionnel a�n d'étudier les �ux sanguins dans un ventricule du c÷ur (1987), et
Rogers et al., qui ont résolu les équations de Navier-Stokes pour étudier un écoule-
ment à travers un c÷ur arti�ciel (1991). Rosenfeld et Kwak (1989) ont appliqué une
transformation des coordonnées en fonction du temps a�n de résoudre les problèmes
liés aux frontières mobiles, traçant ainsi le chemin de la formulation moderne ALE des
équations de Navier-Stokes.

L'étude numérique de l'interaction �uide-membrane en régime dynamique est très
récente. Peu de travaux ont été réalisés à ce jour. Epinglons toutefois les travaux de
Tezduyar, Behr et Liou, qui ont développé un modèle numérique de dynamique des
�uides impliquant des frontières mobiles (1992), et qui par la suite ont étudié des
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modèles de parachutes par couplage �uide-structure (1999).

Objectifs du mémoire

L'objectif de ce mémoire est double :

� d'une part l'écriture, de A à Z, d'un programme de calcul des déformations dans
le temps d'une membrane 3D soumise à un jeu de forces, ainsi que sa véri�cation
à l'aide de problèmes solutionnés par la théorie. Nous nous limiterons pour ce
faire à des matériaux incompressibles, homogènes et isotropes.

� d'autre part, le couplage de ce code avec un code �uide existant et l'observation
de résultats d'interactions �uide-membrane.

Pour la réalisation du code, nous commencerons par étudier la théorie des grandes
déformations pour les membranes. A cette occasion, nous rédigerons une démarche
complète permettant d'obtenir les tenseurs, les équations et les outils nécessaires à la
création du programme. Nous établirons également le lien existant avec la théorie des
petites déformations.

Nous nous appuierons notamment sur la thèse de doctorat de Nicolas Chevaugeon
et ses explications. Les recherches bibliographiques nécessaires seront menées a�n de
compléter la théorie et de la comprendre avec su�samment de profondeur que pour se
sentir à l'aise lors de son implémentation. Di�érents modèles de matériaux hyperélas-
tiques seront évoqués.

Par la suite, nous utiliserons di�érents outils du calcul numérique (discrétisations
spatiales et temporelles) a�n de réaliser le code de calcul. Nous fournirons les explica-
tions nécessaires à la compréhension des démarches utilisées en tentant de leur donner
un aspect didactique.

Le code sera implémenté en utilisant le bagage théorique acquis et sera véri�é via
des cas solutionnés par la théorie.

En�n, nous parcourerons la théorie de base d'un programme de calcul des �uides,
et nous le couplerons avec notre code. Pour ce faire, nous acquérirons les notions de la
mécanique des �uides nécessaires, et nous tenterons de traduire cet apprentissage en
un exposé clair.

Nous terminerons ce travail par des applications pratiques du couplage �uide-
membrane. Notons que le temps consacré à l'application du programme de couplage
sera plus important que celui réservé à l'apprentissage des notions nécessaires, car la
connaissance la plus poussée et la plus durable du sujet sera acquise au fur et à mesure
des essais et erreurs de sa mise en pratique.



Première partie

Elaboration d'un code de calcul de
membranes



Chapitre 1

Théorie des membranes en grandes
déformations

Dans ce chapitre, nous décrivons les di�érents outils de la mécanique des mi-
lieux continus nécessaires à l'établissement d'un modèle cinématique des membranes
en grandes déformations. Nous y abordons les règles qui régissent le comportement
des matériaux hyperélastiques, et notamment l'expression expérimentale de Mooney-
Rivlin caractérisant l'énergie de déformation de tels matériaux. En �n de chapitre,
nous établirons une relation entre les contraintes et les déformations.

Qu'est-ce qu'une membrane ?

Une membrane est une structure qui s'étend essentiellement dans deux directions
de l'espace et dont l'épaisseur est faible. Du point de vue mécanique, elle présente
une résistance à la traction dans son plan mais ne peut reprendre aucun e�ort de
compression signi�catif. Le comportement classique d'une membrane en compression
dans son plan est le froissement. Sa faible épaisseur et surtout l'absence de contraintes
de compression font qu'une membrane ne présente pas de résistance à la �exion. Des
feuilles de papier, des bandes magnétiques, des parois artérielles et des ballons en
caoutchouc en sont des exemples.

Qu'est-ce qu'un matériau hyperélastique ?

Un objet possède un comportement élastique si, libéré après avoir subi une défor-
mation suite à l'application d'une force, il revient de lui-même dans son état initial.
Un matériau hyperélastique est un matériau capable de subir une grande déformation
tout en conservant un comportement élastique. Le caoutchouc est l'exemple type du
matériau hyperélastique. Les équations constitutives sont caractérisées par un com-
portement non-linéaire, et le matériau est souvent incompressible.
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1 Cinématique

1.1 Con�gurations eulériennes et lagrangiennes

Notions générales

En mécanique des milieux continus, on distingue deux modèles de représentation
d'une grandeur G, qu'elle soit scalaire, vectorielle ou tensorielle :

� la représentation eulérienne, dans laquelle on considère à chaque instant la
grandeur en chacun des points. Toutes les données de l'espace sont considérées
au temps t, indépendamment des particules se trouvant à l'endroit étudié :

G = Q(~x, t), (1.1)

ce qui signi�e que G est une fonction Q du temps t et du point géométrique de
l'espace renseigné par les coordonnées de ~x.

� la représentation lagrangienne, dans laquelle une particule est indexée selon sa
position dans la con�guration de référence. La grandeur est décrite en prenant
sa valeur aux positions des particules au cours du temps, c'est-à-dire en relevant
la valeur de G le long de leurs trajectoires et en calculant leurs horaires de
parcours :

G = R( ~X, t), (1.2)
ce qui signi�e que G est une fonction R du temps t et de la position ~X de la
particule considérée dans sa position de référence. La dérivée d'une grandeur le
long d'une trajectoire est appelée dérivée matérielle de cette grandeur.

La grandeur G peut représenter notamment les coordonnées eulériennes de la par-
ticule au temps considéré, ce qui nous permet d'écrire :

~x(t) = ~x( ~X, t) . (1.3)

Au temps de référence t0, les deux représentations sont confondues.

Coordonnées d'un point de la membrane

Considérons une membrane décrite par sa con�guration de référence C0. Nous choi-
sissons de considérer que, pour la suite, la con�guration de référence soit la con�gu-
ration au temps 0. Nous l'appelerons donc également con�guration initiale. Dans un
repère orthonormé, les coordonnées lagrangiennes Xi d'un point P de la membrane
seront telles que :

~X = Xi ~ei, 1 ≤ i ≤ 3, (1.4)

où ~X donne la position du point P dans la con�guration de référence. Par la suite,
nous n'indiquerons plus les valeurs prises par l'indice i, celui-ci prenant toujours les
valeurs 1, 2 et 3.
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Au temps t, la membrane va occuper une con�guration déformée notée C. Dans
cette con�guration les coordonnées eulériennes xi(t) du point P seront telles que :

~x(t) = xi( ~X, t)~ei. (1.5)

Nous noterons ~u le vecteur des déplacements entre la con�guration de référence et
la con�guration au temps t :

~u(~x, t) = ~x( ~X, t)− ~X. (1.6)

1.2 Principaux tenseurs de déformation

Si nous prenons un petit vecteur ~dX de la con�guration de référence, et que ce
vecteur est déformé en un vecteur ~dx(t) au temps t, nous pouvons écrire :

~dx(t) =
∂~x( ~X, t)

∂ ~X
· ~dX = ¯̄F ( ~X, t) · ~dX. (1.7)

Le tenseur ¯̄F permet de passer de la con�guration de référence C0 à la con�guration
déformée C (�gure 1.1). Il est appelé tenseur des gradients de déformation. Remarquons

Fig. 1.1 � Illustration d'un lien cinématique entre con�gurations de référence et dé-
formée.

que
¯̄F = ¯̄F ( ~X, t), (1.8)

ce qui signi�e bien que la déformation qu'il dé�nit est celle se produisant pour une
particule, en un instant. Il en ira de même pour les autres tenseurs des déformations que
nous utiliserons. Cependant, a�n d'alléger l'écriture dans la suite du document, nous
n'indiquerons pas systématiquement les variables d'espace et de temps dont dépendent
les di�érents tenseurs.

Nous dé�nissons le tenseur des dilatations de Cauchy-Green droit ¯̄C( ~X, t) par :
¯̄C( ~X, t) = ¯̄F ( ~X, t)T · ¯̄F ( ~X, t) (1.9)
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Celui-ci permet d'obtenir la longueur d'un vecteur déformé :

ds2 = ~dx(t) · ~dx(t) = ~dX · ¯̄C( ~X, t) · ~dX, (1.10)

ainsi que la variation d'angle d'un vecteur entre la situation de référence et la con�gu-
ration déformée :

sin(θij) =
Cij( ~X, t)√

Cii( ~X, t)Cjj( ~X, t)
, (1.11)

où θij est l'angle formé par les projection de ~dX et de ~dx sur le plan contenant ~ei et
~ej .

Pour terminer, nous donnons la dé�nition du tenseur des déformations de Green-
Lagrange ¯̄E :

~dx · ~dy − ~dX · ~dY = 2 ~dX · ¯̄E · ~dY , (1.12)
où ~dx et ~dy sont deux vecteurs de la con�guration déformée et ~dX et ~dY leurs équi-
valents dans la con�guration de référence.

Si ~dx = ~dy, le tenseur ¯̄E nous donne la di�érence des carrés des longueurs du
vecteur dans les deux con�gurations :

ds2 − dS2 = ~dx · ~dx− ~dX · ~dX = 2 ~dX · ¯̄E · ~dX, (1.13)

où ds et dS sont les longueurs respectives de ~dx et ~dX.

En développant l'expression (1.12) à l'aide de (1.7), nous obtenons :

~dX · ¯̄F T · ¯̄F · ~dY − ~dX · ~dY = 2 ~dX · ¯̄E · ~dY , (1.14)
~dX · ( ¯̄F T · ¯̄F − ¯̄I) · ~dY = 2 ~dX · ¯̄E · ~dY , (1.15)

qui nous donne une expression simple de ¯̄E :

¯̄E =
1
2

( ¯̄C − ¯̄I). (1.16)

1.3 Membranes axisymétriques et membranes 3D

Beaucoup de développements à propos des membranes ont été réalisés pour des
structures axisymétriques. Cela permet de travailler avec une théorie, une géométrie
et des calculs plus simples. Pour représenter une structure telle que montrée à la �gure
1.2, il su�t de prendre une génératrice de la structure et d'étudier le comportement
de celle-ci.

Si nous adoptons cette con�guration, la géométrie de la membrane n'est décrite
que par une seule coordonnée curviligne s :

~x = ~x(s, t). (1.17)
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Fig. 1.2 � Représentation 3D d'une membrane axisymétrique, et sa génératrice.

Pour décrire une membrane ne présentant pas de symétrie axiale par contre, il faut
considérer une géométrie tridimensionnelle. Dans ce cas, la membrane sera parcourue
au moyen de deux coordonnées curvilignes :

~x = ~x(s1, s2, t). (1.18)

Les calculs à réaliser seront alors beaucoup plus lourds. En contrepartie, l'étude de
telles membranes s'étend à des domaines beaucoup plus nombreux et variés. Elle per-
met de prendre en charge toutes les applications pratiques où une étude est nécessaire.

Dans le cadre de ce mémoire, nous avons choisi de considérer des membranes tri-
dimensionnelles a�n de pouvoir coupler notre modèle numérique avec un programme
�uide 3D et pour l'aspect plus général de cette approche.

1.4 Bases covariantes et contravariantes

Nous pouvons dé�nir des bases dites naturelles, qui suivent l'orientation de la
membrane. L'avantage de travailler avec un repère associé à la membrane est que
les expressions des principaux tenseurs de déformations sont plus simples et moins
gourmandes en temps de calcul que si nous avions travaillé dans un autre repère. Les
tenseurs de contraintes verront également leurs expressions simpli�ées.

Deux bases naturelles peuvent être adoptées, selon qu'une grandeur s'exprime plus
facilement dans l'une ou dans l'autre. Nous distinguons :

� la base covariante, dont les deux vecteurs se dé�nissent par :

~Gα(s1, s2) =
∂ ~X(s1, s2)

∂sα
=
∂Xi(s1, s2)

∂sα
~ei, i = 1, 2, 3, α = 1, 2, (1.19)
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dans la con�guration de référence et

~gα( ~X, t) =
∂~x( ~X, t)
∂sα

=
∂xi( ~X, t)
∂sα

~ei, i = 1, 2, 3, α = 1, 2, (1.20)

dans la con�guration déformée.

� la base contravariante, dont les deux vecteurs se dé�nissent par :

~Gα(s1, s2) =
∂sα

∂Xi(s1, s2)
~ei, i = 1, 2, 3, α = 1, 2, (1.21)

~g α( ~X, t) =
∂sα

∂xi( ~X, t)
~ei, i = 1, 2, 3, α = 1, 2, (1.22)

respectivement en con�gurations initiale et déformée.

Ces bases ne sont pas nécessairement orthogonales.

Dans la suite du document, nous noterons par des lettres grecques les indices pren-
nant les valeurs 1 et 2, et par des lettres latines ceux prennant les valeurs 1, 2 et
3.

Pour illustrer ces dé�nitions, considérons une membrane cylindrique (�gure 1.3),
dont le point P possède les coordonnées suivantes dans la con�guration de référence
(le raisonnement est similaire pour toute con�guration déformée) :

~X(θ, z) = z ~ez +R cos(θ)~ex +R sin(θ)~ey. (1.23)

Fig. 1.3 � Illustration de trois types de bases liées à un cylindre : base cylindrique
(à gauche), bases naturelles en con�guration initiale (au centre) et bases naturelles en
con�guration déformée (à droite).
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Les vecteurs de la base covariante s'obtiennent par :

~Gz =
∂ ~X

∂z
= ~ez, (1.24)

~Gθ =
∂ ~X

∂θ
= −R sin(θ)~ex +R cos(θ)~ey. (1.25)

Les bases covariantes et contravariantes sont dites duales, c'est-à-dire que

~Gα · ~Gβ = δβα, (1.26)
~gα · ~g β = δβα. (1.27)

Cela permet d'obtenir facilement la base contravariante dans l'exemple précédent :

~Gz = ~ez, (1.28)
~Gθ = − 1

R
sin(θ)~ex +

1
R

cos(θ)~ey. (1.29)

Les métriques de ces bases sont dé�nies par :

Gαβ = ~Gα · ~Gβ, (1.30)
Gαβ = ~Gα · ~Gβ, (1.31)
gαβ = ~gα · ~gβ, (1.32)
gαβ = ~gα · ~gβ, (1.33)

et nous pouvons montrer que

GαγG
γβ = δβα, (1.34)

gαγg
γβ = δβα, (1.35)

c'est-à-dire que les matrices de ces métriques sont l'inverse l'une de l'autre. Nous
pouvons également montrer que ces matrices sont symétriques.

Le passage d'une base à l'autre est dé�ni par les relations :

~Gα = Gαβ ~Gβ, (1.36)
~Gα = Gαβ ~G

β, (1.37)
~g α = gαβ ~gβ, (1.38)
~gα = gαβ ~g

β. (1.39)

1.5 Tenseurs des déformations en bases locales

Dans les bases naturelles, le tenseur ¯̄F du gradient des déformations de la con�gu-
ration initiale à la con�guration déformée s'écrit :

¯̄F = ~gα ⊗ ~Gα. (1.40)
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En e�et, si nous prenons les deux vecteurs élémentaires ~dX et ~dx(t) dé�nis au point
matériel considéré respectivement sur les con�gurations initiale et déformée par :

~dX = dsα ~Gα, (1.41)
~dx(t) = dsα ~gα(t), (1.42)

nous véri�ons bien :
¯̄F · ~dX = ~gα ⊗ ~Gα · ~Gγ dsγ = ~gα δ

γ
α dsγ = ~gα dsα = ~dx, (1.43)

où nous dé�nissons un produit scalaire entre un tenseur ¯̄T = Tαβ ~uα⊗~vβ et un vecteur
~x = xγ ~wγ , noté ¯̄T · ~x, comme :

¯̄T · ~x = Tαβ ~uα (~vβ · ~wγ)xγ . (1.44)

Le tenseur ¯̄F s'écrit de manière simple dans les bases naturelles initiale et défor-
mée. Il peut néanmoins être utile de se convaincre de sa dé�nition en réécrivant son
expression dans la base usuelle :

¯̄F = ~gα ⊗ ~Gα =
(
∂xi
∂sα

~ei

)
⊗
(
∂sα
∂Xj

~ej

)
, (1.45)

=
∂xi
∂Xj

~ei ⊗ ~ej . (1.46)

Avec,
~dX = dXi~ei, (1.47)

nous avons :
¯̄F · ~dX =

∂xk
∂Xj

~ek ⊗ ~e j · ~ei dXi, (1.48)

=
∂xk
∂Xj

~ek δ
j
i dXi, (1.49)

=
∂xk
∂Xi

dXi ~ek, (1.50)

= dxk ~ek, (1.51)
= ~dx. (1.52)

Le tenseur ¯̄C des dilatations de Cauchy-Green peut également s'écrire de manière
simple. Si nous considérons que :

¯̄F T = ~Gα ⊗ ~gα, (1.53)

nous trouvons :
¯̄C = ¯̄F T · ¯̄F, (1.54)

=
(
δβα ~G

α ⊗ ~gβ
)
·
(
δζγ~gγ ⊗ ~Gζ

)
, (1.55)

= gβγ δ
β
α δ

ζ
γ
~Gα ⊗ ~Gβ, (1.56)

= gαβ ~G
α ⊗ ~Gβ. (1.57)
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où nous dé�nissons un produit scalaire entre deux tenseurs ¯̄A = Aαβ~aα ⊗~bβ et ¯̄B =
Bγζ~cγ ⊗ ~dζ , noté ¯̄A · ¯̄B, comme :

¯̄A · ¯̄B = AαβBγζ(~bβ · ~cγ)~aα ⊗ ~dζ . (1.58)

Notations : lorsque nous représentons un tenseur par un lettre munie de 2 indices
bas, par exemple Aαβ , le tenseur correspondant est en fait ¯̄A = Aαβ ~G

α ⊗ ~Gβ , c'est-à-
dire que les Aαβ sont les composantes du tenseur ¯̄A dans la base contravariante de la
con�guration initiale au point considéré. Lorsque nous voulons écrire les composantes
d'un tenseur dans la base covariante, nous écrivons Aαβ. Ainsi,

¯̄A = Aαβ ~G
α ⊗ ~Gβ, (1.59)

¯̄B = B β
α
~Gα ⊗ ~Gβ, (1.60)

¯̄C = Cαβ
~Gα ⊗ ~Gβ, (1.61)

¯̄D = Dαβ ~Gα ⊗ ~Gβ. (1.62)

2 Petites et grandes déformations

Dans de nombreuses applications, la théorie des petites déformations permet d'éta-
blir des modèles relativement proches de la réalité. Lorsque l'on cherche à modéliser
un objet dont les déformations sont importantes, une théorie plus générale est néces-
saire. Dans cette section, nous montrons que la théorie des petites déformations est
une version simpli�ée de la théorie des grandes déformations.

Propriétés des petits déplacements

Les petites déformations sont caractérisées par les propriétés suivantes :
� Con�gurations de référence et déformée très proches.
� Les représentations lagrangiennes et eulériennes de tous les champs sont confon-

dues.
� Les dérivées partielles spatiales de tous les champs s'e�ectuent indi�éremment

par rapport aux coordonnées lagrangiennes et eulériennes.
� Les dérivées matérielles de tous les champs sont confondues avec leurs dérivées

temporelles.

2.1 Linéarisation des déformations

Le tenseur des gradients de déformation ¯̄F , dé�ni par l'équation (1.7), peut se
réécrire :

¯̄F =
∂~x

∂ ~X
=
∂(~u+ ~X)

∂ ~X
=

∂~u

∂ ~X
+ ¯̄I. (1.63)
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En introduisant cette expression dans l'expression (1.16) de ¯̄E, nous obtenons :

¯̄E =
1
2

((
¯̄I +

∂~u

∂ ~X

)T
·
(

¯̄I +
∂~u

∂ ~X

)
− ¯̄I

)
, (1.64)

=
1
2

((
∂~u

∂ ~X

)T
+
(
∂~u

∂ ~X

)
+
(
∂~u

∂ ~X

)T
·
(
∂~u

∂ ~X

))
. (1.65)

Nous pouvons remarquer que le tenseur des déformations en grandes déformations
contient un terme quadratique, signi�ant que les analyses en grandes déformations sont
non-linéaires. Lorsque les déformations sont peu importantes, le terme quadratique est
négligeable devant les deux autres. Si nous le supprimons, nous nous trouvons dans la
théorie des petites déformations, où l'équivalent de ¯̄E est le tenseur des déformations
in�nitésimales ¯̄ε :

¯̄ε =
1
2

((
∂~u

∂ ~X

)T
+
(
∂~u

∂ ~X

))
≈ 1

2

((
∂~u

∂~x

)T
+
(
∂~u

∂~x

))
. (1.66)

Les propriétés des petits déplacements ne sont plus valables en grandes déforma-
tions, car elles s'appuient sur la suppression du terme quadratique de l'expression du
tenseur des déformations. Il est important de noter également que les dérivées par-
tielles dans le tenseur des déformation de Green-Lagrange ¯̄E sont dé�nies par rapport
à la con�guration initiale. Ce tenseur décrit donc les déformations en coordonnées
lagrangiennes.

2.2 Exemple du 1D

La simpli�cation décrite ci-dessus pour passer à la théorie des petites déformations
apparaît très clairement si nous considérons une déformation dans un espace à une
dimension.

Considérons un segment de longueur l0 dans la con�guration de référence et l au
temps t. Le tenseur du gradient des déformations devient un simple scalaire et vaut :

F =
l

l0
. (1.67)

Les déformations de Green-Lagrange deviennent donc :

E =
1
2
(
F 2 − 1

)
=

1
2

(
l2

l20
− 1
)

=
1
2

(
(l0 + ∆l)2

l20
− 1
)
, (1.68)

=
∆l
l0

+
∆l2

2 l20
. (1.69)

Si les déformations sont petites, le deuxième terme est négligeable par rapport au
premier et nous avons bien :

E =
∆l
l0

= ε . (1.70)
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3 Comportement du matériau

3.1 Principes et hypothèses

Pour un matériau élastique, les contraintes dérivent d'une énergie de déformation.
Nous souhaiterions donc obtenir une loi de comportement permettant de lier les dé-
formations à une énergie W , a�n d'en déduire une loi contraintes-déformations.

Cette loi doit être valable pour des matériaux répondant à nos hypothèses, à savoir
des matériaux incompressibles, homogènes et isotropes.

La plupart des lois de comportement existantes sont formulées en fonctions des
élongations principales ou des invariants du tenseur des dilatations de Cauchy-Green ¯̄C.
En e�et, nous nous trouvons dans le cas d'un matériau isotrope ; nous nous attendons
donc à ce que l'énergie de déformation ne dépende que de valeurs indépendantes de
tout repère.

3.2 Elongations principales et invariants du tenseur des dilatations

Les élongations principales λ1, λ2, λ3 d'un matériau déformé sont les racines car-
rées des trois valeurs propres du tenseur des dilatations de Cauchy-Green. Géomé-
triquement, elles correspondent à l'étirement de la matière dans les trois directions
principales.

Les invariants de ¯̄C sont au nombre de trois :

I1 = tr ¯̄C, (1.71)

I2 =
1
2

[(
tr ¯̄C

)2
− tr ¯̄C2

]
, (1.72)

I3 = det ¯̄C. (1.73)

Tout comme les élongations, ceux-ci sont indépendants du repère.

Les invariants peuvent être formulés en fonctions des élongations :

I1 = λ 2
1 + λ 2

2 + λ 2
3 , (1.74)

I2 = λ 2
1 λ

2
2 + λ 2

2 λ
2
3 + λ 2

1 λ
2

3 , (1.75)
I3 = λ 2

1 λ
2
2 λ

2
3 , (1.76)

et inversement :

λ 2
k =

1
3

[
I3 + 2

(
I 2

1 − 3I2

)1/2 cos
(

1
3

(θ + 2πk)
)]

, k = 1, 2, 3, (1.77)

où θ est dé�ni par :
θ = arccos

(
2I 3

1 − 9I1I2 + 27I3

2(I 2
1 − 3I2)3/2

)
. (1.78)
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3.3 Energie de déformation

Nous avons fait l'hypothèse d'un matériau incompressible. Cela implique que

I3 = λ 2
1 λ

2
2 λ

2
3 = 1. (1.79)

Physiquement, cela signi�e que si nous tirons sur la membrane, non seulement elle
s'allonge dans le sens de la traction, mais en plus elle se rétrécit dans la direction
perpendiculaire à la membrane.

L'énergie de déformation va donc s'exprimer en fonction de I1 et I2 ou de λ1 et λ2.

Une expression répandue pour des matériaux hyperélastiques est la formule de
Mooney [7] :

W =
∞∑

i,j=0

Cij(I1 − 3)i(I2 − 3)j , (1.80)

où les Cij sont les constantes matérielles du modèle.

Plusieurs versions simpli�ées de cette expression sont utilisées, la plus courante
étant le modèle de Mooney-Rivlin [8] :

W = C1(I1 − 3) + C2(I2 − 3), (1.81)

où (C1, C2) sont les constantes matérielles du modèle. C'est cette expression que nous
utiliserons.

Dans la littérature, nous trouvons également les modèles cubique, néo-hookéen, de
Isihara, de Gent et Thomas et de Hart-Smith, respectivement écrits :

W = C1(I1 − 3) + C2(I1 − 3)2 + C3(I1 − 3)3, (1.82)

W =
1
2
G (I1 − 3), (1.83)

W = C1(I1 − 3) + C2(I1 − 3)2 + C3(I2 − 3), (1.84)

W = C1(I1 − 3) + C2 ln
(
I2

3

)
, (1.85)

W = G

[∫
ek1(I1−3)2

dI1 + k2 ln
(
I2

3

)]
, (1.86)

où les grandeurs (C1, C2, C3, k1, k2) sont les constantes matérielles des di�érents mo-
dèles.

D'autres modèles utilisent les élongations principales. C'est le cas de celui d'Ogden :

W =
N∑

i=1

µi
αi

(λαi1 + λαi2 + λαi3 − 3), (1.87)

où (µi, αi)i=1,N sont des constantes matérielles.
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Matériaux utilisés

Pour une bonne représentation des éléments examinés, il est important de bien
connaître les caractéristiques de leurs matériaux. Pour rappel, nous modélisons des
matériaux isotropes, homogènes, incompressibles et hyperélastiques.

Le tableau 1.1 donne quelques exemples de valeurs de C1 et C2 trouvées dans la
littérature pour l'expression de Mooney-Rivlin :

Matériau Propriétés
C1 [MPa] C2 [MPa] % [kg/m3]

Caoutchouc � moyen � [9] 0.13 0.095 1500
Latex naturel [10] 0.1184 0.1057 1500

Modèle du myocarde [11] 2.1 0 1100
Plastic HIPS (145�C) [12] 0.085 0 1400
Plastic ABS (145�C) [12] 0.23 0 1400

Tab. 1.1 � Valeurs des coe�cients de Mooney-Rivlin pour quelques matériaux (HIPS
= high impact polystyrene skin).

Une bonne approximation de la constante C1 consiste à prendre le module de Young
du matériau divisé par 6 [4]. Le module est généralement plus facile à trouver que les
constantes de Mooney-Rivlin.

3.4 Relation contraintes-déformations

Comme nous l'avons dit plus haut, pour un matériau élastique, les contraintes
dérivent d'une énergie de déformation W .

En petite déformation, le tenseur des contraintes de Cauchy peut être dé�ni comme
étant la dérivée de l'énergie de déformation par rapport au tenseur des déformations
in�nitésimales :

¯̄σ =
∂W

∂¯̄ε
. (1.88)

Puisque nous travaillons en petites déformations, ce tenseur est dé�ni de la même
manière dans la con�guration initiale et dans la con�guration déformée.

En grandes déformations, les contraintes peuvent être décrites en coordonnées eulé-
riennes ou lagrangiennes, donnant lieu à des expressions cinématiquement di�érentes.
Le tenseur des contraintes de Cauchy ¯̄σ donne les contraintes en coordonnées eulé-
riennes, alors que le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchho� ¯̄S est dé�ni sur
la con�guration de référence. La relation cinématique liant ¯̄S à ¯̄σ est la suivante :

¯̄S = det
(

¯̄F
)

¯̄F T ¯̄σ ¯̄F . (1.89)
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Dans notre cas, nous travaillons avec une formulation lagrangienne totale. Nous
utilisons donc le tenseur ¯̄S, qui se dé�nit plus exactement par :

¯̄Sαβ =
∂W

∂ ¯̄Eαβ
. (1.90)

La forme caractéristique de la courbe contraintes-déformations d'un matériau hy-
perélastique est donnée par la �gure 1.4. La courbe met en évidence le caractère non-

Fig. 1.4 � Relation contraintes-déformations dans un espace à une dimension, S re-
présente les contraintes, E les déformations.

linéaire de la relation.

Pour ces matériaux, ¯̄S peut être obtenu facilement en dérivant W par rapport
au tenseur des déformations de Green-Lagrange. Nous utiliserons donc l'expression
suivante :

¯̄S =
∂W

∂ ¯̄C
∂ ¯̄C
∂ ¯̄E

= 2
∂W

∂ ¯̄C
, (1.91)

pour laquelle nous avons utilisé (1.16).

Pour un matériau incompressible (I3 = 1), nous pouvons réécrire cette égalité sous
la forme suivante :

¯̄S = 2
∂W

∂ ¯̄C
= 2

∂W

∂Ii

∂Ii

∂ ¯̄C


i=1, 2; I3=1

, (1.92)

où les dérivées ∂Ii
∂ ¯̄C

s'écrivent :

∂I1

∂ ¯̄C
= ¯̄I, (1.93)

∂I2

∂ ¯̄C
= I1 · ¯̄I − ¯̄C, (1.94)

∂I3

∂ ¯̄C
= I3 · ¯̄C−1. (1.95)

Dans le cas du modèle de Mooney-Rivlin (équation (1.81)), cette expression devient :

¯̄S = 2C1
∂I1

∂ ¯̄C
+ 2C2

∂I2

∂ ¯̄C
. (1.96)
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3.5 Réduction à un problème plan

Pour éviter d'avoir à calculer le tenseur ¯̄C et ses invariants dans le repère usuel, ce
qui nous ferait perdre tout le béné�ce de la cinématique plane, nous allons exprimer
ses invariants en fonction des invariants d'un tenseur sur un espace de dimension 2,
c'est-à-dire le plan tangent à la membrane au point considéré. C'est ici que les bases
covariantes et contravariantes dé�nies plus haut interviennent.

Si nous désignons par ¯̄F ′ le tenseur des gradients de déformation dans ce plan, nous
écrivons :

¯̄F ′ = ~g1 ⊗ ~G1 + ~g2 ⊗ ~G2. (1.97)

La di�érence avec le tenseur ¯̄F est que ¯̄F ′ ne prend pas en compte les déformations
sur l'épaisseur de la membrane. Ces déformations peuvent être caractérisées par le
rapport h

H , où H est l'épaisseur dans la con�guration initiale et h est l'épaisseur dans
la con�guration déformée. Ce rapport est donné par la racine carrée de la troisième
valeur propre de ¯̄C :

λ3 =
h

H
, (1.98)

et est supposé uniforme sur l'épaisseur de la membrane.

Nous dé�nissons ensuite ¯̄C ′ :
¯̄C ′ = ¯̄F ′T ¯̄F ′. (1.99)

Nous noterons I ′1 et I ′2 ses deux invariants,
I ′1 = tr ¯̄C ′, (1.100)
I ′2 = det ¯̄C ′. (1.101)

Les valeurs de ces invariants se calculent par :
I ′1 = C1

1 + C2
2, (1.102)

I ′2 = C1
1C

2
2 − C1

2C
2
1, (1.103)

en utilisant les valeurs de Cαβ déduites de
Cαβ = Gγαgγβ , (1.104)

puisque
¯̄C = gγβ ~G

γ ⊗ ~Gβ, (1.105)
= gγβ

(
Gγα ~Gα

)
⊗ ~Gβ, (1.106)

= Cαβ
~Gα ⊗ ~Gβ. (1.107)

Nous pouvons écrire les invariants de ¯̄C en fonction de I ′1 et I ′2 :

I1 = I ′1 +
1
I ′2
, (1.108)

I2 = I ′2 +
I ′1
I ′2
, (1.109)

I3 = 1. (1.110)
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L'incompressibilité revient à écrire :

I3 = det ¯̄C = λ 2
3 (C1

1C
2
2 − C1

2C
2
1) = λ 2

3 I
′
2 = 1, (1.111)

et donc :
λ 2

3 =
1
I ′2
. (1.112)

Nous pouvons réécrire le tenseur des contraintes de Piola-Kirchho� dans le plan de
la membrane :

¯̄S = 2
∂W

∂ ¯̄C


I3=1

= 2
∂W

∂ ¯̄C ′
= 2

∂W

∂I1

∂I1

∂ ¯̄C ′
+ 2

∂W

∂I2

∂I2

∂ ¯̄C ′
. (1.113)

Les dérivées des invariants de ¯̄C par rapport à ¯̄C ′ sont les suivantes :
∂I1

∂ ¯̄C ′
=

∂I ′1
∂ ¯̄C ′
− 1
I ′ 22

∂I ′2
∂ ¯̄C ′

, (1.114)

∂I2

∂ ¯̄C ′
=

∂I ′2
∂ ¯̄C ′

+
1
I ′2

∂I ′1
∂ ¯̄C ′
− I ′1
I ′ 22

∂I ′2
∂ ¯̄C ′

, (1.115)

où les dérivées des invariants de ¯̄C ′ par rapport à ¯̄C ′ sont :
∂I ′1
∂ ¯̄C ′

= ¯̄I, (1.116)

∂I ′2
∂ ¯̄C ′

= I ′1
¯̄I − ¯̄C ′. (1.117)

Les dérivées de I1 et I2 peuvent être écrites dans les bases naturelles :
∂I1

∂ ¯̄C ′
=

[(
1− I ′1

I ′ 22

)
Gαβ +

1
I ′ 22

gαβ
]
~Gα ⊗ ~Gβ, (1.118)

∂I2

∂ ¯̄C ′
=

[(
I ′1 +

1
I ′2
− I ′ 21

I ′ 22

)
Gαβ +

(
I ′1
I ′ 22

− 1
)
gαβ
]
~Gα ⊗ ~Gβ. (1.119)

En remplaçant dans l'équation (1.113) ∂I1
∂ ¯̄C′

et ∂I2
∂ ¯̄C′

par leurs expressions dans (1.118)
et (1.119), nous obtenons :

¯̄S = 2
∂W

∂I1

[(
1− I ′1

I ′ 22

)
Gαβ +

1
I ′ 22

gαβ
]
~Gα ⊗ ~Gβ,

+2
∂W

∂I2

[(
I ′1 +

1
I ′2
− I ′ 21

I ′ 22

)
Gαβ +

(
I ′1
I ′ 22

− 1
)
gαβ
]
~Gα ⊗ ~Gβ, (1.120)

ou, en introduisant le modèle de Mooney-Rivlin pour W (équation (1.81)) :

¯̄S = 2C1

[(
1− I ′1

I ′ 22

)
Gαβ +

1
I ′ 22

gαβ
]
~Gα ⊗ ~Gβ,

+2C2

[(
I ′1 +

1
I ′2
− I ′ 21

I ′ 22

)
Gαβ +

(
I ′1
I ′ 22

− 1
)
gαβ
]
~Gα ⊗ ~Gβ. (1.121)
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Cette relation exprime le tenseur des contraintes ¯̄S comme une fonction des in-
variants du tenseur plan ¯̄C ′ et des métriques des bases naturelles. Cela nous permet
d'obtenir d'une manière relativement peu coûteuse les contraintes en fonction de la
déformation.



Chapitre 2

Méthodes de discrétisation

Dans cette section, nous exposons les principaux outils de discrétisation spatiale et
temporelle dont nous aurons besoin pour la réalisation complète d'un code de calcul,
et nous montrons comment appliquer la théorie vue précédemment au sytème discret
obtenu. La méthode des éléments �nis nous permettra de créer une discrétisation spa-
tiale de la membrane, tandis que deux schémas temporels, un explicite et un implicite,
seront étudiés.

1 Méthode des éléments �nis

La méthode des éléments �nis est un des outils les plus e�caces et les plus généraux
de la simulation numérique. Elle s'applique aux problèmes de mécanique des milieux
continus comprenant :

� les problèmes de mécanique des solides : élasticité, plasticité, mise en forme ;
� les problèmes de mécanique des �uides, d'hydraulique ;
� les problèmes de transfert de chaleur ;
� les problèmes d'électromagnétisme ;
� . . .

1.1 Démarche des éléments �nis

D'un point de vue mathématique, la méthode des éléments �nis permet de calcu-
ler une approximation d'une fonction qui véri�e un système d'équations aux dérivées
partielles à l'intérieur d'un domaine, et un ensemble de conditions aux limites sur les
frontières de ce domaine.

Cet outil est basé sur une discrétisation du domaine dans lequel nous désirons e�ec-
tuer la simulation. Celui-ci est découpé en un nombre plus ou moins grand d'éléments.
A l'intérieur de chacun de ces éléments, un ou plusieurs points sont privilégiés et
constituent les n÷uds de la discrétisation. C'est en ces n÷uds que seront appliquées
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les équations du système.

La solution est formulée comme une somme de fonctions de base appelées fonctions
de forme globales pondérées par les valeurs de la solution approchée aux n÷uds (�gure
2.1 pour un domaine unidimensionnel) :

uh(~x) =
N∑

i=1

Uiτi(~x), (2.1)

où N est le nombre de n÷uds, uh(~x) est la solution approchée, Ui est la solution au
n÷ud i, et τi est la fonction de forme associée au n÷ud i.

Fig. 2.1 � Approximation d'une fonction u(x) par une combinaison linéaire de valeurs
nodales et de fonctions de forme globales.

Chacune de ces fonctions est nulle sur l'entièreté du domaine, excepté sur quelques
éléments contigus. La solution sur un élément est donc la somme d'un nombre limité de
fonctions. Les morceaux de fonctions de forme non nulles sur un élément sont appelées
fonctions de forme locales φi. La �gure 2.2 montre les fonctions de forme globales et

Fig. 2.2 � Illustration en 1D de la fonction de forme globale linéaire associée au n÷ud
Xi (à gauche), et des fonctions de forme locales linéaires sur un élément 1D (à droite).

locales linéaires sur un élément d'un maillage 1D. Pour celles-ci, nous pouvons écrire :
τe(x) = φe1(x), x ∈ Ωe,

τe+1(x) = φe2(x), x ∈ Ωe,
τf (x) = 0, f /∈ {e, e+ 1} et x ∈ Ωe.
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1.2 Eléments parents

Pour commencer, nous souhaitons mettre en évidence la distinction existant entre
un n÷ud et un sommet : un sommet est un point à l'intersection de plusieurs éléments
�nis, tandis qu'un n÷ud est un point où est dé�nie une valeur discrète ou nodale de
la fonction recherchée. Si nous prenons l'exemple 1D de la �gure 2.3, les sommets

Fig. 2.3 � Isomorphisme entre un élément et l'élément parent en 1D.

sont représentés par les points Xe et Xe+1 et les n÷uds par Xi−1, Xi et Xi+1. A
chaque n÷ud correspond une valeur Ui, et dans ce cas-ci les sommets de l'élément sont
confondus avec les n÷uds Xi−1 et Xi+1.

L'expression des fonctions de forme locales est habituellement écrite sur un élément
parent Ω̂. Il s'agit d'un élément à la géométrie la plus simple possible avec lequel il soit
permis d'établir un isomorphisme entre élément et élément parent. La connaissance
des caractéristiques de cette transformation permet d'e�ectuer une partie du travail
sur la géométrie simple de l'élément parent et de traduire les résultats sur l'élément
quelconque.

En reprenant la �gure 2.3, nous pouvons établir un isomorphisme entre un point
d'un élément du domaine et un point d'un élément parent, intervalle ouvert Ω̂ =
]− 1,+1[, dé�ni par :

x(ξ) = ξ
(Xe+1 −Xe)

2
+

(Xe+1 +Xe)
2

, (2.2)

ξ(x) =
2x− (Xe+1 +Xe)

(Xe+1 −Xe)
. (2.3)

Les éléments parents que nous utilisons sont décrits par la �gure 2.4 représentant
deux géométries couramment employées pour des éléments parents en 2D.
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Fig. 2.4 � Eléments parents d'un triangle et d'un quadrangle.

1.3 Eléments utilisés

Maillages de triangles et de quadrangles

Le maillage d'une structure plane peut se faire le plus simplement en décomposant
la surface en mailles triangulaires ou en mailles quadrangulaires (�gure 2.5). A priori,
le choix de quadrangles permet d'éviter certaines di�cultés liées à la continuité des
dérivées de la solution aux n÷uds. En revanche, la réalisation d'un maillage quadran-
gulaire d'une surface présentant des frontières irrégulières peut s'avérer très di�cile.

Fig. 2.5 � Exemples de maillages de triangles et de quadrangles.

Les maillages triangulaires, au contraire, s'adaptent facilement à n'importe quelle
géométrie. Il est néanmoins très di�cile d'établir une correspondance entre les di�é-
rentes dérivées de la solution aux frontières entre éléments triangulaires. Les fonctions
de forme seront également di�érentes selon le type de mailles utilisées.

Dès le départ, nous avons pris l'option d'adopter des mailles triangulaires a�n de
faciliter le couplage avec le programme �uide. En e�et, celui-ci fonctionne avec des
éléments tétraédriques, ce qui nous permettra d'établir une correspondance n÷ud à
n÷ud entre un maillage surfacique de triangles et un maillage 3D. Nous évitons le
problème de la continuité des dérivées aux n÷uds en admettant une solution non �
lisse �, c'est-à-dire présentant des changements de pente d'un élément à l'autre.

Nous avons toutefois implémenté une version du programme utilisant des qua-
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drangles. Le programme de calcul de membranes permet �nalement de traiter des
membranes discrétisées de manière mixte, triangles/quadrangles.

Maillages structurés et non structurés

Les maillages peuvent être répartis en deux catégories (�gure 2.6) : les maillages

Fig. 2.6 � A gauche, maillage structuré ; à droite, maillage non structuré (�gures
extraites de [13]).

structurés, qui o�rent l'avantage d'une grille de calcul simple et facile à mettre en
÷uvre, et les maillages non structurés, qui s'adaptent à toutes les géométries, même
complexes, et permettent un ra�nement du nombre de points de calcul, et donc une
meilleure précision dans les résultats du modèle, en fonction des zones d'intérêt. Un
maillage structuré consiste donc à mailler régulièrement un domaine selon un principe
de grille.

Nous avons choisi de baser notre code sur l'utilisation de maillages non structurés.

Maillages conformes et non conformes

La conformité d'un maillage est dé�nie par plusieurs caractéristiques [14] :

� l'intersection de deux éléments du maillage est soit vide, soit réduite à un sommet
ou à une arête complète pour les deux éléments (ou encore à une face complète
en 3D),

� tout élément du maillage possède une aire non nulle,
� l'union des éléments du maillage recouvre l'ensemble du domaine.

Les �gures 2.7 et 2.8 illustrent ce concept. Sur la deuxième �gure, le maillage de
droite possède des éléments triangulaires qui servent à faire le lien entre les di�érents
éléments du maillage rectangulaire, rendant celui-ci conforme. Cette technique est
souvent utilisée dans le ra�nement de maillages [16]. Dans notre cas, tous les maillages
utilisés sont des maillages conformes.
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Fig. 2.7 � Maillages conforme (à gauche) et non conforme (à droite) (�gures extraites
de [15]).

Fig. 2.8 � Maillages non conforme (à gauche) et conforme (à droite) (�gures extraites
de [16]).

Fonctions de forme

Pour les éléments triangulaires, nous utilisons des fonctions de forme linéaires (�-
gure 2.9). Leurs expressions sur l'élément parent sont :

φ1(s1, s2) = 1− s1 − s2,

φ2(s1, s2) = s1, (2.4)
φ3(s1, s2) = s2.

Ces fonctions sont les plus simples pour obtenir une solution continue sans rechercher
la continuité des pentes entre deux éléments.

Pour l'implémentation de la version par quadrangles, nous utilisons des fonctions
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Fig. 2.9 � Fonctions de forme linéaires sur un triangle parent.

de forme bilinéaires, dé�nies sur l'élément parent (�gure 2.10) par :

φ1(s1, s2) =
(1− s1)(1− s2)

4
,

φ2(s1, s2) =
(1 + s1)(1− s2)

4
,

φ3(s1, s2) =
(1 + s1)(1 + s2)

4
, (2.5)

φ4(s1, s2) =
(1− s1)(1 + s2)

4
.

1.4 Discrétisation des grandeurs principales

Comme expliqué plus haut, nous approximons la position d'un point quelconque
de la membrane à l'aide de fonctions de forme dé�nies sur l'élément parent, dans le
plan des coordonnées curvilignes (s1, s2). Dans la con�guration initiale, nous écrivons
ainsi :

X(s1, s2) = N(s1, s2) ·Xe, (2.6)
où X(s1, s2) est une matrice colonne reprenant les trois coordonnées du point dans la
con�guration initiale, Xe est une matrice colonne de longueur 3ne composée des trois
coordonnées des ne n÷uds de l'élément e dans la con�guration initiale, et N(s1, s2)
est une matrice 3 × 3ne dont les entrées sont les valeurs des fonctions de forme aux
coordonnées (s1, s2). Pour des éléments triangulaires à trois n÷uds,

N =



φ1 0 0 φ2 0 0 φ3 0 0
0 φ1 0 0 φ2 0 0 φ3 0
0 0 φ1 0 0 φ2 0 0 φ3


 . (2.7)
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Fig. 2.10 � Fonctions de forme bilinéaires sur un quadrangle parent.

De même, pour le déplacement et la position d'un point dans la con�guration
déformée :

u(s1, s2) = N(s1, s2) ·Ue, (2.8)
x(s1, s2) = X(s1, s2) + u(s1, s2) = N(s1, s2) · (Xe + Ue) = N(s1, s2) · xe. (2.9)

La vitesse et l'accélération peuvent également être discrétisées par :

u̇(s1, s2) = N(s1, s2) · U̇e, (2.10)

ü(s1, s2) = N(s1, s2) · Üe. (2.11)

Nous approximons les bases covariantes des con�gurations initiales et déformées
par :

Gα(s1, s2) =
∂N(s1, s2)

∂sα
·Xe = N,α ·Xe, (2.12)

gα(s1, s2) =
∂N(s1, s2)

∂sα
· xe = N,α · xe. (2.13)
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2 Calcul des forces internes et externes

Les notions développées précédemment, et notamment la relation contraintes-déformations,
vont nous permettre de calculer les forces � de rappel � exercées par un élément en
chacun de ses n÷uds du fait de sa déformation. Pour ce faire, nous aurons recours au
Principe des Travaux Virtuels (PTV).

Les e�orts en chacun des n÷uds dus aux forces extérieures appliquées à la mem-
brane seront également calculés en partant du PTV.

2.1 Principe des Travaux Virtuels

Le Principe des Travaux Virtuels en dynamique exprime un équilibre, sous un
champ ~u de déplacements admissibles, dans lequel la di�érence des travaux générés
par les e�orts internes et externes correspond au travail nécessaire pour provoquer
le champ des accélérations ~̈u, et ce pour tout champ de déplacements virtuels δ~u
s'annulant aux frontières.

En intégrant ces travaux sur l'épaisseur H de la membrane et en négligeant les
forces d'inertie et les forces volumiques, le Principe des Travaux Virtuels peut s'écrire :

g(~u, δ~u, p) =
∫

S0

H δ ¯̄E : ¯̄S dS0 −
∫

S
p δ~u · ~n dS =

∫

S0

δ~u · (ρH~̈u) dS0, ∀ δ~u, (2.14)

où ~u est le champ de déplacements, ~̈u le champ des accélérations, δ~u est un champ de
déplacements virtuels, ρ, H et S0 sont la masse volumique, l'épaisseur et la surface
de la membrane dans sa con�guration initiale, S sa surface en con�guration déformée,
~n le vecteur unitaire normal à la membrane déformée, p la pression appliquée sur la
membrane, ¯̄S le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchho�, et ¯̄E est le tenseur
des déformations de Green-Lagrange.

Dans cette équation, le premier terme est celui du travail virtuel des forces internes
tandis que le second représente le travail virtuel des forces externes.

Moyennant une décomposition de la membrane par éléments �nis, cette équation
peut être réécrite sous la forme :

g(U, δU, p) = δUT · [Fint(U)− Fext(U, p)] = δUT ·M · Ü, ∀ δU, (2.15)

où U, Ü, δU, Fint et Fext sont les matrices des valeurs nodales de ~u, ~̈u, δ~u et des forces
internes et externes, et M est la matrice de masse. Toutes ces matrices, à l'exception
de la matrice de masse, sont de taille n×3, n étant le nombre total de n÷uds. Chacune
des colonnes (au nombre de trois) de ces matrices indique une composante du vecteur
correspondant dans la base orthonormée classique. La matrice de masse est de taille
n× n.
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2.2 Forces internes

Le terme correspondant aux forces internes pour un élément e dans le Principe des
Travaux Virtuels s'écrit :

δweint =
∫

Se0

H δE : S dS0. (2.16)

La partie tensorielle de cette expression s'explicite comme suit :
δE : S = δEαβ S

αβ , (2.17)
que nous calculons grâce à

Eαβ =
1
2

(gTα · gβ −GT
α ·Gβ). (2.18)

Nous rappelons que les indices α et β sont utilisés pour indiquer qu'ils ne prennent
que les valeurs 1 et 2.

Puisque Gα est indépendant des déplacements, nous avons

δEαβ =
1
2

(δgTα · gβ + δgTβ · gα), (2.19)
avec

δgα =
∂gα
∂Ue

· δUe = N,α · δUe. (2.20)
En posant

Bαβ =
1
2

(gTα ·N,β + gTβ ·N,α), (2.21)
nous pouvons écrire

δEαβ = δUeT · (Bαβ)T . (2.22)
En�n, en calculant l'élément de surface dS0 par

dS0 =‖ G1 ∧G2 ‖ ds1 ds2, (2.23)
nous réécrivons les travaux internes

δweint = δUeT ·
∫

Ω
H (Bαβ)TSβα ‖ G1 ∧G2 ‖ ds1 ds2 = δUeT · Fe

int, (2.24)

où Ω est la surface de l'élément parent.

Nous pouvons donc �nalement écrire les forces internes s'exerçant aux n÷uds de
l'élément e :

Fe
int =

∫

Ω
H (Bαβ)TSβα ‖ G1 ∧G2 ‖ ds1 ds2. (2.25)

Le terme B est une matrice d'ordre 4 et de taille 2×2×3ne×1, un élément Bαβ de
cette matrice étant une matrice de taille 3ne× 1 ; la matrice des composantes de ¯̄S est
de taille (2× 2) ; le facteur ‖ G1 ∧G2 ‖ est un scalaire. La règle des indices muets est
d'application, c'est-à-dire que lorsque le même indice apparaît deux fois exactement
dans une expression, l'expression vaut la somme des évaluations de celle-ci à toutes les
valeurs que peut prendre l'indice. Dans ce cas, l'expression résulte bien en une matrice
de taille 3ne × 1, dont chaque groupe de trois éléments représente les forces internes
appliquées à un n÷ud dans les trois directions (~ex, ~ey, ~ez) de l'espace.
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2.3 Forces externes

Dans l'équation (2.14) du Principe des Travaux Virtuels, le terme représentant le
travail virtuel des forces externes s'écrit, pour l'élément e :

δweext =
∫

Se
p δuT · n dS. (2.26)

En explicitant les di�érents membres par

dS =‖ g1 ∧ g2 ‖ ds1 ds2, (2.27)

n =
g1 ∧ g2

‖ g1 ∧ g2 ‖ , (2.28)

δu = N · δUe, (2.29)
nous réécrivons les travaux extérieurs virtuels par

δweext = δUeT ·
∫

Ω
p NT · (g1 ∧ g2) ds1 ds2 = δUeT · Fe

ext , (2.30)

ce qui nous permet d'écrire les forces extérieures aux n÷uds de l'élément e :

Fe
ext =

∫

Ω
p NT · (g1 ∧ g2) ds1 ds2. (2.31)

2.4 Matrice de masse

Reprenons le membre de droite de l'équation (2.14) :
∫

S0

δ~u · (ρH~̈u) dS0, (2.32)

ou, après discrétisation, et pour un élément :
∫

Se0

δuT · (ρHü) dS0. (2.33)

En utilisant (2.11), (2.23) et (2.29), cette expression se réécrit :
∫

Se0

δUeT ·NT ·
(
ρHN · Ü

)
‖ G1 ∧G2 ‖ ds1 ds2 = δUeT ·M · Ü. (2.34)

La matrice de masse de l'élément se calcule donc par :

M =
∫

Se0

NT · (ρH ‖ G1 ∧G2 ‖ N) ds1 ds2. (2.35)

Les matrices globales des forces et de la masse s'obtiennent en assemblant les
matrices locales ainsi obtenues.
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2.5 Intégration numérique

Pour intégrer numériquement les forces internes et externes des expressions (2.25)
et (2.31), ainsi que la matrice de masse, nous avons recours à la technique de Hammer
pour les triangles, et à la technique de Gauss-Legendre pour les quadrangles. Ces
techniques consistent à évaluer la fonction à intégrer en un certain nombre de points
et à additionner les résultats a�ectés de coe�cients pondérateurs. La technique décrit
la position de ces points ainsi que le poids associé à chacun de ceux-ci. Le choix du
nombre de points d'intégration dépend du degré du polynôme que nous voudrions
pouvoir intégrer exactement.

Technique de Hammer

Les coordonnées des points d'intégration sont données en terme de coordonnées
triangulaires (∆1,∆2,∆3). Si nous divisons l'élément en trois triangles en joignant le
point de coordonnées (∆1,∆2,∆3) à chacun des sommets, ∆i sera égal au rapport de
l'aire du triangle opposé au sommet i à l'aire totale.

Le rapport entre les coordonnées triangulaires et les coordonnées (s1, s2) de l'élé-
ment parent s'exprime par :

∆1(s1, s2) = 1− s1 − s2, (2.36)
∆2(s1, s2) = s1, (2.37)
∆3(s1, s2) = s2. (2.38)

La littérature fournit les coordonnées triangulaires des points d'intégration de Ham-
mer ainsi que leur poids respectif (ω). Pour le calcul des forces internes, seules les
dérivées des fonctions de forme interviennent et celles-ci sont constantes (fontions de
forme linéaires). Nous n'avons donc besoin que d'un seul point d'intégration, choisi de
manière quelconque.

Le terme des forces extérieures nécessite seulement l'intégration d'un polynôme
linéaire, donc une intégration de Hammer d'ordre 1 (un point) :

Ordre ∆1 ∆2 ∆3 ω

1 1/3 1/3 1/3 1/2

Une intégration d'ordre 2 (trois points) sera nécessaire lorsque nous prendrons en
compte des pressions non constantes sur un élément (voir seconde partie) :

Ordre ∆1 ∆2 ∆3 ω

1/2 1/2 0 1/6
2 0 1/2 1/2 1/6

1/2 0 1/2 1/6
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Et en�n, nous utiliserons une intégration d'ordre élevé pour calculer la matrice de
masse du système. En e�et, son calcul nécessitera l'intégration des produits des fonc-
tions de forme, et un ordre d'intégration plus élevé sera requis. Voici les coordonnées
et les poids de l'intégration de Hammer d'ordre 5 (sept points) :

Ordre ∆1 ∆2 ∆3 ω

0.33333 0.33333 0.33333 0.11250
0.05972 0.47014 0.47014 0.06620
0.47014 0.05972 0.47014 0.06620

5 0.47014 0.47014 0.05972 0.06620
0.79743 0.10129 0.10129 0.06297
0.10129 0.79743 0.10129 0.06297
0.10129 0.10129 0.79743 0.06297

Nous pourrions nous passer d'une intégration si précise et sacri�er un peu de pré-
cision pour du temps de calcul, mais la matrice de masse n'est calculée qu'une fois au
cours de l'exécution. Le désavantage en temps est donc négligeable.

Technique de Gauss-Legendre

L'intégrale de Gauss-Legendre (sur l'élément parent) s'écrit :
∫ 1

−1

∫ 1

−1
F (ξ, η) dη dξ ≈

n∑

k=0

n∑

l=0

ωk ωl F (ξkηl), (2.39)

où les valeurs de (ξk, ηl) et ωm peuvent être calculées. Le développement qui permet de
les obtenir est décrit dans [17]. Les valeurs dont nous aurons besoin sont les suivantes :

Ordre Points ξ, η,−ξ,−η ω

1 1 0.00000 2.00000
2 4 0.57735 1.00000

0.93247 0.17132
6 36 0.66121 0.36076

0.23862 0.46791
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3 Schémas dynamiques

Le programme de calcul est un programme dynamique. Il permet de calculer l'évo-
lution dans le temps de la déformation d'une membrane soumise à un jeu de forces.

Pour trouver la déformation de la membrane sous une charge qui évolue dans le
temps, nous discrétisons celui-ci en un certain nombre d'intervalles sur lesquels nous
calculons ces déformations. Nous déterminons donc, en chacun des � n÷uds tempo-
rels � t, la position, la vitesse et l'accélération (Xt,Vt,At) des n÷uds à partir de
(Xt−1,Vt−1,At−1) et des forces aux n÷uds via un algorithme step by step.

3.1 Equation générale

L'approche la plus générale pour trouver la réponse dynamique d'une structure est
l'intégration numérique directe des équations dynamiques [18]. Trois types d'énergies
sont mises en jeu lorsque l'analyse dynamique d'une structure est pratiquée :

� l'énergie de déformation élastique,
� l'énergie dissipée par l'amortissement,
� l'énergie cinétique.
L'équation di�érentielle qui régit le mouvement d'une structure amortie soumise à

une sollicitation dynamique F(t) est donnée par :

M · Ẍ(t) + C · Ẋ(t) + K ·X(t) = F(t), (2.40)

où M, C et K sont les matrices de masse, d'amortissement et de raideur du système
discrétisé entier (matrices assemblées), et X, Ẋ et Ẍ sont les positions, vitesses et
accélérations de l'ensemble des n÷uds.

C'est cette équation dynamique que nous allons résoudre, et pour ce faire nous
avons examiné deux possibilités. L'une est un algorithme implicite de Newmark, l'autre
est un algorithme explicite. Nous avons mis en ÷uvre le second pour des raisons que
nous expliquons dans la suite de cette section. Son désavantage principal est qu'il
est conditionnellement stable, c'est-à-dire qu'il existe un pas de temps critique ∆tcrit
au-delà duquel l'algorithme est instable.

3.2 Schémas explicites et implicites

Les di�érents algorithmes utilisés pour la résolution de cette équation se classent
généralement en deux catégories : les implicites et les explicites. Nous décrivons les
deux méthodes en présentant la résolution d'un problème classique : le problème de
Cauchy. Le problème de Cauchy consiste à rechercher une fonction u(x) telle que :

u̇(x) = f(u(x), x), x ∈ [a, b], (2.41)
u(a) = u0. (2.42)
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Etant donnée une valeur de u0 ∈ <, nous cherchons la fonction

u : x ∈ <+ −→ u(x) ∈ <, (2.43)

qui satisfait les équations ci-dessus. Il n'est pas toujours aisé de trouver cette solution.
C'est pourquoi nous avons recours à des techniques d'analyse numérique pour l'évaluer.
La méthode d'Euler permet de tracer point par point une courbe approchée de celle
de u(x).

Méthode d'Euler

La méthode d'Euler [19] est une méthode numérique qui consiste à obtenir une
courbe approchée d'une fonction qui véri�e une équation di�érentielle du premier ordre
et une condition initiale d'Euler :

∂u

∂x
= f(x, u(x)), (2.44)

u(x0) = u0. (2.45)

Le schéma d'Euler est un schéma d'approximation itératif. Il consiste à subdiviser
le domaine du temps ou de l'espace sur lequel nous souhaitons approximer la fonction
en un certain nombre d'intervalles, et à calculer par itérations successives les valeurs
approchées de la solution à leurs bornes.

Nous divisons donc le domaine en n intervalles dont les bornes sont a = X0, X1 =
X0 + h,X2 = X1 + h, . . . ,Xn+1 = Xn + h, et nous prenons le pas d'intégration h =
Xn−X0

n . Les valeurs estimées seront d'autant plus proches des valeurs exactes que le
pas h est petit.

La méthode d'Euler se base sur la propriété suivante :

u(Xi + h) ≈ u(Xi) + hu′(Xi) = u(Xi) + hf(Xi), (2.46)

grâce à laquelle nous pouvons calculer de proche en proche les n valeurs approchées
u(X1), u(X2), ., u(Xn) à partir de la condition initiale. En écrivant Ui l'approximation
de u(Xi), cela donne :

u(X0 + h) ≈ u(X0) + hu′(X0) soit u(X1) ≈ U0 + hf(X0) = U1 (2.47)

u(X1 + h) ≈ u(X1) + hu′(X1) soit u(X2) ≈ U1 + hf(X1) = U2 (2.48)
...

u(Xn−1 + h) ≈ u(Xn−1) + hu′(Xn−1) soit u(Xn) ≈ Un−1 + hf(Xn−1) = Un
(2.49)

La �gure 2.11 représente la démarche. La courbe constituée des segments approche
la courbe exacte.

Les di�érentes méthodes d'Euler se distinguent par le choix de l'approximation de
la fonction f . Nous pouvons classer ces méthodes en deux catégories : explicites et
implicites.
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Fig. 2.11 � Illustration de la méthode d'Euler.

Schéma explicite

Dans un schéma explicite, l'évaluation de Ui+1 se fait grâce à Ui et la dérivée de la
fonction u(x) en Xi.

Ui+1 = Ui + f(Ui, Xi)h avec U(0) = uo. (2.50)

Nous pouvons donc obtenir Ui en partant de u0 et en itérant i fois (�gure 2.12).

Fig. 2.12 � Illustration de la méthode explicite.

L'implémentation de ce schéma est souvent beaucoup plus aisée que pour un schéma
implicite. Malheureusement, ces méthodes ont un domaine de validité pour le pas ∆x
hors duquel elles sont instables.
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En intégrant le problème (2.45) :
∫ Xi+1

Xi

f(x, u(x))dx = u(Xi+1)− u(Xi), (2.51)

et en réécrivant (2.50) :
hf(Xi, Ui) ' Ui+1 − Ui, (2.52)

nous voyons que nous pouvons approximer l'intégrale par l'aire d'un rectangle [20]
(�gure 2.14).

Fig. 2.13 � Stabilité du schéma explicite.

Intéressons-nous à la �gure 2.13, qui fournit une illustration de la stabilité d'une
méthode explicite et met en évidence l'importance du pas de temps. Il apparait très
clairement que l'instabilité de l'image de gauche est due à un pas trop grand, c'est-à-
dire une utilisation de f(x0) sur un intervalle du domaine trop long. L'approximation
ne s'adapte donc pas aux mouvements brusques de u(x). Par contre, la dernière image
montre bien la �délité de l'approximation pour un très petit pas de temps.

Schéma implicite

Dans un schéma implicite, l'évaluation de Ui+1 se fait grâce à Ui et Ui+1 :

Ui+1 = Ui + f(Ui+1, Xi+1)hi avec U(0) = uo. (2.53)

Comme précédemment, nous pouvons réecrire le problème :

hf(Xi+1, Ui+1) ' Ui+1 − Ui, (2.54)
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et nous pouvons approximer l'intégrale par un rectangle di�érent du cas explicite
(�gure 2.14). Ces méthodes demandent la résolution d'un système d'équations linéaires
à chaque pas de temps, mais des pas de temps plus grands peuvent être utilisés car la
plupart de ces méthodes sont assez stables, voire inconditionellement stables.

Signalons également une autre méthode : la méthode Crank-Nicolson [20].

Ui+1 = Ui +
f(Ui, Xi) + f(Ui+1, Xi+1)

2
hi. (2.55)

Il s'agit d'une méthode semi-implicite qui permet de conserver l'énergie de façon dis-
crète. L'approximation de l'intégrale se fait par des trapèzes.

Fig. 2.14 � Evaluation de l'intégrale pour les schémas explicites, implicites et de Crank-
Nicolson.

3.3 Algorithme implicite : équations de Newmark

Newmark a présenté une famille de méthodes d'intégration à pas unique pour le
calcul de la solution du problème dynamique dé�ni par l'équation du mouvement (2.40)
que nous rappelons :

M · Ẍ(t) + C · Ẋ(t) + K ·X(t) = Fext(t), (2.56)

ou, en laissant de côté le terme d'amortissement (celui-ci sera abordé dans une autre
section), et en considérant que K ·X(t) = Fint(t) :

M · Ẍ(t) = Fext(t)− Fint(t), (2.57)

ce qui correspond bien au résultat de la discrétisation du Principe des Travaux Virtuels
(équation 2.15).

Les équations de Newmark nous donnent Xt+1, Vt+1 et At+1 à partir de Xt, Vt
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et At et ont la forme suivante :

Xt+1 = Xt + ∆t Ẋt + (1/2− β) ∆t2 Ẍt + β∆t2 Ẍt+1, (2.58)
Ẋt+1 = Ẋt + (1− γ) ∆t Ẍt + γ∆t Ẍt+1, (2.59)
Ẍt = M−1 ·

(
Fext(t,Xt)− Fint(Xt)

)
, (2.60)

Ẍt+1 = M−1 ·
(
Fext(t+ 1,Xt+1)− Fint(Xt+1)

)
, (2.61)

où Fint(Xt) et Fext(t,Xt) sont les forces intérieures et extérieures au temps t décrites
dans la section précédente, M est la matrice de masse du système,

Xt est le déplacement au temps t,
Xt+1 est le déplacement au temps t+1,
Ẋt est la vitesse au temps t,
Ẍt est l'accélération au temps t,

et β et γ sont des coe�cients qui caractérisent la méthode particulière de Newmark
qui est utilisée.

Il s'agit bien d'équations implicites, puisque le calcul de Xt+1 et Vt+1 nécessite
celui de At+1, alors que ce dernier dépend de Xt+1.

Puisque nous n'avons �nalement pas implémenté de méthode implicite, nous par-
lerons de cet algorithme sans donner de valeurs particulières pour β et γ. Notons
toutefois que la méthode de Newmark est inconditionellement stable pour :

2β > γ > 1/2. (2.62)

Méthode des prédicteurs

Pour résoudre des équations implicites, nous pouvons utiliser une méthode itérative
de prédicteurs-correcteurs, c'est-à-dire une technique au cours de laquelle nous réalisons
une estimation des valeurs recherchées, que nous modi�ons plusieurs fois par la suite
à l'aide d'une formule de correction a�n de se rapprocher de la solution exacte.

Le prédicteur est donné par les équations explicites équivalentes :

Xt+1 = Xt + ∆t Ẋt + (1/2− β) ∆t2 Ẍt, (2.63)
Ẋt+1 = Ẋt + (1− γ) ∆t Ẍt, (2.64)
Ẍt+1 = 0. (2.65)

Il faut ensuite corriger ces valeurs par un correcteur (∆x,∆v,∆a) à chaque ité-
ration, qui sera apporté jusqu'à l'itération k+1 :

Xk+1
t+1 = Xk

t+1 + ∆x = Xk
t+1 + β∆a ∆t2, (2.66)

Ẋk+1
t+1 = Ẋk

t+1 + ∆v = Ẋk
t+1 + γ∆a ∆t, (2.67)

Ẍk+1
t+1 = Ẍk

t+1 + ∆a. (2.68)
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Par les deux premières équations nous pouvons déterminer les correcteurs ∆a et
∆v en fonction de ∆x :

∆a =
∆x
β∆t2

, ∆v =
γ∆x
β∆t

. (2.69)

Pour déterminer ∆x, nous introduisons les formules de correction dans l'équation
(2.61) :

M ·
(
Ẍk
t+1 + ∆a

)
+ Fint(Xk

t+1 + ∆x) = Fext(t+ 1,Xk
t+1), (2.70)

M ·
(
Ẍk
t+1 + ∆a

)
+ Fint(Xk

t+1) +
∂Fint

∂X


Xk
t+1

·∆x

≈ Fext(t+ 1,Xk
t+1) +

∂Fext

∂X


Xk
t+1

·∆x. (2.71)

En exprimant les termes de raideur par :

Kint
NM =

∂Fint
N

∂XM


(Xk

t+1)
, (2.72)

Kext
NM =

∂Fext
N

∂XM


(Xk

t+1)
, (2.73)

nous obtenons l'équation :

M ·∆a + (Kint
t+1 −Kext

t+1) ·∆x = Fext
t+1 −M · Ẍk

t+1 − Fint(Xk
t+1). (2.74)

En dé�nissant l'opérateur tangent KT par :

KT = Kint −Kext, (2.75)

et en insérant (2.69), nous obtenons :
(

1
β∆t2

M + (KT)kt+1

)
·∆x = Fext

t+1 −M · Ẍk
t+1 − Fint(Xk

t+1). (2.76)

Le problème se réduit alors à :

(KT
eff )kt+1 ·∆x = Γt+1, (2.77)

avec KT
eff =

(
1

β∆t2
M + KT

)
,

Γ = Fext −M · Ẍ− Fint.

Nous pouvons donc trouver le correcteur ∆x et ainsi déterminer l'ensemble des
correcteurs du modèle prédicteur-correcteur. Il nous reste malgré tout encore à calculer
la matrice KT relative à un élément de la membrane. Il faut pour se faire trouver les
dérivées de Fint et Fext par rapport à X :

Kint
e =

∂Fint
e

∂Xe
=
∫ 1

−1

∫ 1

−1
H
∂Bαβ

TSβα

∂Xe
‖ G1 ∧G2 ‖ dθ1 dθ2, (2.78)
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où le terme kint
e = ∂Bαβ

TSβα

∂Xe dépend d'un tenseur d'ordre quatre, ∂S
∂C .

Kext
e =

∂Fext
e

∂Xe
=
∫ 1

−1

∫ 1

−1
pNT · ∂(g1 ∧ g2)

∂Xe
dθ1 dθ2. (2.79)

Les intégrales peuvent s'obtenir par une intégration numérique de Gauss-Legendre.

3.4 Schéma explicite

Avec le schéma proposé ci-dessus, une itération serait coûteuse en temps car le calcul
du correcteur ∆x fait intervenir des tenseurs d'ordre 4, et nécessite de les inverser. Par
ailleurs, la mise au point d'un tel code serait longue et nous manquerions de temps pour
l'implémenter. Ajoutons en�n que, puisque nous résolvons une équation de dynamique
des structures, notre but n'est pas de tendre le plus rapidement possible vers une
solution, mais plutôt de représenter régulièrement les déformations de la membrane
au cours du temps. Nous n'aurons donc pas besoin de pas de temps trop grands. Pour
toutes ces raisons, nous avons préféré utiliser un algorithme explicite.

Pour calculer les positions des n÷uds au temps t+ 1, nous utilisons une méthode
d'Euler dé�nie par :

Xt+1 = Xt + ∆t Ẋt +
∆t2

2
Ẍt , (2.80)

où les vitesses sont obtenues par di�érences �nies et les accélérations sont déduites de
(2.57) :

Ẋt =
Xt −Xt−1

∆t
, (2.81)

Ẍt = M−1 · (Fext
t − Fint

t) . (2.82)

Pas de temps limite

Pour un problème à une dimension, l'algorithme sera stable si une onde ne peut
pas traverser complètement un élément au cours d'une itération. Cela revient à dire
que, au niveau des ordres de grandeurs, la longueur des éléments doit être supérieure
au produit de la vitesse de l'onde par le pas de temps :

dtcrit ' Cste lelem
c

, (2.83)

où c est la vitesse d'une onde de traction ou compression.

Dans notre cas, la théorie renseigne que la constante vaut 1
3 environ :

dtcrit ' 1
3
lelem
c

, (2.84)

où, par sécurité, la longueur lelem est prise égale au rayon r du cercle inscrit au � plus
petit � élément.
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La vitesse c est égale à la fréquence propre felem de l'élément multipliée par sa
longueur (ou plus exactement le rayon du cercle inscrit), ce qui permet d'écrire le pas
de temps critique :

dtcrit ' r

3r
√

k
m

=
r
√
rHρ

3r
√

HC1
r

=
r

3

√
ρ

C1
, (2.85)

en considérant que felem =
√

k
m .

Pour véri�er cette expression, nous avons e�ectué une série de tests sur chaque
paramètre. Le résultat obtenu dans le pire des cas est proche de la théorie :

dtcrit ' 0.37r
√

ρ

C1
. (2.86)

La �gure 2.15 montre la déformation d'une membrane cylindrique avec deux pas
de temps di�érents : l'un est inférieur au pas de temps critique, l'autre est trop élevé,
ce qui rend l'algorithme instable.

Fig. 2.15 � Illustration de la limite du pas de temps : sur la deuxième image, le pas
de temps utilisé est supérieur à dtcrit.

3.5 Amortissement

La résolution de l'équation de la dynamique des structure sans terme d'amor-
tissement mène à des résultats oscillant indé�niment. Si nous voulons modéliser les
dissipations survenant au sein du matériau et ainsi mieux approcher la réalité, nous
avons besoin d'exprimer les pertes dans notre schéma de résolution. Pour ce faire,
nous utilisons le terme d'amortissement dans l'équation (2.40) de la dynamique et
nous l'introduisons dans notre algorithme :

Ẍt−1 = M−1 · (Fext
t − Fint

t −Camort · Ẋt−1). (2.87)

Puisque nous cherchons uniquement à provoquer une perte d'énergie, nous n'avons
pas besoin de calculer une matrice d'amortissement complexe. Nous utiliserons donc
une matrice Camort [kg/s] diagonale, correspondant à un amortissement visqueux [21].
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La �gure 2.16 montre l'évolution du rayon d'une membrane cylindrique de rayon
10 cm et d'épaisseur 5 mm (longueur in�nie) soumise brutalement à une di�érence de
pression intérieure/extérieure de 100 kg/m2 avec les constantes de raideur C1 = 105 Pa
et C2 = 0 Pa, pour plusieurs valeurs de Camort. Les valeurs d'amortissements y sont
renseignées en kg/s.
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Fig. 2.16 � Evolution du rayon d'un cylindre in�ni soumis à une pression constante,
sous di�érents amortissements [kg/s].

3.6 Conditions aux limites

Des conditions aux frontières peuvent être imposées à la membrane. Nous avons
étudié la possibilité de bloquer certains n÷uds le long d'un segment ou en un point
précis. Le blocage peut se faire dans l'une des trois directions (~ex, ~ey, ~ez) ou dans
plusieurs de celles-ci.

L'imposition de ces conditions se fait en annulant les composantes correspondantes
de la vitesse et de l'accélération avant le calcul d'une nouvelle position.

Les conditions initiales par défaut sont un déplacement initial et une vitesse initiale
nuls. Toutefois, nous pouvons déplacer arbitrairement un ou plusieurs n÷uds avant ou
pendant l'exécution. Nous devrions alors observer un retour de la membrane vers sa
position de référence. De la même façon, il est possible d'imposer une vitesse initiale
non nulle à certains n÷uds.

La combinaison d'un déplacement initial de n÷uds et de conditions aux frontières
empêchant leur mouvement donne lieu à une traction équivalente à une précontrainte
en génie civil.



Chapitre 3

Implémentation

Dans ce chapitre, nous décrivons les moyens que nous avons mis en ÷uvre pour
implémenter les di�érents concepts présentés auparavant et mettre ainsi sur pied un
code de calcul de dynamique pour les membranes. Nous avons choisi de travailler avec
le logiciel Matlab c©1 pour l'implémentation, et ceci pour plusieurs raisons :

1. le programme � �uide � que nous utilisons pour l'interaction �uide-structure
possède un module facilitant le couplage avec un code Matlab,

2. le language utilisé par Matlab nous est familier, car nous l'avons utilisé à plusieurs
reprises par le passé,

3. ce programme est idéal pour travailler en language matriciel, ce qui s'est avéré
très utile tout au long de l'écriture du code.

1 Description du logiciel Gmsh

Nous utilisons le logicielGmsh, dévoloppé par Christophe Geuzaine et Jean-François
Remacle, pour réaliser les maillages bidimensionnels et tridimensionnels sur lesquels
nous travaillons. Nous l'utilisons également pour visualiser nos résultats.

1.1 Les fonctions

Le logiciel possède di�érents modules. Trois de ceux-ci nous sont particulièrement
utiles : les modules de la géométrie, du maillage et du post-processing.

Géométrie : Gmsh nous permet de produire une grande variété de formes allant
du simple cylindre au parachute détaillé. La construction d'une géométrie per-
met l'emploi de paramètres sur les longueurs d'arêtes, le nombre de mailles, la

1Une description du logiciel est disponible sur Internet via l'adresse
http ://www.mathworks.com/products/matlab/description1.html
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longueur des mailles, . . . ce qui rend facile l'adaptation d'un maillage à un nou-
veau problème. La plus grosse partie de la géométrie est faite via une interface,
tandis que certains problèmes sont traités directement en éditant le �chier de
commandes de création de la géométrie.

Tout élément, surface, ligne ou point peut être considéré par le programme
comme étant � physique �, c'est-à-dire qu'une information supplémentaire, ap-
pelé tag, correspondant à une propriété physique sera attribuée à l'entité, et
transmise dans le �chier contenant le maillage �ni. Cela permet de di�érencier
physiquement les di�érents points, arêtes, surfaces et volumes s'ils ont des pro-
priétés particulières.

Mailleur : Le logiciel permet de produire un maillage de triangles sur les surfaces
dé�nies par la géométrie. Le nombre et la taille des mailles sont dé�nis via des
paramètres attachés aux frontières de ces surfaces. Le maillage peut se faire
suivant certaines contraintes de régularité des mailles (lignes et surfaces dites
trans�nies) avec un nombre de n÷uds imposé sur une arête, ou bien par la
dé�nition d'une longueur approximative de côté de mailles.

Les mailles peuvent ensuite être recombinées de manière à obtenir des qua-
drangles. Dans le cas d'un maillage régulier, la recombinaison peut être totale et
donner ainsi lieu à un maillage exclusivement quadrangulaire.

Le mailleur permet de mailler dans une, deux ou trois dimensions, en formant
successivement des éléments linéaires, surfaciques et volumiques. Les éléments
surfaciques sont ceux expliqués plus haut. Les éléments volumiques sont des
tétraèdres. Le programme que nous utiliserons pour calculer les mouvements et
pressions du �uide utilise des maillages de tétraèdres.

Post-processing : Les résultats peuvent être visualisés via le post-processeur de
Gmsh. La syntaxe utilisée dans le �chier d'entrée est assez simple, de sorte qu'il
est possible de traduire nos résultats de déformations de membranes en un �chier
lisible par le logiciel. C'est l'objet de la fonction exportNodalField2Gmsh.m.

Le code Sower permet par ailleurs de convertir des résultats provenant du pro-
gramme de calcul des �uides en �chiers lisibles par Gmsh.

Une fois les résultats a�chés, le programme fournit plusieurs outils permettant de
les visualiser sous di�érentes formes.

1.2 Le maillage produit

Le maillage produit est traduit en termes de n÷uds, lignes, surfaces et volumes
dans un �chier .msh. La forme du �chier est décrit ci-dessous :
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NOD
Nombre de N÷uds
numéro du n÷ud1 Xn÷ud1 Yn÷ud1 Zn÷ud1
. . . . . . . . . . . .
ENDNOD
ELM
Nbr elem
num elem type elem physical reg elem nbr n÷uds num n÷uds
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ENDELM

où :
Nbr elem = nombre d'éléments (lignes, arêtes, triangles et/ou quadrangles),
num elem = numéro de l'élément,
type elem = type d'élément (1 = arête, 2 = triangle, 3 = quadrangle),
physical = tag attribué à l'élément,
reg elem = numéro de l'entité élémentaire auquel appartient l'élément,
nbr n÷uds = nombre de n÷uds de l'élément,
num n÷uds = les numéros des n÷uds de l'élément.

2 Description du programme

Nous présentons ici toutes les pièces du puzzle permettant de passer d'un maillage
produit par le logiciel Gmsh, et un jeu de forces s'exerçant sur ce maillage, à un résultat
sous la forme de déplacements au cours du temps.

2.1 Schéma général

Le code est articulé autour du programme principal membrane.m, qui fait appel à
chaque fragment de programme nécessaire. La �gure 3.1 en montre le fonctionnement
général.

Dans un premier temps, membrane.m fait appel à load_gmsh_2D.m, qui charge le
maillage dans une variable de type structure de données, que nous appelons mesh. Il
réalise ensuite les quatre opérations suivantes :

� calcul du rapport des aires de chaque élément à l'élément parent avec detJaco-
biansInit.m et stockage de cette information dans mesh,

� calcul de la matrice de masse globale du système avec matr_masse.m et stockage
de l'information dans mesh,

� initialisation des variables de déplacements, vitesses et accélérations des n÷uds
en fonction des conditions initiales par initial.m,
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� conversion des données relatives aux forces ou aux pressions aux n÷uds en une
variable spéci�que par readP.m.

Le programme lance ensuite le processus itératif. Au cours d'une itération, les
opérations suivantes sont e�ectuées :

� écriture (éventuelle) d'un �chier de type .pos contenant les déplacements actuels
et les forces internes dans un format lisible par Gmsh avec writeFile.m,

� calcul des forces internes et externes par forces.m,
� calcul des déplacements, vitesses et accélérations et application des conditions

aux frontières par frontieres.m.

Si les normes des vitesses et accélérations des n÷uds sont toutes proches de 0, c'est-
à-dire dans un intervalle [0− ε, 0 + ε] choisi par l'utilisateur au moment de l'exécution,
le processus itératif est arrêté.

Fig. 3.1 � Fonctionnement général du programme.
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Pour terminer, le programme écrit les données de déplacements, vitesses et accélé-
rations des deux derniers pas de temps dans un �chier texte avec writeData.m.

2.2 Entrées et sorties du programme

Entrées

Le programme membrane reçoit un ensemble de paramètres que nous répartis-
sons en trois catégories : les données d'entrée, les paramètres du calcul et les données
relatives aux sorties. Leur détail est le suivant :
Données d'entrée :

� le chemin d'accès et le nom du �chier .msh contenant le maillage,
� le chemin d'accès et le nom du �chier contenant les forces, ou une valeur qui

doit être prise en compte comme une pression appliquée de manière uniforme
sur toute la membrane,

� une variable indiquant s'il faut commencer un nouveau calcul, ou s'il faut
initialiser les déplacements, vitesses et accélérations en fonction du dernier
�chier de sortie produit.

Paramètres de calcul :
� le pas de temps,
� le nombre de pas de temps,
� le critère d'arrêt ε au cas où la solution n'évolue plus,
� l'épaisseur de la membrane,
� sa masse volumique,
� ses coe�cients de Mooney-Rivlin,
� l'amortissement utilisé.

Données relatives aux sorties :
� le chemin d'accès et le nom du �chier .txt sur lequel seront écrits les déplace-

ments, vitesses et accélérations en �n d'exécution,
� le chemin d'accès et le nom des �chier .pos,
� la fréquence de production de ces �chiers.

Le �chier launch.m contient tous les paramètres et lance le programme. Il permet
d'utiliser le code de manière simple.

Des entrées supplémentaires apparaîtront lorsque nous parlerons du couplage avec
le programme de calcul des �uides.

Sorties

Les résultats de l'exécution de membrane.m sont doubles :
� d'une part, le �chier contenant les déplacements, vitesses et accélérations produit

en �n d'exécution,
� d'autre part l'ensemble des �chiers .pos produits durant le processus itératif.
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Nous parlerons d'une sortie supplémentaire dans la partie traitant du couplage
�uide-structure.

2.3 Organisation du maillage

C'est le programme load_gmsh_2D.m qui va tranformer le maillage généré par
Gmsh (par exemple le �chier cylindre.msh) et qui va organiser les données a�n qu'elles
soient utilisables par le programme � structure �. Il va créer une structure de données
que nous appelerons mesh en parcourant le �chier .msh, et la renverra au programme
principal. Cette structure, détaillée dans les tableaux 3.1 et 3.2, sera passée en argu-
ment lors de l'exécution de la plupart des sous-programmes.

mesh.nbNod Nombre de n÷uds du maillage,
mesh.nbElm Nombre d'éléments (lignes, arêtes,

triangles et quadrangles) du maillage,
mesh.nbBeams Nombre d'arêtes,
mesh.nbTriangles Nombre de triangles,
mesh.nbQuads Nombre de quadrangles.

Tab. 3.1 � Variables de la structure de données mesh contenant le nombre d'éléments
de chaque type.

Par après le programme va ajouter à mesh certaines variables qu'il vient de cal-
culer ou qui ont été introduites par l'utilisateur ; notamment mesh.Masse, la matrice
de masse du système ; mesh.H, l'épaisseur de la membrane ; mesh.rho, sa masse volu-
mique, . . . Par contre, le programme ne modi�e pas les coordonnées renseignées dans
mesh.POS lorsqu'un nouvel état de déformation a été calculé. La variable contient
donc toujours la con�guration de référence de la membrane, c'est-à-dire la con�gura-
tion telle qu'il n'existe aucune contrainte interne.
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mesh.POS Positions des n÷uds du maillage, ordonnées
de la manière suivante :

coordonnées
X Y Z

1er n÷ud . . .
2ème n÷ud . . .

... ... ... ...
nème n÷ud . . .

mesh.POINTS Description de tous les points à tag du système,
sous la forme suivante :

N�n÷ud tag
1er point . .

2ème point . .
... ... ...

nème point . .

mesh.BEAMS Description de toutes les arêtes du système,
sous la forme suivante :

N�n÷ud 1 N�n÷ud 2 tag
1ère arête . . .
2ème arête . . .

... ... ... ...
nème arête . . .

mesh.TRIANGLES Description de tous les triangles du système,
sous la forme suivante :

N�1 N�2 N�3 tag
1er triangle . . . .

2ème triangle . . . .
... ... ... ... ...

nème triangle . . . .

mesh.QUADS Description de tous les quadrangles du système,
sous la forme suivante :

N�1 N�2 N�3 N�4 tag
1er quadrangle . . . . .

2ème quadrangle . . . . .
... ... ... ... ... ...

nème quadrangle . . . . .

Tab. 3.2 � Description des éléments dans la structure de données mesh.
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2.4 Mixité triangles-quadrangles

Dans la section consacrée à la méthode des éléments �nis, nous expliquions qu'il
était indispensable que notre code admette des maillages triangulaires a�n de ne pas
complexi�er exagérément le couplage �uide-structure. Nous n'avons toutefois pas ré-
sisté à la tentation d'ajouter quelques briques à notre programme a�n qu'il puisse
également traiter un maillage quadrangulaire.

Comme expliqué plus haut, cela implique l'introduction de nouvelles fonctions de
forme, ainsi qu'une méthode d'intégration di�érente. A�n de ne pas créer deux pro-
grammes di�érents, ce qui serait très inconfortable et peu e�cace, nous avons inté-
gré le traitement des quadrangles dans le programme initial. Finalement, nous avons
poussé l'intégration jusqu'à pouvoir prendre en charge un maillage mixte triangles-
quadrangles.

Lorsque nous recherchons la matrice de masse du système complet, ou que nous
calculons les forces internes ou externes, nous parcourons les éléments en les assemblant
systématiquement dans la matrice globale associée, selon l'indice des n÷uds a�ectés
à l'élément. Cette opération peut être faite successivement pour les triangles et les
quadrangles.

Au niveau de l'implémentation, cette mixité explique la présence simultanée des
deux variables mesh.TRIANGLES et mesh.QUADRANGLES dans la structure de
données mesh. Cela implique aussi deux traitements séparés pour les deux types d'élé-
ments, malgré un procédé d'assemblage similaire. Ainsi, le programme forces.m, par
exemple, va d'abord parcourir tous les triangles et faire le calcul des forces sur cha-
cun d'entre eux via le programme elementTri.m, qui utilise la technique d'intégration
de Hammer (section I.2.2.5) et les fonctions de forme linéaires (section I.2.1.3) avec
fctformTri.m, avant d'assembler chaque nouveau résultat dans la matrice globale des
forces. Il va ensuite faire de même avec les quadrangles via elementQuad.m, qui utilise
la technique d'intégration de Gauss-Legendre (section I.2.2.5) et les fonctions de forme
bilinéaires (section I.2.1.3) avec fctformQuad.m.

Les deux programmes elementTri.m et elementQuad.m font appel au code de
contraintes.m, qui contient toutes les règles de calcul de la cinématique développées
dans le premier chapitre, ainsi que la loi de comportement de Mooney-Rivlin et le
calcul du tenseur des contraintes de Piola-Kirchho�. Ces calculs sont communs aux
deux types d'éléments.

2.5 Imposition des conditions aux frontières

Pour imposer les conditions aux frontières décrites dans la section I.2.3.6, nous
devons pouvoir modi�er la vitesse et l'accélération des bons n÷uds au bon moment.
C'est le programme frontieres.m qui modi�e les matrices de vitesses et d'accélérations
des n÷uds.

Le moment auquel doivent intervenir les conditions aux frontières dépend de l'en-
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chaînement de l'algorithme. Au niveau de l'implémentation, il s'agit simplement de
trouver la ligne de code où doit être inséré l'appel à frontieres.m.

Déterminer quels sont les n÷uds dont les vitesses et les accélérations doivent être
modi�ées, et dans quelles directions, est un peu plus complexe. Cela nécessite des
interventions à trois niveaux :

� Le choix d'imposer une condition aux frontières se fait dès le dessin de l'ob-
jet, c'est-à-dire dans notre cas, en utilisant Gmsh. Si nous voulons imposer une
condition sur une arête, nous lui donnons un tag. Celui-ci dépendra du code que
nous appliquons pour les conditions aux frontières. Le tableau 3.3 donne celui
que nous employons. Gmsh va alors répercuter les tags sur les arêtes, lors du
maillage, puis de l'écriture du �chier .msh.

composante(s) annulée(s)
tag X Y Z
100 •
010 •
001 •
011 • •
110 • •
101 • •
111 • • •

Tab. 3.3 � Tags utilisés pour indiquer l'accrochage d'un point.

� Lorsque load_gmsh_2D.m lit le maillage et construit la structure mesh, il
y insère les tags. Dans mesh.BEAMS, la troisième colonne leur est réservée, de
même que la deuxième colonne de mesh.POINTS (cfr. tableau 3.2).

� Dans le code de frontieres.m , une boucle parcourt tous les points et toutes les
arêtes et, en fonction des tags qu'elle trouve, impose une valeur aux vitesses et
accélérations des n÷uds correspondants.

2.6 Imposition de conditions initiales

Les conditions initiales sont imposées lors de l'exécution de initial.m. Deux cas
peuvent se présenter, selon la valeur passée en paramètre init lors de l'exécution de
membrane.m.

Premier cas : init est nul

Dans ce cas, les variables de déplacements, vitesses et accélérations sont initialisées
à zéro. La variable X (con�guration actuelle) est initialisée aux valeurs contenues dans
mesh.POS. Il est toutefois possible de donner un déplacement initial à des n÷uds dont
nous connaissons les indices, en ajoutant une courte ligne de code qui modi�e X.
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Faisons une petite clari�cation à propos des di�érentes con�gurations de la mem-
brane. Comme expliqué plus haut, le maillage est importé sous la forme d'une structure
de donnée par notre code (mesh). C'est la con�guration décrite par cette structure qui
sera la con�guration de référence tout au long de l'exécution du programme. La va-
riable contenant la position des n÷uds est mesh.POS. Elle ne sera jamais modi�ée.
Lorsque le code s'exécute, une variable X contiendra les positions de chaque n÷ud
dans la con�guration déformée. Les forces internes seront toujours calculées en com-
parant la situation déformée X à la situation de référence mesh.POS. Le terme des
forces externes ne dépendra quant à lui que de la position X (équation (2.14)).

Nous pouvons donc � tirer � sur un n÷ud en ajoutant tout simplement un dépla-
cement à l'entrée correspondante de X. Nous nous attendrons alors à voir des forces
de rappel s'exercer autour des n÷uds déplacés, et à observer la membrane revenir en
oscillant (ou pas) autour de sa position de référence.

Second cas : init est non-nul

Dans ce cas, le programme initial.m va ouvrir le �chier de sauvegarde des derniers
résultats et initialisera les déplacements, vitesses et accélérations aux valeurs contenues
dans ce �chier. Cette option permet de poursuivre un calcul sans perdre de données.



Chapitre 4

Véri�cations et applications du
code de calcul

Avant d'utiliser notre programme dans un procédé de couplage, il convient de le
tester en comparant certains résultats à la théorie ou à des résultats expérimentaux.
Cela permet non seulement de se rassurer quant à la validité du code, mais aussi,
durant les premiers essais, de mettre en évidence les éventuelles erreurs.

Nous avons véri�é les résultats de notre programme en l'exécutant sur deux géo-
métries de membranes su�samment simples pour que nous connaissions certaines de
leurs caractéristiques : le cylindre in�ni et la sphère. Dans les deux cas, la théorie
nous livre une relation entre la pression intérieure et la déformation �nale (lorsque les
oscillations ont disparu).

La visualisation du comportement dynamique des membranes, proche du compor-
tement attendu, dans les nombreuses géométries que nous avons essayées, nous donne
également con�ance quant à la validité du programme. Par ailleurs, un test de vibration
d'une membrane simple est décrit dans la première section.

Au niveau de la stabilité, il est nécessaire de respecter le critère du pas de temps
limite. Une fois cette condition remplie, le programme est relativement robuste. Les
mouvements amples et brutaux ne le déstabilisent pas.

Nous précisons que toutes les déformations proposées dans cette section ont été
calculées via notre programme. Les déformations visibles sont parfois très importantes
mais elles représentent toujours les déformations réelles, sans facteur d'exagération.

1 Membrane plane

C'est en observant les résultats obtenus sur une simple membrane rectangulaire que
nous sommes parvenus à comprendre le mieux les jeux de forces internes et externes
qui s'exerçaient sur les éléments. De nombreux problèmes ont été résolus en faisant
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tourner notre code sur une membrane carrée formée de deux éléments triangulaires et
sur laquelle une traction était appliquée (�gure 4.1).

Fig. 4.1 � Traction exercée sur un carré décomposé en deux éléments et �xé sur le
côté gauche.

Par la suite, nous avons fait tourner le programme sur un maillage beaucoup plus
ra�né de ce même carré et nous avons pu faire quelques observations.

1.1 Membrane au repos

La �gure 4.2 montre le maillage utilisé ainsi que l'état déformé après stabilisation.

Fig. 4.2 � Résultat d'une traction sur un simple carré attaché par la gauche.

Nous observons que les bords de la membrane décrivent une courbe. Nous pouvions
nous attendre à ce résultat vu l'introduction de l'incompressibilité dans notre modèle et
vu les e�orts perpendiculaires aux tractions principales. En fait, nous pouvons mieux
mettre en évidence ce raccourcissement latéral si nous ne �xons pas complètement
le bord gauche de la membrane. Nous observons sur la �gure 4.3 le changement de
forme obtenu dans une con�guration où les n÷uds du bord gauche ne sont �xés que
latéralement.
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Fig. 4.3 � Résultat d'une traction sur un simple carré libre verticalement.

Nous pouvons véri�er l'incompressibilité de la membrane en regardant les lon-
gueurs des côtés du rectangle obtenu. En e�et, si L1, L2, H et V sont les longueurs
initiales des côtés de la membrane, sont épaisseur et son volume, et que L′1, L′2 et H ′
sont les longueurs et épaisseurs après déformation, nous devrions avoir :

V = L1 L2H = L′1 L
′
2H
′, (4.1)

et donc,
λ1 =

L′1
L1

=
L2

L′2

H

H ′
. (4.2)

Si la membrane est libre de se déformer dans les directions de L2 et deH, les élongations
dans ces deux directions doivent être les mêmes [22]. Cette condition minimise l'énergie
de déformation. Ceci est une conséquence de la forme incurvée vers le haut de la courbe
contraintes-déformations. Nous pouvons donc écrire :

λ2 = λ3 =
L′2
L2

=
H ′

H
, (4.3)

et donc :
λ1 = λ−2

2 . (4.4)

Dans notre cas, nous avons λ1 = 1.4133 et λ2 = 0.8412, ce qui véri�e bien la
relation précédente.

Une autre véri�cation que nous pouvons faire est que le module de Young peut
être approximée par la constante C1 multipliée par 6.

Si nous appliquons un e�ort total F1 à l'extrémité droite, tout en attachant l'ex-
trémité gauche, nous pouvons calculer la section de la membrane déformée par :

A = λ2λ3At0 =
1
λ1
At0 . (4.5)

Si les déformations restent petites, nous avons

σkk = Eεkk = E(λkk − 1), (4.6)
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ou encore
Fk = EA(λkk − 1). (4.7)

Nous pouvons donc calculer le module de Young apparent par :

E =
F1

A(λ1 − 1)
=

F1λ1

At0(λ1 − 1)
. (4.8)

Le tableau suivant donne les valeurs de E obtenues pour une membrane de longueur
5 m, de largeur 1 m, d'épaisseur 10 mm et de coe�cients C1 et C2 égaux à 105 Pa et
0 Pa, pour plusieurs intensités de la force F1 :

F1 [N ] L [m] λ1 [−] E [MPa]
-100 4.92318 0.98462 0.640195
-10 4.99220 0.99844 0.640355
-1 4.99922 0.999844 0.640269
1 5.00078 1.000156 0.641126
10 5.00785 1.00157 0.637942
100 5.07935 1.01587 0.640120
1000 5.92164 1.18433 0.642511

Nous voyons donc que l'approximation est justi�ée mais qu'il serait plus précis d'uti-
liser E = 6.4 C1. Les forces négatives correspondent à une compression. Si nous n'in-
troduisons aucune modèle de froissement permettant de supprimer les contraintes de
compression dans les éléments, et qu'il n'y a aucune perturbation transversale, la mem-
brane entre en compression.

1.2 Membrane en mouvement

Une deuxième observation que nous pouvons faire réside dans la dynamique du
problème. Sur la �gure 4.4, nous pouvons voir la déformation de la membrane dans
les premiers instants de l'application de la force. Les bords de gauche et de droite sont
les premiers à subir une déformation importante. Il y a donc un phénomène d'inertie
qui donne lieu à des phases intermédiaires intéressantes au cours desquelles di�érents
modes propres de la membrane sont excités. Les oscillations qui en résultent fournissent
des déformations particulières, comme celle présentée à la �gure 4.5.

Il est di�cile de véri�er l'exactitude du mouvement sans disposer de résultats
expérimentaux. Toutefois, nous pouvons faire une comparaison intéressante avec un
cas théorique des petites déformations en gardant en mémoire que ces résultats doivent
être nuancés.

Si nous considérons que notre membrane peut vibrer en traction-compression, nous
pouvons la comparer à une barre. Prenons par exemple une membrane de longueur
5 m et de section 1 m×0.01 m avec des coe�cients C1 et C2 égaux à 105 Pa et 104 Pa.
Pour cette membrane et pour de petites déformations, nous avons vu que le module
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Fig. 4.4 � Quelques-unes des premières images de la déformation du carré.

Fig. 4.5 � Exemple de déformation subie avant la stabilisation.

de Young pouvait être approximée à la valeur 6.4 105 Pa. Les fréquences propres de la
barre de même géométrie et de module équivalent sont :

fn =
1
4

√
EA

ρAL2
(2n− 1) ' 1

4

√
6.4C1A

ρAL2
(2n− 1). (4.9)

La première de ces fréquences vaut 1.265 Hz. Si la membrane est étirée initialement de
1 %, le graphe du déplacement d'un n÷ud à l'extrémité est le graphe de gauche de la
�gure 4.6. Nous pouvons observer les oscillations principales ainsi qu'une sinusoïdale
parasite provenant d'un mode secondaire. Ce mode provient des contraintes transver-
sales provoquées par l'étirement et il peut être supprimé en donnant une élongation
transverse λ2 calculée via l'équation (4.4), ce qui nous donne le second graphe.

Pour être certain que nos résultats ne seront pas perturbés par un mode impliquant
des déplacements transverses, nous �xons tous les n÷uds dans cette direction. De
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Fig. 4.6 � Evolution du déplacement de l'extrémité libre de la membrane avec étire-
ment simple (à gauche) et étirement accompagné d'un raccourcissement transversal (à
droite).

nouveaux tests nous donnent le module de Young apparent dans cette con�guration :
sous l'e�ort F1, la longueur au repos, l'élongation λ1 et le module de Young apparent
valent :

F1 [N ] L [m] λ1 [−] E [MPa]
-100 4.942647 0.988529 0.8618
-10 4.994172 0.998834 0.8569
-1 4.999416 0.999883 0.8561
1 5.000583 1.000117 0.8577
10 5.005848 1.001170 0.8557
100 5.059442 1.011888 0.8511

Deux constatations sont à faire. Premièrement, le module est plus élevé en compres-
sion qu'en traction. Ensuite, il est plus grand et sa variation est plus importante que
pour les tests réalisés précédemment, ce qui se comprend facilement, vu la suppression
d'un grand nombre de degrés de liberté et le fait qu'une augmentation de la longueur
de l'objet ne puisse plus être compensée que par une diminution de son épaisseur.

Le graphe du déplacement de l'extrémité pour cette nouvelle situation est celui de
la �gure 4.7, où les déplacements ont été pris su�sament petits (λ1 = 1.001) a�n de
pouvoir considérer un module de Young constant : E = 0.8567 MPa (variation de
0.1 % maximum).

Nous observons tout d'abord que la courbe n'a pas l'allure d'une sinusoïdale,
contrairement ce à quoi nous pourrions nous attendre. En observant la déformée, nous
pouvons nous rendre compte que les éléments situés à l'extrémité libre accélèrent dans
les premières itérations et se déplacent à vitesse constante durant l'oscillation. L'ex-
plication est que, en t = 0, les n÷uds extrêmes sont les seuls à ne subir de forces
internes que dans un seul sens, puisque les autres se trouvent entre des éléments étirés
et qu'ils subissent donc des forces internes de directions opposées. Lorsque les premiers
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Fig. 4.7 � Evolution du déplacement de l'extrémité libre de la membrane en �xant les
n÷uds dans le sens transverse.

n÷uds sont en mouvement, la deuxième rangée de n÷uds subit des forces internes
non-symétriques qui vont les mettre en mouvement et ainsi de suite. Une onde va donc
se déplacer le long de la membrane, rebondir à l'autre extrémité, et revenir à son point
de départ ; le tout à la fréquence propre de la membrane.

Si la membrane réagissait de la même manière qu'une barre soumise à de petites
déformations, nous devrions obtenir une fréquence de (équation (4.9)) :

f1 =
1
4

√
0, 8567 . 106

1000 . 52
= 1, 46 Hz. (4.10)

La fréquence que nous obtenons est moins élevée. Nous pouvons voir sur le graphe de la
�gure 4.7 que la période est d'environ 0.9 secondes, ce qui correspond à une fréquence
de 1.11 Hz. La di�érence est de 30 % environ. Nous voyons donc que les deux éléments
comparés, la barre et la membrane, ont des fréquences dont l'ordre de grandeur est
fort proche. Des tests menés avec d'autres valeurs de L, l, H, C1, C2 et λ1 indiquent
toujours qu'un rapport proche de 30 % sépare les deux modèles.

La di�érence obtenue peut être la conséquence de plusieurs facteurs. Tout d'abord,
la section de la membrane est variable, son épaisseur change durant les oscillations
et notre modèle impose que le matériau soit incompressible. De plus, le modèle de
Mooney-Rivlin est un modèle adapté aux grandes déformations et sa précision n'est
pas prouvée pour des dilatations très petites. En�n, nous avons vu que le mouvement
des n÷uds n'était pas régulier le long de la membrane. Les phénomènes d'inertie décrits
plus haut in�uencent sans nul doute la forme du graphe des déformations et la fréquence
calculée.

Sans prouver que les mouvements obtenus modélisent exactement la réalité, les
tests précédents et les constatations faites indiquent tout de même que le programme
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fournit une bonne approximation du comportement de la membrane dans le temps. Des
analyses statiques de problèmes en grandes déformations permettraient de compléter
ces tests et d'aller plus loin dans la véri�cation du programme. Dans les sections qui
suivent, nous véri�ons le calcul des déformations statiques d'un cylindre et d'une sphère
en grandes déformations.
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2 Cylindre in�ni

Le cas du cylindre in�ni soumis à une pression intérieure est intéressant car il est
possible de comparer facilement les résultats numériques et analytiques. En e�et, un
seul paramètre géométrique, le rayon, permet de décrire la déformation. De plus, il est
aisé de trouver une solution analytique au problème statique.

Maillage utilisé

Pour représenter un cylindre in�ni, il su�t de représenter une �ne tranche du cy-
lindre en lui appliquant les conditions aux frontières adéquates. La �gure 4.8 représente
le maillage d'une tranche. La hauteur représentée est celle d'un élément car il serait
inutile de calculer simultanément plusieurs étages.

Fig. 4.8 � Maillages du cylindre, par triangles et par quadrangles.

Le long d'un cylindre in�ni, la déformation axiale doit être la même sur chaque
tranche (pas de site favorisé) et le cylindre ne peut s'allonger ni se rétrécir. Chaque
tranche présente donc une hauteur �xe. Les conditions aux frontières utilisées ici sont
donc un blocage de tous les n÷uds dans le sens de l'axe du cylindre.

Véri�cation de la relation (p,R)

La relation théorique entre pression et rayon, en statique, s'exprime [6] par :

p =
2C1H

R0
(1 + α)(1− 1

λ4
), (4.11)

où C1 et C2 sont les constantes du modèle de Mooney-Rivlin, H est l'épaisseur initiale
de la membrane, R0 est le rayon initial, α est le rapport C2

C1
et λ est le rapport R

R0
.

Notons que p peut, d'une manière plus générale, désigner une di�érence de pression
entre l'intérieur et l'extérieur du cylindre.

La relation analytique est représentée par la courbe bleue sur la �gure 4.9. Nous
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Fig. 4.9 � Comparaison des solutions numérique et analytique pour l'élongation du
cylindre in�ni (exprimée en mètres) en fonction de la pression (en pascals).

remarquons que la courbe présente deux zones : une zone quasi-linéaire pour des pres-
sions faibles et une zone non-linéaire tendant vers une asymptote. Cette non-linéarité
est caractéristique de matériaux tels que le caoutchouc et certains polymères. Nous
pouvons l'observer très simplement en gon�ant un ballon de baudruche à la bouche :
avant qu'il ait atteint un certain volume, il faut sou�er de plus en plus fort pour le
gon�er. Une fois la zone linéaire franchie, une faible augmentation de pression conduit
à une augmentation de volume importante, et la di�culté devient alors de fournir un
volume de gaz su�sant au ballon pour achever de le remplir.

Au-delà d'une certaine pression, le cylindre gon�e indé�niment. Avec les paramètres
choisis pour tester le cylindre in�ni, à savoir H = 1 mm, C1 = 1 Pa, R0 = 1 m et
α = 0, la pression critique est de 0.002 kg/m2.

La non-linéarité théorique est exprimée dans notre modèle par la loi de comporte-
ment choisie (équation 1.81) :

W = C1(I1 − 3) + C2(I2 − 3), (4.12)

puisque les invariants I1 et I2 sont des fonctions non-linéaires des élongations princi-
pales (équations 1.74 et 1.75) :

I1 = λ 2
1 + λ 2

2 + λ 2
3 , (4.13)

I2 = λ 2
1 λ

2
2 + λ 2

2 λ
2

3 + λ 2
1 λ

2
3 . (4.14)

Pour fournir une courbe comparable à la courbe théorique, nous avons écrit un
programme exécutant notre code pour une série de pressions, en utilisant le maillage
triangulaire de 56 éléments représenté à la �gure 4.8. Les résultats sont représentés sur
la �gure 4.9 par la courbe rouge.
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Nous observons que les écarts sont très faibles dans la zone linéaire (moins de 1 %),
et qu'ils deviennent sensiblement plus importants pour des pressions plus élevées (1 à
3 % et jusque 13 % dans la zone quasi-verticale du graphe). Des tests réalisés avec des
maillages plus �ns montrent que le ra�nement du maillage réduit ces écarts.

Les résultats obtenus avec le maillage de quadrangles de la �gure 4.9 sont identiques
à ceux du maillage de triangles. La concordance des résultats est semblable à celle
obtenue avec des mailles triangulaires.

3 Membrane précontrainte

Comme expliqué dans la section I.2.3.6, la combinaison de conditions aux frontières
et de déformations initiales permet d'envisager une notion utile dans l'étude de cas
pratiques de membranes : la précontrainte. Si nous imposons une déformation initiale
à une membrane et que nous bloquons ses extrémités, une traction subsistera. La �gure
4.10 montre un cylindre attaché à ses extrémités, et étiré de 40 %.

Fig. 4.10 � Cylindre précontraint en con�guration déformée.

Le cas du cylindre attaché par ses extrémités nous a permis de visualiser la défor-
mation d'un objet 3D de manière assez simple. Il nous a également permis de tester
l'imposition de conditions aux limites et l'intervention d'un amortissement.

Quelques images du cylindre en con�guration initiale et déformée sont présentées
à la �gure 4.11. La déformation est due à une pression interne appliquée subitement
au temps t0 et maintenue constante.
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Fig. 4.11 � Déformations successives du cylindre attaché par ses extrémités.
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4 Sphère

Véri�cation de la relation (p,R)

La véri�cation du programme au travers de l'exemple de la sphère est plus compli-
quée que pour le cylindre in�ni car les sources littéraires sont plus rares et surtout, elles
ne sont pas toutes en accord. Il est donc très important de porter un regard critique
sur nos sources.

Nous présentons ici les principales formulations rencontrées dans la littérature :
� Formulation 1 [23] :

P = 2nsegKT
(
H0

R0

)((
R0

R

)1

−
(
R0

R

)7
)
, (4.15)

où nsegKT = C1.
� Formulation 2 [24] :

P =
2C1H0

R0

(
R0

R
−
(
R0

R

)7
)(

1− C1
C2

(
R

R0

)2
)
. (4.16)

� Formulation 3 [25] [26] :

P =
4C1H0

R0

(
R0

R
−
(
R0

R

)7
)(

1 +
C2
C1

(
R

R0

)2
)
. (4.17)

Ces formulations ne sont pas complètement équivalentes. Il apparaît dans l'en-
semble que la pression de la sphère dépend de (R0

R − (R0
R )7). Nous avons pu remarquer

lors de l'essai de notre programme, que celui-ci suivait bien ce comportement (�gure
4.12).

Signalons que, contrairement au cas du cylindre in�ni, la validation se fait au
travers de la pression en fonction du rayon, ce qui signi�e que nous faisons varier le
rayon et que nous trouvons la pression correspondante. Cela permet de trouver des
positions stables au-delà de la déformation critique que nous avons observée avec le
cylindre in�ni, mais en appliquant une pression qui décroît avec le rayon.

Nous voyons que, malgré les di�érences de pressions limites, les rayons critiques
restent les mêmes et les allures se superposent à une constante près, qui varie selon les
sources.

Remarquons que dans ce cas, les valeurs de la pression critique varient très peu avec
le ra�nement du maillage (0.2 % si nous divisons la taille de la maille par deux), et
qu'il est possible d'obtenir une très bonne approximation de la courbe avec un maillage
relativement grossier.
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Fig. 4.12 � Comparaison du comportement de la sphère entre certaines théories trou-
vées dans la littérature et les résultats de notre code de calcul.
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5 Déformations extrêmes

Dans des situations où les forces sont telles que la membrane se retourne entière-
ment, qu'elle se froisse ou qu'elle subit de très grandes déformations, le code se montre
assez robuste. Sur la �gure 4.13, nous voyons une membrane dont certaines parties
sont incurvées vers l'intérieur du volume. Sous une certaine pression, ces parties se
renversent brutalement sans déstabiliser le programme.

Fig. 4.13 � Membrane incurvée et sa déformée sous une pression élevée.

La �gure 4.14 montre les déformées successives d'une membrane cubique dont deux
faces sont laissées ouvertes. La membrane est attachée autour de l'une des deux faces
ouvertes et une pression intérieure relativement élevée lui est appliquée brutalement.
Nous pouvons voir la membrane s'élargir considérablement, puis se retourner et en�n
revenir vers sa position de départ du fait de ses propriétés hyperélastiques. Nous re-
marquons que la membrane se froisse entre deux éléments du maillage. Cela est dû au
fait que nous n'avons pas introduit de modèle de froissement dans les équations même.
L'absence de froissement à l'intérieur d'un élément ne provoque qu'une faible erreur
pour autant que le maillage soit su�sament ra�né.
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Fig. 4.14 � Evolution de la déformée d'un cube soumis à une pression interne élevée.
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6 Applications diverses

Feuille attachée par un côté

La �gure 4.15 montre quelques positions occupées par une feuille de caoutchouc sur
laquelle une pression constante est appliquée, et attachée par un de ses cotés seulement.
Les valeurs prises pour C1 et C2 sont 0.13 MPa et 0.095 MPa.

Fig. 4.15 � Superposition de vues, à des temps di�érents, d'une feuille attachée par
un côté et soumise à une pression constante sur l'une de ses faces.

Nous observons que l'augmentation de vitesse due à la pression provoque également
une augmentation de la force centrifuge et donc une déformation de la feuille. Comme
vu plus haut, l'allongement de la membrane dans une direction va de pair avec un
raccourcissement dans l'autre direction.

Membranes gon�ables

Un type de problème que le programme peut modéliser sans faire intervenir de
couplage avec un programme �uide est le gon�ement d'une structure à l'intérieur de
laquelle on maintient une pression constante, à condition que les e�ets de la vitesse
et de la viscosité du �uide soient négligeables (ballons, procédés de mise en forme
thermoplastique par sou�age, etc). Le cylindre in�ni en est un exemple. Les �gures
4.16, 4.17 et 4.18 montrent quelques exemples de gon�ements de membranes que nous
avons pu obtenir.

Ces quelques exemples terminent la partie de ce rapport relative au programme de
calcul de membranes.

Nous avons réalisé un programme permettant de modéliser les déformations et les
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Fig. 4.16 � Un même ballon à plat et gon�é (C1 = 0.1 MPa, C2 = 0.01 MPa).

Fig. 4.17 � Plusieurs phases du gon�ement d'un cône (C1 = 1.0 MPa, C2 =
0.05 MPa).

Fig. 4.18 � Gon�ement et oscillation d'une structure quelconque (C1 = 0.5 MPa,
C2 = 0 MPa).

déplacements d'une membrane quelconque au cours du temps. Si les caractéristiques de
la membrane sont connues et qu'une pression constante lui est appliquée, nous pouvons
la discrétiser et étudier son comportement en observant les déplacements, vitesses et
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accélérations de ses noeuds. Nous pouvons également visionner sa déformation via
Gmsh.

Dans la suite de ce rapport, nous expliquons les travaux que nous avons menés a�n
de réaliser un couplage du programme avec un programme de calcul de �uides, ainsi
que les évolutions que nous avons apportées à notre code pour atteindre notre objectif.



Deuxième partie

Couplage avec un programme de
calcul de �uides



Chapitre 5

Description du programme �uide

Pour modéliser le comportement du �uide au contact de la membrane, nous avons
recours à un programme nommé Aero-F [27], développé et validé par Philippe Geu-
zaine1. Le développement d'un tel programme est en e�et une tâche ardue pouvant à
elle seule demander plusieurs années de travail. Par ailleurs, ce programme comporte
déjà un module destiné à faciliter le couplage �uide-structure.

Dans le contexte présent, l'utilisation d'un programme existant ne peut se faire sans
avoir une certaine compréhension des concepts fondamentaux liés à son implémenta-
tion. C'est pourquoi nous avons cherché à savoir quel était le modèle mathématique et
quelles étaient les méthodes numériques employées par son concepteur.

1 Modèle mathématique

1.1 Equations fondamentales

Avant2 de pouvoir comprendre une solution numérique, il est nécessaire de connaître
le modèle mathématique, c'est-à-dire les équations fondamentales qui gouvernent le
type d'écoulement que nous modélisons.

Les équations fondamentales de la mécanique des �uides sont la traduction mathé-
matique de trois principes physiques fondamentaux :

� la conservation de la masse : l'équation traduisant ce principe est appelée équation
de continuité,

� la seconde loi de Newton F = ma : appliquée à un �uide, elle fournit une équation
vectorielle connue sous le nom d'équation du moment,

� la conservation de l'énergie : ce principe est le premier principe de la thermo-
1Docteur en sciences appliquées, chercheur au CENAERO à Gosselies.
2Cette section est en partie inspirée du rapport de mémoire d'Emilie Marchandise et de Marie

Go�net [28].
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dynamique et l'équation mathématique en découlant est appelée équation de
l'énergie.

Pour un écoulement tridimensionnel transitoire et pour un �uide visqueux de vis-
cosité ν, compressible, les équations fondamentales peuvent s'écrire en coordonnées
cartésiennes [29] :

Equation de continuité :
∂ρ

∂t
+
∂ui
∂xi

= 0 (5.1)

Equations de conservation de la quantité de mouvement :

∂

∂t
(ρuj) +

∂

∂xi
(ρuiuj)

︸ ︷︷ ︸
convection

= − ∂p

∂xi︸︷︷︸
gradient de pression

+
∂2

∂x2
i

(ρνuj)
︸ ︷︷ ︸
diffusion

+ gj︸︷︷︸
forces volumiques

(5.2)

Equation de conservation de l'énergie :

∂

∂t
(ρcT ) +∇ ·

(
ρcT ~V

)
= −∇ · ~q + ~τij : ∇V (5.3)

Précisons les termes intervenant dans l'équation de l'énergie :
� c est la chaleur spéci�que,
� τ le tenseur des contraintes visqueuses,
� q le �ux de chaleur,
� T la température.
Habituellement, le système composé de l'équation vectorielle de moment et de

l'équation de continuité est appelé équations de Navier-Stokes, même si historiquement,
les équations de Navier-Stokes ne désignaient que les équations du moment.

Les équations d'Euler sont semblables à des équations de Navier-Stokes dans les-
quelles nous aurions imposé une viscosité nulle.

Aero-F utilise les deux modèles, Navier-Stokes et Euler, sous leur forme adimen-
sionnalisée, pour des �uides compressibles, selon que nous voulions modéliser un écou-
lement visqueux ou non-visqueux. Le fait que ces équations soient adimensionnalisées
signi�e que leurs paramètres seront des nombres adimensionnels tels que le nombre de
Reynolds et le nombre de Mach.

Note sur les �uides compressibles

Un3 �uide est dit compressible s'il a la possibilité de changer de volume sous l'e�et
de la pression. C'est en particulier le cas des gaz. Cependant, lors de l'étude de l'écou-
lement autour d'une voiture par exemple, les e�ets de compressibilité de l'air ne sont
pas pris en compte et l'étude est faite dans le cadre d'un modèle incompressible.

3Note rédigée par Jean-François Remacle.
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Ainsi, Les e�ets de compressibilité ne sont pas uniquement liés à la nature intrin-
sèque du �uide mais également à l'écoulement. Dans le cas d'un écoulement permanent,
le long d'une ligne de courant (i.e. 1D), l'équation d'Euler (quantité de mouvement)
nous donne :

u du+
dp

ρ
= 0, (5.4)

u est la vitesse, p la pression et ρ la densité.

La vitesse du son est dé�nie comme

c2 =
dp

dρ
. (5.5)

Nous pouvons donc écrire

u du+
dp

dρ

dρ

ρ
= u du+ c2dρ

ρ
= 0. (5.6)

Nous avons donc
dρ

ρ
= −Ma2du

u
. (5.7)

L'accélération (décélération) du �uide va donc créer une diminution (augmentation)
de la densité du �uide si le nombre de Mach Ma=u/c est signi�catif. Typiquement,
dans des écoulements environnementaux, Ma est de l'ordre de 1/30 � 1/100 et les e�ets
de compressibilité sont négligeables.

1.2 Formulation ALE

Les équations précédentes sont écrites en formulation eulérienne. Sous cette forme,
elles sont adaptées à l'étude d'un écoulement se produisant entre des frontières �xes
mais ne permettent pas de s'attaquer à un problème de couplage �uide - parois mobiles.

Pour ce genre de problème, il est préférable de se tourner vers une formulation
lagrangienne du mouvement. Contrairement au cas précédent, il est nécessaire que
notre volume de contrôle évolue avec le �uide. Les particules y sont renseignées par
des coordonnées matérielles. Cette description pose donc problème lorsqu'il s'agit de
suivre une particule sur une période relativement longue.

Une formulation hybride, appelée formulation ALE pour � Arbitrary Lagrangian
Eulerian �, permet de surpasser les problèmes liés à chacune des formulations. Elle
permet de passer d'une manière continue des coordonnées spatiales aux coordonnées
matérielles et inversement [30].

Dans une formulation ALE, une coordonnée hybride est créée. Cette coordonnée
imaginaire est supposée constante lorsqu'elle suit un point du maillage. Ces coordon-
nées équivalent aux coordonnées lagrangiennes si les points du maillage suivent les
mouvements des particules. Si le maillage est �xe, ces coordonnées sont équivalentes
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aux coordonnées spatiales. On suppose qu'il existe deux transformations permettant
de passer du système de coordonnées hybrides aux coordonnées spatiales et inverse-
ment. Les équations fondamentales exprimées plus haut peuvent alors être réécrites en
fonction de ces coordonnées.

C'est cette dernière formulation des équations qui a été implémentée pour Aero-F.

1.3 Turbulence

Observons4 la fumée d'une cigarette montant dans l'air calme (�gure 5.1) : que
voit-on ? Sur quelques dizaines de centimètres, la fumée s'élève tranquillement et les

Fig. 5.1 � Fumée dégagée dans un milieu calme.

particules de fumée nous paraissent suivre des trajectoires régulières et uniformes ; puis
sur une dizaine de centimètres environ, cet ordonnancement se disloque au pro�t de
quelques tourbillons d'une taille comparable à la largeur de la colonne de fumée ; ils
évoluent et se déforment en s'élevant pour brusquement laisser place à un mouvement
tellement désordonné que nous ne pouvons plus suivre à l'÷il nu la trajectoire d'une
particule.

Dans la zone basse, l'écoulement ordonné est quali�é de laminaire ; dans la plus
haute, il est dit turbulent, tandis que la zone intermédiaire est appelée zone de tran-
sition. Dans ces trois zones, les conditions dans lesquelles s'e�ectue l'écoulement sont
voisines, et pourtant les écoulements sont très di�érents.

La variable représentant le mieux la possibilité d'apparition d'un écoulement tur-
bulent est le nombre de Reynolds, nombre adimensionnel noté Re. Il exprime le rapport
entre les forces d'inertie des particules et les forces visqueuses. Si nous reprenons les
équations de Navier-Stokes (5.2), nous pouvons constater qu'un terme représente la
di�usion et un autre la convection. Le nombre de Reynolds s'obtient en écrivant le

4Cette section est en partie inspirée du rapport de mémoire d'Emilie Marchandise et de Marie
Go�net [28].
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rapport entre ces deux termes :

convection

diffusion
=
∇i(ρuiuj)
ρν∇2

iuj
∝ ρU

2

L

ρν U
L2

=
UL

ν
= Re. (5.8)

La turbulence apparaît dans les écoulements dont le nombre de Reynolds est élevé.
Elle a souvent comme origine le développement d'une instabilité d'un écoulement la-
minaire. Lorsque le nombre de Reynolds dépasse une valeur critique, les petites per-
turbations deviennent instables et leur croissance rapide produit la transition vers la
turbulence.

Pour modéliser la turbulence, plusieurs modèles existent. Nous n'entrerons pas dans
les détails mais nous présenterons sommairement les plus répandus :

� On e�ectue depuis quelques années des simulations directes ouDNS (� Direct
Numerical Simulation �) de la turbulence, mais uniquement dans des con�gura-
tions géométriques simples et pour des nombres de Reynolds peu élevés. Comme
son nom l'indique, une simulation directe résout � directement � les équations
de Navier-Stokes sans les approximer. Cette approche semble la plus évidente du
point de vue conceptuel. Cependant, les temps de calcul requis sont considérables
et le nombre de mailles nécessaires gigantesque.

� Dans une autre catégorie, les méthodes les plus courantes sont basées sur une
approche statistique. On décompose alors toutes les variables qui décrivent
l'écoulement en une valeur moyenne et une �uctuation (φ = φ̄ + φ′). Ceci s'ap-
pelle la décomposition de Reynolds. Cette technique permet d'écrire un système
d'équations qui décrit le champ d'écoulement moyen.

� Une méthode de modélisation de la turbulence qui semble être un bon compromis
entre le DNS et l'approche statistique est la simulation des grandes échelles
ou LES (� large eddy simulation �), ne modélisant que les turbulences de grande
échelle (souvent les plus intéressantes) et utilisant un modèle de fermeture pour
les plus petites.

Aero-F met à notre disposition deux modèles statistiques de turbulence, que nous
nous contenterons de citer :

� modèle Spalart-Allmaras,
� modèle k − ε.
Il est également possible de n'utiliser aucun modèle. Ajoutons que le programme

peut modéliser des écoulements laminaires également.

2 Méthodes de discrétisation

Cette section et la suivante sont destinées à donner une explication sommaire à
propos des méthodes utilisées pour discrétiser le domaine et les équations et procéder
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à leur résolution. Une recherche des di�érentes méthodes à disposition pour ce genre
de problème et une investigation plus poussée des techniques utilisées dans Aero-F
ne manquerait pas d'intérêt. Néanmoins, notre temps étant limité, nous avons préféré
laisser ces recherches de côté.

2.1 Technique de discrétisation spatiale

La technique de discrétisation utilisée est une méthode mixte éléments �nis et
volumes �nis. La technique des volumes �nis est une méthode de résidus pondérés
dans laquelle les fonctions de pondération sont égales à l'unité dans des volumes �nis
donnés et nulles partout ailleurs. Elle est à l'origine de la majorité des codes de calculs
en géométrie cartésienne. Les volumes sont centrés aux n÷uds (�gure 5.2).

Fig. 5.2 � Surface centrée sur un n÷ud en 2D.

Le maillage du volume est un maillage non-structuré de tétraèdres. Celui-ci doit
pouvoir bouger et/ou se déformer lorsqu'une frontière se déplace ou se déforme, comme
dans le cas d'une interaction �uide-structure. La génération d'un nouveau maillage à
chaque pas de temps est peu économique et prend beaucoup de temps.

Une approche plus économique consiste à faire évoluer le maillage d'un pas de temps
à l'autre. C'est ce que fait Aero-F. Le programme sépare les composantes rigides et
de déformation du mouvement des frontières. Il calcule ensuite les nouvelles positions
des sommets des tétraèdres en associant une rigidité à chaque arête et en minimisant
l'énergie potentielle de ce système.

2.2 Techniques de discrétisation des équations

L'une des di�cultés de la méthode des volumes �nis réside dans l'estimation des
�ux aux frontières des éléments. L'intégration des équations d'Euler et de Navier-Stokes
nécessite une méthode d'interpolation spéci�que pour les calculer.

Pour intégrer le terme de convection dans les équations de moment, un schéma de
type Roe du second ordre est appliqué. La méthode de Roe dé�nit une linéarisation
locale de l'équation d'Euler sur les discontinuités, situées aux interfaces des mailles [30].
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Une approximation éléments �nis P1 de Galerkin est utilisée pour les �ux visqueux,
c'est-à-dire la partie di�usive des équations. La méthode de Galerkin consiste à utiliser
les fonctions de forme comme poids dans une méthode de résidus pondérés.

Le programme permet de réaliser l'intégration temporelle avec des algorithmes
implicites du premier ou du second ordre.



Chapitre 6

Description du couplage

1 Fonctionnement général

Pour calculer une interaction �uide-membrane, une architecture possible serait la
résolution des deux systèmes, �uide et structure, dans un même code. Cela nécessite-
rait l'écriture d'un programme très lourd (dépassant le cadre d'un mémoire) ou une
modi�cation profonde de l'un des codes. Par ailleurs, nous perdrions l'avantage de la
modularité d'un système de codes indépendants.

L'option que nous avons prise dans ce mémoire est plutôt de réaliser un couplage
�uide-structure en associant notre code au programme de calcul des �uides et de les
faire travailler en étroite communication autour d'un même problème. Désormais nous
appelerons ces programmes programme �uide et programme membrane.

Concrètement, cela implique au moins les deux éléments suivants :

� un directeur, qui répartit les tâches et gère la communication entre ses deux
spécialistes. Le rôle peut être joué par l'un d'entre eux,

� un moyen de communication (passage de paramètres, �chiers, . . . ).

Dans notre cas, c'est le programme �uide qui exécute le programme structure. Un
module permettant d'exécuter du code Matlab lors de chaque itération a été implé-
menté par Philippe Geuzaine. Il y aura donc un grand nombre d'exécutions du code
structure à l'intérieur de l'exécution du programme �uide.

Au niveau du calcul forces-déplacements, deux possibilités de fonctionnement sont
envisageables.

� Le programme �uide calcule les forces qui s'appliquent à la membrane et les com-
munique au programme structure, qui calcule ensuite les déplacements. Ceux-ci
sont imposés au programme �uide lors de l'itération suivante.

� Le programme �uide calcule les déplacements et la membrane calcule les pres-
sions correspondantes.
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Physiquement, on pourrait penser que la deuxième solution est la meilleure, car
la masse du �uide est souvent la plus grande et son mouvement aura une inertie
importance. Néanmoins, les résultats que nous devons obtenir sont les mêmes et ce
choix n'est pas trop important. A�n de ne pas avoir à modi�er le programme �uide,
conçu pour recevoir des déplacements et renvoyer des forces, nous avons opté pour
la première solution. La �gure 6.1 montre le schéma de fonctionnement général du
couplage.

Fig. 6.1 � Schéma général du couplage.

Le moyen de communication entre les codes est l'écriture/lecture de �chiers. Ainsi,
le programme �uide va écrire un �chier contenant les forces dans les trois directions
de l'espace en chaque n÷ud de la frontière �uide, et le programme structure va écrire
un �chier contenant tous les déplacements des n÷uds de la membrane.

Choix des pas de temps

Le programme �uide utilise un algorithme implicite qui, en théorie, assure sa sta-
bilité quel que soit le pas de temps. Le choix de celui-ci n'est donc pas dicté par des
impératifs de stabilité, mais plutôt par les déformations éventuelles de la membrane
entre deux pas de temps. En e�et, si les déformations sont grandes entre les temps t
et t+ 1, la solution �uide sera peu précise puisque calculée dans un premier temps sur
la con�guration t uniquement. Le programme diminue néanmoins l'erreur en recom-
mençant le calcul avec la nouvelle situation dès le début de l'itération t+ 1.

Le pas de temps du programme membrane ∆tmbr se déduit de la condition de
stabilité de l'algorithme explicite utilisé. Si le pas de temps limite est inférieur au
pas de temps ∆tfl du �uide, plusieurs itérations sur la membrane seront nécessaires
à l'intérieur d'une seule itération �uide. Un ratio ∆tmbr/∆tfl que nous avons souvent
utilisé est 1/5.
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2 Maillages 3D

Un des aspects sur lequel nous avons dû nous pencher pour réaliser le couplage est
la création des maillages et leur interprétation par les deux programmes.

2.1 Concordance 2D et 3D

Pour ne pas compliquer le couplage, il nous a paru préférable d'établir une concor-
dance parfaite entre le maillage de tétraèdres utilisé par le programme �uide et le
maillage de la membrane. Tout n÷ud de la membrane doit être un n÷ud du maillage
de tétraèdres (�gure 6.2). Cela implique de réaliser les maillages en même temps, de
sorte que la génération du maillage 3D s'appuie sur le maillage 2D (quand nous écri-
vons 2D, nous voulons parler de la membrane avec son épaisseur très faible, même si
celle-ci peut prendre n'importe quelle géométrie dans les trois dimensions de l'espace).

Fig. 6.2 � Maillages de la membrane et du volume de �uide correspondant.

Nous réalisons ces maillages avec le même logiciel que pour les membranes seules,
Gmsh.

Le maillage global comprendra donc des n÷uds, des arêtes, des triangles et des
tétraèdres. Parmi les n÷uds, nous pouvons déterminer trois catégories (�gure 6.3) :

1. les n÷uds situés sur la membrane,
2. les n÷uds situés sur une frontière du �uide autre que la membrane (entrée ou

sortie du �uide),
3. les n÷uds n'appartenant à aucune frontière.
Le programme �uide va travailler avec l'ensemble des n÷uds. Le programme struc-

ture, lui, ne s'intéresse qu'aux n÷uds de la membrane. Parmi ceux-ci, il doit également
avoir accès aux propriétés physiques telle que les conditions aux frontières qu'il faut
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Fig. 6.3 � Illustration de la classi�cation de n÷uds.

appliquer. Par la suite, nous appelerons n÷uds globaux l'ensemble des n÷uds situés
sur la frontière du �uide (catégories 1 et 2), et n÷uds locaux ceux de la membrane
(catégorie 1 uniquement).

Notons que les tétraèdres générés doivent être relativement réguliers dans le cas
d'un couplage impliquant de grandes déformations, sans quoi l'écrasement d'un tétra-
èdre peut se produire lors du déplacement des n÷uds. Dans ce cas, le programme �uide
ne peut poursuivre la simulation.

2.2 Adaptation de la structure mesh

Il faut établir une méthode permettant au programme structure d'extraire les in-
formations dont il a besoin dans le maillage global et d'établir une correspondance
entre les n÷uds globaux et locaux.

Pour cela, nous avons de nouveau recours aux tags. A la création du maillage, nous
donnons un tag pouvant prendre quelques valeurs particulières à la membrane, et nous
donnons d'autres valeurs aux tags des autres surfaces. Le programme load_gmsh_2D.m,
chargé de lire le maillage produit par Gmsh, va alors ne prendre en considération que
les éléments ayant un tag de membrane.

Les variables décrites dans le tableau 6.1 sont celles décrites auparavant, dans la
section I.3.2.3.

Les quatre dernières variables du tableau contiennent les caractéristiques de tous
les éléments de membrane. Parmi ces caractéristiques se trouvent les n÷uds sur les-
quels s'appuient ces éléments, dont les indices font directement référence à une ligne
de mesh.POS. Le problème est que cette dernière variable contient les caractéristiques
des n÷uds globaux, et non des n÷uds locaux. Or, notre programme est conçu pour
travailler avec une liste des n÷uds locaux seulement. Il faut donc une table de cor-
respondance permettant de passer d'une liste ordonnée des n÷uds locaux à une liste
ordonnée des n÷uds globaux, en l'occurence mesh.POS.
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mesh.nbNod nombre de n÷uds du maillage,
mesh.nbElm nombre d'éléments du maillage,
mesh.nbBeams nombre d'arêtes,
mesh.nbTriangles nombre de triangles,
mesh.nbQuads nombre de quadrangles,
mesh.POS positions des n÷uds du maillage
mesh.POINTS description de tous les points particuliers,
mesh.BEAMS description de toutes les arêtes,
mesh.TRIANGLES description de tous les triangles,
mesh.QUADS description de tous les quadrangles.

Tab. 6.1 � Variables prééxistantes de la structure de données mesh.

Pour cela, nous avons adapté la structure de données mesh. Désormais, le pro-
gramme load_gmsh_2D.m, va y ajouter trois nouvelles variables :

mesh.nbNodMembrane nombre de n÷uds locaux,
mesh.loc2glob passage de l'indice local à l'indice global,
mesh.glob2loc passage inverse.

Si sur la ième ligne de mesh.loc2glob nous trouvons l'indice j, cela signi�e que le
n÷ud dont l'indice est i dans les variables locales est le n÷ud d'indice j dans les
variables globales. La variable mesh.glob2loc réalise l'opération inverse. Lorsqu'à un
n÷ud global ne correspond aucun n÷ud local, la valeur trouvée dans mesh.glob2loc est
0.

3 Communication �uide-structure

Comme expliqué plus haut, les deux programmes écrivent des �chiers avec leurs
résultats et lisent les résultats l'un de l'autre.

3.1 Transmission des forces

Les résultats transmis par le programme �uide sont les forces appliquées par le
�uide en chacun des n÷uds de la membrane, sous la forme d'un �chier portant l'ex-
tension .force. La forme du �chier est la suivante :

Indice global Coord. initiales Forces
du n÷ud X Y Z Fx Fy Fz

1 . . . . . .
2 . . . . . .
... ... ... ... ... ... ...

Nombre de
n÷uds globaux . . . . . .
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Le �chier contient les forces appliquées sur les n÷uds globaux. Il faut donc utiliser
l'une des deux variables de correspondance pour en extraire l'information utile.

Le programme readP.m a pour rôle de lire le �chier .force. Ils stocke d'abord toutes
les forces dans une variable temporaire. Puis, en parcourant la variable mesh.loc2glob,
une boucle lit l'indice global correspondant à chaque n÷ud et trouve les forces corre-
pondant aux n÷uds en lisant la variable temporaire. Il écrit ainsi une variable Forces
reprenant toutes les forces appliquées aux n÷uds locaux.

3.2 Transmission des déplacements

Lorsque le code structure termine un calcul, il écrit un �chier texte contenant les
déformations calculées (par rapport à la con�guration de référence). Le programme
writeOut.m e�ectue l'opération. Le �chier a la forme suivante :

Indice global Déplacement
du n÷ud X Y Z

1 . . .
2 . . .
... ... ... ...

Nombre de
n÷uds locaux . . .

Remarquons que la première colonne contient l'indice global des n÷uds, puisque
le programme �uide ne connaît pas les variables de correspondance de mesh. De cette
manière, les deux codes restent totalement indépendants.

Deux entrées sont ajoutées aux inputs du programme structure. Il s'agit des che-
mins d'accès du �chier .force et du �chier des déplacements.

4 Prise en compte de forces extérieures quelconques

Globalement, notre code n'a pas beaucoup changé lorsque nous l'avons adapté au
couplage. Nous savions dès le début quel en serait l'usage et nous l'avons conçu dans
cette optique. Néanmoins, quelques améliorations ont été faites. Outre la modi�cation
de load_gmsh_2D.m présentée ci-dessus, et l'ajout d'inputs et d'outputs, nous avons
modi�é le code au niveau du calcul des forces externes a�n de l'adapter aux forces
transmises par le programme �uide. En e�et, celles-ci ne sont pas constantes le long
de la membrane et ne lui sont pas nécessairement perpendiculaires.
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Forces non-constantes

Dans la section I.2.2.3, nous avons fourni l'expression discrète des forces externes
pour une pression p constante sur toute la membrane (équation (2.31)) :

Fe
ext =

∫

Ω
p NT · (g1 ∧ g2) ds1 ds2. (6.1)

Pour prendre en compte des pressions variables, nous utilisons l'expression suivante
des forces de pression :

p(s1, s2) = N(s1, s2) ·P, (6.2)
ou en développant complètement l'écriture pour un élément triangulaire à trois n÷uds :

p(s1, s2) =
[
φ1(s1, s2) φ2(s1, s2) φ3(s1, s2)

] ·


P1

P2

P3


 , (6.3)

où P1, P2, P3 sont les pressions aux n÷uds de l'élément.

Pour un élément quadrangulaire à quatre n÷uds, cela donne :

p(s1, s2) =
[
φ1(s1, s2) φ2(s1, s2) φ3(s1, s2) φ4(s1, s2)

] ·




P1

P2

P3

P4


 , (6.4)

où P1, P2, P3, P4 sont les pressions aux n÷uds de l'élément.

Forces de directions quelconques

Pour des forces non-constantes et non-perpendiculaires à la membrane, nous devons
réécrire le terme du travail virtuel des forces extérieures pour un élément e dans le
Principe des Travaux Virtuels (équation 2.14) :

δweext =
∫

Se
f · δuT dS. (6.5)

Le terme f est une densité de forces, tout comme pn dans l'expression développée
précédemment. En prenant en compte des densités de force non-constantes, f s'écrit :

f = N · (k : F), (6.6)

où F est une matrice 3ne × 1 contenant les trois composantes des forces extérieures
calculées aux di�érents n÷uds de l'élément, et k est une matrice de facteurs de pro-
portionnalité permettant de transformer les forces F aux n÷uds en une distribution
de forces sur les di�érents éléments adjacents. Pour des triangles, il s'écrit :

[
k1 k1 k1 k2 k2 k2 k3 k3 k3

]T
. (6.7)
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L'utilisation de ce rapport est une méthode permettant de passer d'une force ponctuelle
en un n÷ud à une densité de force s'appliquant autour du n÷ud. La �gure 6.4 permet
d'illustrer ce rapport. Nous considérons que la force ponctuelle se répartit sur la zone
grisée. Celle-ci a pour aire la somme des aires de tous les éléments adjacents divisée
par le nombre de n÷uds par élément.

Fig. 6.4 � Aire de répartition d'une force nodale.

Les deux autres facteurs δuT et dS se développent comme auparavant :

δuT = δUeT ·NT , (6.8)
dS =‖ g1 ∧ g2 ‖ ds1 ds2. (6.9)

Le travail des forces extérieures s'écrit donc �nalement :

δωeext = δUeT ·
∫

Ω
NT ·N · (k : F) ‖ g1 ∧ g2 ‖ ds1 ds2, (6.10)

ce qui nous donne l'expression suivante des forces extérieures aux n÷uds :

Fe
ext =

∫

Ω
NT ·N · (k : F) ‖ g1 ∧ g2 ‖ ds1 ds2. (6.11)

Remarquons qu'il est maintenant nécessaire d'intégrer une fonction quadratique
pour les triangles, et donc d'utiliser une méthode d'intégration plus élevée.



Chapitre 7

Applications

La véri�cation d'un programme est un étape importante qu'il ne faut pas négliger.
Pour ce faire, la théorie peut parfois nous être très utile, comme pour les véri�cations
faites sur le code membrane. Néanmoins, il existe peu d'études théoriques sur l'inter-
action �uide-structure, et la discipline ne s'intéresse aux membranes que depuis peu
de temps. Par ailleurs, peu de résultats expérimentaux sont disponibles, la plupart
d'entre eux restant con�nés dans le milieu industriel. La réalisation d'expériences de
couplage serait donc une entreprise intéressante qui mériterait que du temps lui soit
consacré.

Dans ce chapitre, nous nous attachons principalement à montrer quelques appli-
cations pratiques que notre programme peut modéliser. Les premières sont plus théo-
riques et nous permettent de faire des véri�cations sur les résultats. Les suivantes sont
des simulations plus concrètes.

1 Ecoulement laminaire non-visqueux en conduite

Dans cette section, nous observons ce qui se passe dans le cas d'un couplage simple,
celui d'une conduite membranaire à l'intérieur de laquelle un écoulement non-visqueux
se produit.

Dispositif et paramètres

Le maillage des parois du dispositif est représenté à la �gure 7.1. Il est com-
posé d'une conduite �xe d'entrée (en bleu), d'une conduite de sortie (bleu clair), et
d'une membrane cylindrique au centre (vert). Le maillage 3D s'appuie sur celui-ci. Les
conduites �xes sont destinées à encaisser les perturbations éventuelles pouvant survenir
aux frontières d'entrée et de sortie du �uide.

Les valeurs suivantes sont prises pour le rayon des trois objets R, la longueur
des conduites �xes Lin et Lout, la longueur caractéristique des mailles lc, la masse
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Fig. 7.1 � Maillage des parois utilisé pour les tests sur membrane cylindrique.

volumique du �uide ρ, sa viscosité ν, sa vitesse moyenne V̄ , la di�érence de pression
entre l'intérieur et l'extérieur à l'entrée Pin, le nombre de Mach, l'épaisseur initiale de
la membrane H, ses coe�cients de Mooney-Rivlin C1 et C2, sa longueur Lm, sa masse
volumique ρm et sa constante d'amortissement Camort :

R 1 m
Lin 2 m
Lout 1 m
lc 0.2 m
ρ 1000 kg/m3

ν 2 10−5 m2/s
V̄ 0.08 m/s
Pin 500 Pa
Ma 0.1 −
H 10 mm
C1 100 000 Pa
C2 10 000 Pa
Lm 2 m
ρm 1500 kg/m3

Camort 50 kg/s

Par abus de language, nous désignerons la di�érence de pression entre les deux
côtés de la paroi des conduites par pression interne ou simplement pression.

Les équations résolues sont les équations d'Euler. Le �uide est donc considéré
comme non-visqueux.

Une remarque importante doit être faite quant à la nature du �uide étudié. Malgré
la densité de 1000 kg/m3, pour le programme le �uide est autre que de l'eau. En e�et,
les équations résolues par le code �uide sont adimensionnalisées, et nous devons donc
nous intéresser aux nombres adimensionnels que le code va prendre en compte. Il se
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peut donc que le �uide virtuel que nous étudions ne corresponde pas à un �uide connu
en particulier.

La démarche à utiliser pour introduire un problème sera donc de trouver les para-
mètres adimensionnels de l'écoulement à partir des paramètres dimensionnels connus,
et de restituer au code �uide un jeu de paramètres aboutissant aux mêmes nombres
adimensionnels. Ceux-ci sont le nombre de Reynolds et le nombre de Mach.

Dans ce cas-ci, l'écoulement que nous allons observer possède Re de 4000 (calculé
via l'équation 5.8) et un nombre de Mach de 0, 1.

Résultats

Commençons par observer ce qui se passe dans les premières fractions de secondes.
La �gure 7.2 montre respectivement les pressions et les vitesses du �uide après 0.05
secondes.

Fig. 7.2 � Pressions et vitesses du �uide en t = 0.05 s.

La zone bleue sur la �gure des pressions est une zone de dépression due à l'extension
de la membrane. Celle-ci a des conséquences sur la distribution des vitesses. Les graphes
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représentés sur la �gure 7.3 montrent l'augmentation rapide du rayon de la section
médiane de la membrane, ainsi que la dépression qui s'ensuit. La pression est relevée
en un point situé sur la section médiane de la membrane. Nous voyons également que
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Fig. 7.3 � Rayon maximum de la membrane et pression du �uide au cours des premières
secondes.

le léger retour de la membrane a pour e�et d'accentuer brièvement la remontée de la
pression.

Par la suite, la dépression se propage vers les extrémités du dispositif. La �gure 7.4
montre les pressions toutes les 0.2 secondes jusque t = 2 secondes. Nous voyons l'onde
se propager à vitesse plus élevée vers la sortie que vers l'entrée. En e�et, une onde de
pression dans un �uide au repos se propage à la vitesse du son c, mais si le �uide est
en mouvement, elle se propagera à la vitesse c + V dans le sens du courant, et c − V
à contre-courant si le �uide est en mouvement.

Examinons à présent la déformation de la membrane. La �gure 7.5 montre les
variations du rayon et de la pression au point étudié et la �gure 7.6 la membrane
déformée.

L'onde de pression dont nous avons parlé ci-dessus continue à déplacer et se réper-
cute aux frontières du domaine. Les oscillations ne sont pas amorties car il n'y a pas de
terme visqueux dans les équations d'Euler. Nous pouvons noter que les pressions et le
rayon ont des évolutions fort similaires. La pression moyenne est d'environ 496.6 Pa,
et le rayon moyen de 1, 071 m. En calculant la déformée de la même membrane pour
une pression uniforme de 500 Pa (sans couplage), le rayon de la section considérée est
de 1, 072 m.
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Fig. 7.4 � Relevé de la pression à l'intérieure de la conduite toutes les 0.2 secondes
entre le temps 0 et le temps 2 s.



7. 1. Ecoulement laminaire non-visqueux en conduite 97

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

1.06

1.07

1.08

1.09

1.1

temps [s]

ra
yo

n 
[m

]

rayon
moyenne

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
420

440

460

480

500

520

540

560

temps [s]

pr
es

si
on

 [P
a]

pression
moyenne

Fig. 7.5 � Evolution du rayon et de la pression sur la section médiane de la membrane.

Fig. 7.6 � Déformation de la membrane cylindrique.
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2 Ecoulement de Poiseuille entre deux plans

L'écoulement de Poiseuille est un écoulement dont la viscosité est prépondérante
sur la convection. Si nous considérons un écoulement entre deux plans distants de 1 m,
avec Re = 100, nous savons que le pro�l des vitesses a la forme présentée à la �gure
7.7, et que la vitesse maximum Vmax sur un pro�l vaut 1,5 fois la vitesse moyenne V̄ .

Fig. 7.7 � Pro�l de vitesses pour un écoulement de Poiseuille entre deux plans carac-
térisé par un nombre de Reynolds de 100.

Nous simulons cet écoulement entre deux membranes. Les plans �xes sont simple-
ment remplacés par des membranes et les paramètres du �uide sont imposés de telle
sorte que Re = 100. Le débit est de 93 m3/s (écoulement �ctif).

Une zone �xe est prévue en amont a�n d'absorber les perturbations dues aux
changements de distributions de vitesses. En e�et, nous faisons entrer le �uide à une
vitesse constante sur toute la section, alors que la distribution des vitesses doit adopter
une forme parabolique. L'évolution des vitesses à l'entrée est montrée à la �gure 7.8.
Les faibles vitesses près des parois provoquent une déviation des �ux vers le centre de
la section. L'écoulement prend rapidement la forme voulue.

Une fois la membrane au repos, cinq pro�ls de vitesses ont été relevés à intervalles
réguliers (0, 25, 50, 75, 100 % de la longueur) au droit de la membrane. Ces pro�ls ainsi
que la déformation sont représentés sur la �gure 7.9. Les vitesses sont représentées sur
la géométrie initiale.

La vitesse maximale du premier pro�l est de 140 m/s, alors que la vitesse moyenne
vaut, en prenant une largeur unitaire du volume étudié :

V =
Q

A
=

93 m3/s

1m . 1m
= 93 m/s. (7.1)

Nous véri�ons donc bien la relation sur la vitesse maximale puisque 1, 5 . 93 m/s =
139, 5 m/s ' 140 m/s. Les vitesses maximales des autres pro�ls sont respective-
ment : 130, 120, 122 et 137 m/s, alors que la déformation de la membrane nous
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Fig. 7.8 � Vitesses à l'entrée de la section pour un écoulement de Poiseuille.

Fig. 7.9 � Pro�ls de vitesses entre les deux membranes et déformation des parois ; les
vitesses sont représentées sur la géométrie initiale.

permet de calculer les sections (1.161, 1.214, 1.163 et 1 m2), les vitesses moyennes
(80.1, 76.6, 80.0 et 93 m/s), et d'en déduire les vitesses maximales attendues sui-
vantes : 120.2, 114.9, 120.0 et 139.5 m/s. Les di�érences entre vitesses maximales
relevées et attendues sont donc : 9.8, 5.1, 2.0 et −2.5 m/s.

Les di�érences importantes dans les premiers pro�ls peuvent trouver une expli-
cation dans la direction de l'écoulement et la grande vitesse de celui-ci. En e�et,
l'élargissement est relativement brusque et les pro�ls de vitesses ne peuvent s'adap-
ter su�samment vite. Lorsque le �uide a franchi la moitié de la longueur, le pro�l
est pratiquement celui attendu. Un nouvel espace d'adaptation est nécessaire pour
qu'il retrouve sa forme pour une hauteur de 1m, ce qui explique le signe négatif de la
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dernière valeur.

Par ailleurs, nous relevons une pression intérieure quasi-constante de 53 Pa le
long de la membrane, ce qui donne un déplacement nodal maximal de 0.107 m avec
le programme structure seulement, soit exactement la déformation de la membrane
obtenue via le couplage. Notons que les forces visqueuses et le mouvement faiblement
divergeant du �uide au centre du dispositif font que la membrane est légèrement plus
déformée en aval qu'en amont.
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3 Application médicale

Le domaine médical travaille énormément avec des membranes. Le corps humain
en contient beaucoup et les prothèses qui les remplacent sont aussi des membranes.
Certains outils manipulés par les chirurgiens en contiennent également. Une des ap-
plications importantes concernées par la théorie des membranes est la simulation de
l'interaction �uide-structure sur les aortes. Celles-ci sont soumises à de nombreux cycles
de pressions et peuvent parfois sou�rir de déformations particulières, par exemple dans
le cas d'un anévrysme. L'anévrysme artériel se dé�nit par une perte du parallélisme des
bords d'une artère, entraînant une dilatation localisée permanente de l'artère avec une
augmentation de diamètre d'au moins 50 % par rapport au diamètre normal théorique
de l'artère considérée. Pour remédier à ce problème on pratique la gre�e d'anévrysme de
l'aorte abdominale sous-rénale par prothèse aorto-bi-iliaque [31], c'est à dire, une abla-
tion de l'anévrysme et le placement d'une prothèse aortique. L'anévrysme de l'aorte
abdominale sous-rénale (A.A.A.) se situe entre l'origine des artères rénales en haut et
la bifurcation aorto-iliaque en bas, sur le segment en V de l'aorte.

Simulation numérique

Nous modélisons cette prothèse aortique au niveau de la bifurcation de l'aorte.
Nous pouvons, de manière simpli�ée, remplacer l'aorte par une membrane tubulaire.
Le programme peut calculer les déformations de la membrane en fonction de la pression
mais aussi l'écoulement intérieur. Les caractéristiques des aortes sont bien connues et
les di�érents coe�cients nécessaires pour la simulation sont facilement accessibles.

La déformée que nous avons obtenue par couplage est représentée à la �gure 7.13.
Les couleurs représentent les normes des forces internes aux n÷uds. Nous pouvons
constater que les parois des deux petits vaisseaux subissent une contrainte plus élevée,
mais que celle-ci est variable à cause des transitoires du �uide.

La simulation e�ectuée est simpli�ée par rapport à un cas réel et ne tient pas compte
de nombreux facteurs, tels que la réaction de la matière environnante de l'aorte, les
pulsations du c÷ur, etc. Nous voyons tout de même qu'il est possible d'obtenir des
résultats relativement complexes via des simulations numériques, la seule limite étant
le temps disponible pour les réaliser.

Perfectionnements et apports au programme

A�n d'avoir plus de détails sur la réalité des phénomènes, les pressions et les vitesses
à l'entrée du modèle numérique de l'aorte devraient être variables dans le temps. Les
pressions au cours du temps à l'intérieur de celle-ci devraient adopter la forme présentée
à la �gure 7.14.

L'imagerie médicale peut nous fournir les géométries, voire directement les maillages
nécessaires, lorsque des formes plus compliquées apparaissent, comme des anévrysmes.
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Fig. 7.10 � Disposition d'une aorte.

Le programme permettrait de mieux comprendre les phénomènes intervenant dans le
corps d'un patient, d'avoir une meilleure visualisation d'ensemble, ou de mieux prépa-
rer les prothèses et ainsi conforter et assister les décisions des médecins.
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Fig. 7.11 � Traitement d'un anévrysme de l'aorte abdominale sous-rénale et pose d'une
prothèse aortique [33].

Fig. 7.12 � Prothèses aortiques [31].
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Fig. 7.13 � Modélisation d'une aorte en interaction �uide-structure.

Fig. 7.14 � Pression mesurée à l'intérieur d'une aorte.
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4 Descente d'un parachute

Le comportement d'un parachute descendant vers le sol est intéressant tant du point
du vue structure que �uide. Le couplage des codes permet de calculer la portance d'un
parachute, d'optimiser sa forme et de connaître les phénomènes se produisant dans son
sillage.

Nous étudions en guise d'exemple une membrane rectangulaire de 4 mètres de large
et de 6,4 mètres de long, dont les quatre coins sont maintenus dans un même plan, et
soumise à un écoulement identique à celui se produisant autour d'un parachute :

ρair 1,2 kg/m3

Lref 5 m
c 300 m/s
V 5 m/s
ν 1.45 10−5 m2/s

où c est la vitesse du son. Avec ces valeurs, l'écoulement doit être caractérisé par les
grandeurs adimensionnelles suivantes :

Re =
LrefV

ν
= 1.7 106, (7.2)

Ma =
V

c
= 0.016. (7.3)

En ce qui concerne la membrane, nous prenons les caractéristiques suivantes :

C1 100 000 Pa
C2 0 Pa
H 1 mm
ρm 1500 kg/m3

Camort 20 kg/s

Le maillage employé est représenté à la �gure 7.15.

Résultat

Les quatre coins du parachute sont libres de se mouvoir dans le plan initial de
la membrane, et sont retenus dans la direction de l'écoulement. On pourrait penser
qu'avec ces conditions aux frontières, le parachute devrait se replier sur lui-même. Au
vu des résultats, il n'en est rien. Il se déploie et trouve une situation stable. La �gure
7.16 montre quelques positions occupées par le parachute durant sa déformation. La
dernière image montre la situation dans laquelle il ne bouge plus.

Les points d'accroche des cordes se rapprochent les uns des autres au cours du dé-
ploiement. L'aire de la surface projetée du parachute diminue, ce qui réduit la portance.
La �gure 7.17 montre le parachute vu du dessus.
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Fig. 7.15 � Maillages des frontières du �uide et de la structure, utilisés pour modéliser
un parachute rectangulaire.

Fig. 7.16 � Déformations du parachute à quatre instants di�érents.

La �gure 7.18 montre les champs des vitesses et des pressions. Les données sont
représentées autour de la con�guration initiale du parachute. Nous pouvons observer
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Fig. 7.17 � Vue du dessus de la deformée �nale du parachute.

une zone de recirculation d'environ deux mètres de hauteur au-dessus du parachute.
Le sillage des vitesses est beaucoup plus long : l'in�uence de l'obstacle dans l'écou-
lement dépasse la longueur représentée. Au niveau des pressions, la surpression sous
le parachute est manifeste, de même que la dépression par dessus. La di�érence entre
les deux faces du parachute est en moyenne de 20 Pa. Avec une surface projetée de
22 m2 environ, la force protante est approximativement de 440 N , de quoi porter une
charge de 45 kg. Un homme de poids moyen descendant à cette vitesse (5 m/s) va
donc accélérer jusqu'à une vitesse de 7 ou 8 mètres par seconde avant que la di�érence
de pression ne soit su�sante.



7. 4. Descente d'un parachute 108

Fig. 7.18 � Champs des vitesses et des pressions représentés en coupe au centre du
parachute dans l'une des deux directions principales. Les valeurs sont représentées sur
la géométrie de la con�guration initiale.
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5 Gon�ement d'un airbag

Depuis quelques années, les airbags ont fait leur apparition dans l'automobile. La
technologie est récente et en plein développement. D'autres domaines où le souci de
sécurité est croissant pourraient faire appel à des systèmes équivalents. Pour modéliser
un airbag de manière réaliste, il est nécessaire de faire appel à un programme de
couplage �uide-structure a�n de pouvoir prendre en compte l'interaction survenant
lors du gon�ement.

Nous avons e�ectué la modélisation du gon�ement d'un airbag en prenant pour
point de départ une double paroi cylindrique mise � à plat �. Une large ouverture sur
la paroi arrière permet l'entrée de l'air.

La �gure 7.20 montre l'airbag dans plusieurs positions. Son gon�ement est repré-
senté par la �gure 7.19.

Fig. 7.19 � Déformations successives obtenues par couplage �uide-structure pour la
modélisation d'un airbag.

Nous pouvons remarquer que le tissu se froisse le long des bords. Il s'agit de plis
survenant aux frontières des éléments. Nous constatons donc qu'avec un maillage suf-
�sament �n, le froissement est bien représenté et fournit une déformation réaliste.
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Fig. 7.20 � Déformations obtenues par couplage �uide-structure pour la modélisation
d'un airbag.

Avec cet exemple se terminent les applications que nous avons parcourues. Les
cas étudiés nous montrent que le domaine d'étude de l'interaction �uide-structure est
vaste, et que le calcul numérique peut y jouer un rôle important sans pour autant
demander de lourds investissements.



Conclusion

Objectifs atteints

Les objectifs de ce mémoire, à savoir la création d'un code membrane tridimen-
sionnel et le couplage avec un programme �uide, ont été atteints. Le premier objectif
a nécessité un grand plongeon dans une théorie qui nous était inconnue jusque là :
la théorie des grandes déformations. Un regard critique sur nos résultats et beaucoup
de patience nous ont permis de l'appliquer en implémentant un programme exact et
cohérent, comme le montrent les véri�cations réalisées.

Le couplage avec un programme �uide était un objectif ambitieux, dans la mesure
où la réalisation du code membrane était en soi un travail di�cile. Le couplage ne
pouvait se faire sans entrer dans le domaine complexe de la mécanique des �uides. Nous
avons dû pour ce faire nous familiariser avec la résolution de problèmes adimensionnels
et tenter de mettre de l'ordre dans la multitude de paramètres qu'impliquait un tel
couplage.

Plusieurs exemples d'interactions ont pu être testés. Nous avons montré que des
applications pratiques aussi diverses que l'étude de parachutes, d'airbags ou encore de
vaisseaux sanguins peuvent être modélisées via un code d'interaction �uide-membrane.
Nous avons également pu faire quelques véri�cations quant aux valeurs numériques
fournies.

Pistes de ré�exion

Tout au long de la réalisation de ce mémoire, nous avons dû faire des choix. Plu-
sieurs idées intéressantes ont dû être mises de côté car le temps nous était compté.
Nous pensons notamment à l'ajout d'un module de calcul pour les cordes, qui inter-
viennent dans de nombreuses applications impliquant des membranes (tentes, para-
chutes, voiles, . . . ). Ces cordes pourraient, dans un premier temps, être considérées
comme des membranes très �nes avec une rigidité très élevée sous réserve de quelques
hypothèses sur leur comportement, mais un modèle plus spéci�que pourrait voir le
jour.

Un modèle de froissement pourrait être introduit dans le code, a�n d'a�ner cer-
taines modélisations. Nous pensons notamment aux coins d'un parachute, dans lesquels
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des compressions transversales interviennent. Dans le modèle actuel, un ra�nement lo-
cal du maillage est nécessaire pour modéliser une zone comprimée.

Au niveau du couplage, il serait intéressant de mener une campagne d'expériences,
non seulement pour valider le programme d'interaction, mais aussi parce que peu de
travaux expérimentaux ont été réalisés à ce jour. Une autre véri�cation possible du
couplage consisterait à comparer nos résultats avec un code dans lequel les forces
seraient calculées par le programme structure et les déplacements par le programme
�uide.

En�n, certaines applications requièrent des conditions aux limites spéci�ques au
niveau du �uide, comme la modélisation d'écoulements sanguins rythmés par les pul-
sations cardiaques. Il serait possible d'introduire de telles conditions à l'avenir.

A ces pistes de ré�exion s'ajoute la possibilité d'exploiter le programme produit
pour étudier plus de cas pratiques ou examiner un problème particulier plus en pro-
fondeur.

Pour terminer nous ne résistons pas à l'envie d'exprimer notre espoir que d'autres
étudiants utilisent et améliorent notre programme à l'occasion de travaux futurs, car
sa réalisation fut une expérience unique, parsemée de moments d'étonnement, de joie,
de déception, d'euphorie et de découvertes.
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