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´K¤U¥p¡�¡�¨9¤P¡*Æ9°)¨9©�¬«	¡^¨H�¡�©«±G	¸9 �*®�¡^³�¡�£w¤6ÊU*¬�³U²y³U²9	³P´
¡�¨H�¡¼°�³�È9¤P¡�¨9 %©ª �¬�³D°�I£}¡�¨9¤U²�¡^¨H�¡�©«±2m³4²�¡�¨9�³U¡�¨H*£
È9¤D¡^¨�ÆS¡�¨9	®S£�©«ÊU*£^ �°)©«¬�¬�¥w¨9³A³A ¢�¡^¨H@"9£w ¼¡)³U²9U¾
§%¨Hm©«®S"¤2³P´?¡^¨H� ¼¡^£^¤P¡�*¹Uº�ÈH£^* �I²A¡�"®�©«²(ÂÔ¤P²9¹2I¡s¤P¬�¾
� �3;3���� ©ª À¡^³	¤U¥w¨H©«IÊ4}¡^¨Hs¸9 �I£�·Å?9A¸H©«¬�©«�H£^©�¸H± ��©�¾ 4¾U½U*IÈ
∆τ

¥�¬«³4 ��¡�³ 
*I£^³&©�´
α
©ª )�W�¡¼°�I*² 
*I£^³2¤U²9®�³U²H � �Fº

¤U®H¤UÈS¡�©«²H¹2¡�¨Hm´K¤4¥p¡^³U£
α
°)©�¡�¨�¤&´�I"®S�9¤U¥w½( ¼¡^£^¤P¡�I¹4º�¦

α(t) = Kp∆τ(t) +

∫

Ki∆τ(t)
� ���

°)¨HI£^
α(t)

©ª �¥I¬�©«ÈHÈW*®Ý�W�¡¼°�II² 
*I£^³×¤P²9®Ý³4²HU¾}Ïh²
¹UI²9I£w¤P¬�ÆS©Ì¡s©ª s®S©�»�¥�¸H¬�¡s¡�³�³4�S¡^¤U©�²�¡^¨H��ÙH¤U¥�¡sÊD¤P¬«¸H�³P´
∆τ(t)

 �©�²B¥�)¡^¨H©« }ÊD¤P¬«¸H,®HIÈWI²9®H }³U²G¡^¨Hs¡^£^¤P»�¥s ¼¡w¤D¡^
´�³U£�¡�©«±G�¹4£�"¤D¡^I£e¡^¨9¤P²

t
¤U²9®�¡^¨A¸B �¡�¨H�©�²9ÈH¸S¡^ %³U´?¡^¨H

²H�¡¼°�³U£^½�±�¸B ¼¡��B	½F²H³D°)²y©«²�¤U®HÊ6¤U²9¥�4¾W¿,²H�¥*¤P²y¸9 �
¡�¨H uvf9opgÅxPf9ghxDfWdwkP�FoGg�i�xP�6dI~eg�uvqGd Æ�¡^¨H�¡�©«±G� �ÈB*²4¡&�Aº
¡�¨H	®S£^©«ÊUI£)¤4 � �¸H±G©�²9¹&¡^¨9¤D¡)¡^¨Hm¡�£w¤D»�¥� ¢¡^¤P¡�m°)©�¬«¬�²H³U¡
¥w¨9¤P²H¹4UÆA¡�³�¤UÈHÈH£^³6ÙS©�±�¤D¡^

∆τ(t)
¾

�s²�©«±2È9£�³DÊ4I±GI²A¡%³P´À¡�¨H©ª s ¢¡�£w¤D¡^I¹Uº(¥I¤P²y�W	¤U¥w¨H©«IÊ4*®
�Aº�¥I³U²9 �©«®HI£^©�²H¹s¡�¨H}´K¤U¥�¡;¡^¨9¤D¡�¤s¸9 �I£�·Å?9A¸H©«¬�©«�H£^©�¸H± �©Ì¡�·
¸9¤D¡^©�³4²�©« �¸9 ¢¸B¤P¬«¬�º(²H³P¡ opn6opghd�q2�¢k^|ag�uvq2�Sq ¾W�� �ºS ¼¡^I±2·
³UÈS¡^©�±&¸H± ?9A¸H©«¬�©«�H£^©�¸H±¶¥I³U£^£�" ¢ÈW³U²9®9 )¡�³�¤�È9¤U£¢¡^©«¥I¸H¬«¤U£
¥w¨H³U©ª¥��³U´%¡�¨Hy ¢È9¬�©�¡¢¡^©�²H¹¯£^¤P¡�

α
°)¨H©ª¥w¨µ±G©�²H©«±G©�
** 2¤

¥�³4 ¢¡%´�¸H²9¥�¡�©«³U²�¾H�¸9 �¸9¤U¬�¥w¨H³U©ª¥��±�¤U®S�´�³U£%¡^¨H�¥�³A ¼¡)©ª 
¡�¨HBA kDghxD~ A uvq�d�lP|9d�fBg ¦

§)§21
=

∫∫

ρ(x, t) dxdt
� ���

°)¨HI£^ ¡�¨H©«²4¡^I¹4£^¤P¡�©«³U² ©ª Ã®S³4²H³DÊUI£ ¡^¨H°)¨H³U¬«
²H�¡¼°�³U£^½�´�³4£2¤U¬�¬}¡�©«±GU¾�§%¨H©ª &¥I³4 ¢¡&©ª &¤�Ç¢ �³S¥�©ª¤P¬�¥�³4 ¢¡¼É
°)¨H©«¥w¨(£�*ÈH£^* �I²A¡^ e¡�¨H,¡�©«±Gm �ÈWI²A¡��Fº�¤U¬�¬B¡�¨H�®S£^©«ÊUI£w 
³U²2¡�¨H)²9�¡¼°�³U£^½W¾DÂÃ©�¡�¨G¡^¨H©ª  ®S,"9²H©�¡�©«³U²�ÆD¡^¨H�¥I³4 ¢¡e£^¤P¡�
M(t)

©« 

M(t) =

∫

ρ(x, t)dx



°)¨H*£��¡�¨9	©�²A¡^I¹U£w¤D¡^©�³4²�©ª s®S³4²H�³DÊU*£�"¤U¥w¨�£�³A¤U®�¾HÁ?�¡
®S*²H³P¡^

Mi(t)
¡�¨9%¥I³U²A¡�£^©«�H¸S¡�©«³U²&³P´9£^³4¤4®

i
¡^³,¡^¨H)¥�³A ¼¡

£w¤D¡�G¦

Mi(t) =

∫ Li

0

ρi(x, t)dx

°)¨H*£�
Li

©ª �¡�¨9�¬�*²H¹P¡^¨�³U´;£^³4¤4®
i
¾

§;³ ©�¬«¬«¸9 ¼¡^£^¤P¡� ¡^¨HÚ®H©ÌÕaI£^I²9¥I �W�¡¼°�II² ¡^¨H�¸B ¢*£¢·
?9A¸H©«¬«©��H£^©«¸H± ¤P²9®Ã¡�¨HÔ ¢ºS ¢¡�*±&·Å³UÈH¡�©«±G¤U¬�©�¡¼ºUÆ ¡�¨HË²HI¡¢·
°�³U£^½Ë£^IÈ9£�" ¢*²4¡^*®µ©«² � ©«¹  ±�¤6ºÔ�Wy¥I³U²9 �©ª®SI£w¤D¡^*®�¾
Ïh² ¡�¨H©ª Ý²H�¡¼°�³U£^½ ¤P¬«¬�¡�¨H ®S£^©�Ê4I£w ×´�£^³U± ¡^¨H "9£w ¼¡
��£^* �È�¾? �*¥I³U²9® � ©«²HÈH¸H¡�¬�"¤6ÊU2¡�¨9�²H�¡¼°�³U£^½�¸9 �©�²9¹y¡�¨H
"9£w ¼¡ ��£^* �È�¾a ¢"¥�³4²9® � ³U¸S¡^ÈH¸S¡*¾�§%¨H "9£w ¼¡�®S£^©�Ê4I£w s±�¤6º
¥w¨H³F³4 �µ¡^³ ¸9 �×¡¼°�³ ®H©ÌÕaI£^I²A¡ÔÈ9¤D¡^¨9  �K£�³A¤U® Î ¤P²9®
�� °)¨H©«¬�(¡�¨Hy �*¥�³4²9®×®S£^©«ÊUI£w �¥*¤P²×³4²H¬«ºÔ¥w¨9³A³A ¢�³U²H
È9¤P¡�¨ �K£�³A¤U® Î � ¾6§%¨H}´K¤U¥p¡^³U£

α
£�*ÈH£�" ¢*²A¡^ ?¡�¨H}´�£^¤4¥p¡^©�³4²

³P´�¡^¨H "B£^ ¢¡�®S£^©«ÊUI£w �¸9 �©«²H¹ £^³4¤4® Î ¾}Ïh²=¡�¨H©ª ( �©«±2È9¬�

� ©�¹B¾  ¾9�  �©«±2È9¬�m�WI²9¥w¨H±�¤U£�½�²9�¡¼°�³U£^½

²HI¡¼°}³4£�½&©Ì´�¡^¨H�¬«I²9¹P¡�¨�³P´�£�³A¤U®  ©ª }¹U£^*¤D¡^I£�¡^¨9¤P²�¡�¨H
¬«I²H¹U¡�¨�³P´a¡^¨H Î ¡�¨9I²G¡�¨9�®S©�ÕW*£�*²9¥�s³U´�¥�³4 ¢¡e�W�¡¼°�II²
¡�¨9�¸9 �I£�·�³4ÈS¡�©«±�¸H± ¤P²9®Ë¡^¨H� �ºS ¼¡^I±2·�³4ÈS¡�©«±�¸9± ±�¤6º
�W*¥�³4±G�©�±GÈW³U£�¡^¤U²4¡"¾ � ³4£� �©�±GÈH¬«©«¥I©Ì¡¼º4Æ}¥I³U²9 �©«®HI£�¡^¨9¤D¡
¡�¨9�¬�*²H¹P¡^¨�³U´;£^³4¤4® Î ©ª  Î ½F±yÆS¡^¨H�¬�*²H¹P¡^¨y³P´;£^³4¤4® 
©ª 

l
ÆP¡�¨H)ØB³D°Ý¤P¡�¡�¨H�¡¼°}³�©«²HÈH¸H¡^ e©ª   343;3 � ÊU*¨��6¨��B¤P²9®

¡�¨9m´�¸H²9¥p¡^©�³4²y¬�©«²H½F©�²9¹&¡^¨H	®S*²9 ¢©�¡¼º�¡^³2¡�¨H	 �ÈB**®�©ª 

V (ρ) = 0.74(180− ρ)[km/h].
§%¨H�¥�³4 ¢¡�£w¤D¡^* 

M(t)
¤P²9®µ¡�¨H� ¢ÈH¬«©�¡¢¡�©«²H¹¯£^¤P¡�* �¥�³U£�·

£^* �ÈB³4²9®S©«²H¹�¡�³�¡�¨H&¸9 ¢*£¢·Å³UÈH¡�©«±�¸H± ¤P²9®�¡�¨H2 ¢ºS ¢¡�I±2·
³UÈH¡�©«±�¸H±+ �©Ì¡^¸9¤D¡^©�³4²9 �¤D¡�¡�¨HG?9A¸H©«¬«©��H£^©«¸H±¶¤P£^�£^IÈH£^�·
 �I²A¡�"®G©�² � ©«¹9¾  H¾4ÏÅ¡�¥I¤U²��W, �II²G¡^¨9¤D¡}¡�¨H�®S©�ÕW*£�*²9¥�
�W�¡¼°�II² ¡^¨Hy¡¼°}³µ¥I³4 ¢¡^ 2±�¤6º×�B� �©«¹U²H©�"B¥I¤U²A¡*Æ�* �ÈW�·
¥�©ª¤P¬«¬«º(´�³4£

l = 2
°)¨H*£��¡�¨HG®S©�ÕW*£�*²9¥�&©« m¤P£^³U¸9²9® ��3

ÈWI£w¥�I²A¡"¾
§%¨H� ¢¡�£w¤D¡^I¹4º � ��� ±�¤6ºË�B�©�±GÈH£^³DÊU"®¯�FºÔ¤P²9¤U¬�º 
*©�²H¹
¡�¨9µ©�²SØB¸HI²9¥IÔ³P´�¤ ¥w¨B¤P²H¹4¯³U´

α
³4²Û¡^¨H×§)§21a¾��

¥w¨9¤U²H¹U�³U´�¡�¨HË ¢ÈH¬«©�¡¢¡�©«²H¹×£w¤D¡^
α
�Aº

∆α
©�±GÈH¬«©�" �¤

¥w¨9¤U²H¹U�³U´A¡^¨H ©«²SØ9³D°Ô³U´F£^³4¤4®
i
�Fº

∆qi

¾"ÏÅ´S¡�¨9 ®SI²B ¢©�¡¼º
³U² ¡^¨H×£^³4¤U®

i
©« ¯ ¼¡^£�©ª¥p¡^¬�º ¬�" � y¡^¨9¤P²

ρc

¡�¨H*²¡�¨H
®S*²9 ¢©�¡¼º�³4²�£^³4¤4®

i
°)©«¬«¬?¥w¨9¤P²9¹U��Aº

∆ρi(x, t) ≈
∆qi

f ′(ρi(x, t))
.

§%¨H©ª �©ª ;¤U²	¤PÈHÈ9£�³6ÙS©«±G¤P¡�©«³U²�²H³P¡ ³U²H¬«º��B"¥I¤P¸B ¢e°��¡w¤P½U
¤ "B£^ ¢¡2³4£^®HI£&¤UÈHÈH£^³6ÙS©�±�¤D¡^©�³4²Ô�H¸S¡�¤P¬ª ¢³��B"¥I¤P¸B ¢(°}
©«±2È9¬�©ª¥�©�¡�¬«º(¤4 � �¸H±G�¡^¨9¤D¡%¡^¨H�³U²H¬«º�¥w¨9¤U²H¹U�³P´;Ø9³D°=³U²
¡�¨9�È9¤D¡^¨

i
¥�³U±G"  ´�£^³U± ¡�¨H	¥w¨9¤U²H¹Um³U´?¡�¨9	 ¢ÈH¬«©�¡¢¡�©«²H¹

£w¤D¡�
α
¾9§%¨H�©«²SØ9¸H*²9¥�m³U´

∆qi

³U²
Mi

©« �¡^¨HI²

∆Mi(t) ≈

∫ Li

0

∆qi

f ′(ρi(x, t))
dx.

1F©�²B¥�
∆q1 = −∆q2

ÆF¡�¨H	¥I³4 ¢¡s£^¤P¡��¡�³U¡^¤P¬�¥w¨B¤P²H¹4,´�³4£
¡�¨H�°)¨H³4¬�m²HI¡¼°}³4£�½�©ª 

∆M(t) ≈ ∆αqin

(

∫ L1

0

1

f ′(ρ1(x, t))

−

∫ L2

0

1

f ′(ρ2(x, t))

)

dx
��� �

°)¨HI£^
qin

©ª �¡^¨H ©�²SØB³D° ¤P¡�¡^¨HÜ*²A¡�£w¤P²9¥I×³P´�¡^¨H
�H©Ì´�¸9£^¥*¤D¡�©«³U² ²H³S®SU¾s§%¨9©« y<94¸B¤D¡�©«³U² ©« �³4²H¬�ºÛÊ6¤U¬�©ª®=©�´
ρi(x, t) < σ

 �©«²9¥�4Æ�°)¨HI²�¡�¨H©ª µ¥�³4²9®S©�¡�©«³U² ©« Ë²H³U¡
 �¤P¡�©ª  "9"®Û¤P¡�¤ÜÈ9¤U£¢¡^©«¥I¸H¬«¤U£(ÈW³4 �©�¡�©«³U²

x
Æs¤P² ©�²B¥�£^*¤U �

³P´m¡�¨H�©�²SØB³D° ³U´,¡^¨H�£^³4¤U®
i
®S³F*  fakDg ¬«*¤U®Ü¡^³×¤P²

©�²9¥I£�"¤U �s³P´?¡�¨Hm®SI²B ¢©�¡¼º�¤D¡
x
¾FÏh²�¡^¨H©« %¥*¤U � ��� � ¡^I²9®9 

¡�³G ¢¸H¹4¹U" ¼¡e¡^¨9¤D¡)¤P²�©�²9¥I£�"¤U ��³U´�¡�¨Hm©«²SØ9³D°ÃÈH£^³S®S¸9¥�" 
¤�®S*¥I£�"¤U �}³U´B¡^¨Hs§)§21 �K �©�²B¥�

f ′(ρi(x, t)) < 0
°)¨H*²

ρi(x, t) > σ
� IÊU*²Ý©Ì¡�©« (¥�¬«*¤P£^¬«º ²H³U¡�¡�¨HË¥I¤4 ¢4¾eÏh²

³U£w®SI£m¡^³�¤P¬«¬�*ÊA©ª¤D¡^2¡�¨H©ª 	¬«©�±G©�¡^¤P¡�©«³U²µ¤P²9®¯¡^³�ÈB*²9¤P¬«©�
*
¡�¨H�©«²SØ9³D° ©�²9¥I£�"¤U �,³U´ ¤ Þ ¤P±G±G*®(£^³4¤U®�Æ ��� � ±�¤6º��W
±2³S®S©�"9"®�¤4 

∆GM(t) ≈ ∆αqin

(

∫ L1

0

1

g(f ′(ρ1(x, t)))

−

∫ L2

0

1

g(f ′(ρ2(x, t)))

)

dx
�	� �

°)¨HI£^

g(x) =











x
©�´

x ≥ f ′(σ − ε)

f ′(σ − ε)

(

1

2 −
x

f ′(σ−ε)

)

©�´
x ≤ f ′(σ − ε)

� �!�
°)¨HI£^

ε > 0
¾AÂÃ©Ì¡^¨�¡�¨H©ª �¥w¨H³U©ª¥�s³U´

g
Æ
∆GM

©ª }?9A¸9¤P¬
¡�³

∆M
´�³4£

ρ
¬«* ^ �¡�¨9¤U²

σ − ε
¤P²9® ¤P²µ©«²9¥�£^*¤4 ¢�³U´

Ø9³D°Û³4²�¤ Þ ¤P±G±G*®�£^³4¤4®�©ª )¨H*¤6ÊF©«¬�º�ÈB*²9¤P¬«©�
**®�¾
Ö�¤4 ¢"®G³U²�¡^¨H©ª }ÈB¤P£�¡�©ª¥�¸H¬ª¤P£}±2"¤U �¸H£^s³P´�¡^¨H�§)§21�IÊU³U·
¬�¸S¡^©�³4²�ÆÀ ¢³4±22Ç¢ �ºS ¼¡^I±2·�³4ÈS¡�©«±�¤P¬«©Ì¡¼º4É�¥�³4²9®S©�¡�©«³U²9 &±�¤6º
�B�®HI£^©�Ê4*®�¾�§%¨H* ��¥�³4²9®S©�¡�©«³U²9 (¤P£^��ÙH¤U¥�¡�°)©Ì¡^¨=£�I·
 ¢ÈW*¥�¡�¡�¨Hµ¥�³A ¼¡y´�¸H²B¥p¡�©«³U² � ��� ³U²9¬�ºÛ¤P¡�?9A¸H©«¬�©«�H£^©�¸H±
¤P²9® ©Ì´

ρi < σ
³4² ¤U¬�¬m£^³4¤4®H y®S¸HÔ¡�³ ¡^¨HÔÊ6¤U£�©«³U¸B 

¤PÈHÈH£^³6ÙS©�±�¤P¡�©«³U²9 a±�¤U®HU¾ �eÙFÈ9£�" � �*®�©«²m¡�¨H� �¤U±2À´�³4£�±
¤U  � 5 � ÆS¡^¨H	¥�³4²9®S©�¡�©«³U²9 )¤U£�2¦

∆c ≥ 0
©�´

α = 1

∆c = 0
©�´

0 < α < 1
� Î<3��

∆c ≤ 0
©�´

α = 0

°)¨HI£^
∆c = c2 − c1

¤P²9®

ci =

∫ L1

0

1

g(f ′(ρ1(x, t)))
dx.

§%¨H* ��¥�³4²9®S©�¡�©«³U²9 �IÙSÈH£�" � �¡�¨H�´K¤4¥p¡	¡^¨9¤D¡&°)¨H©�¬«�¡^¨H
§)§21m¥I¤P²m�W ®S"¥�£^*¤U �*®,�Fº�±G³S®Sº "9²H¹

α
Æ�¡^¨H  �ÈH¬«©Ì¡�¡�©«²H¹

£^¤P¡�G±�¸9 ¢¡�®S"¥�£^*¤U �G³U£�©«²9¥�£^*¤4 ¢�®S*ÈB*²9®S©«²H¹�³U²Ë¡^¨H
 ¢©«¹U²&³P´

∆c
¾6ÂÃ¨H*²

∆c = 0
Æ"¡�¨9� �ÈH¬«©Ì¡�¡�©«²H¹m£^¤P¡�

α
±�¤6º

�B�½4IÈS¡s¥�³4²9 ¢¡^¤P²A¡"¾
Ö�¤4 ¢"®Ô³U²µ¡^¨H* �(¥I³U²9®H©Ì¡^©�³4²9 IÆ ¤P²9®×�AºÔ¤P²B¤P¬«³U¹UºË°)©�¡�¨
� ��� Æ?¤y²H*°  ¢¡�£w¤D¡^I¹Uº�±G¤6º¯�B�®HI£^©�Ê4*®�¾?§%¨9�©«®S"¤y³P´
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¬«I²H¹U¡�¨y³P´ £�³A¤U® Î � ½F± �

Òm¿  �ÈH¬�©�¡¢¡^©�²9¹�£^¤P¡�
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¬«I²H¹U¡�¨y³P´ £�³A¤U® Î � ½F± �

1B¿  �ÈH¬�©�¡¢¡^©�²9¹�£^¤P¡�

� ©�¹B¾  H¾F§%¨H,*ÊU³4¬�¸S¡^©�³4²�³P´?¡�¨H�¸9 �I£�·�³4ÈS¡�©«±�¸H± ��Ò�¿ � ¤P²9®� ¢ºS ¢¡�I±2·Å³UÈS¡^©�±&¸H± �!1B¿ � ¥I³4 ¢¡^ �¤P²9®�¡�¨Hm ¢È9¬�©�¡¢¡^©�²H¹2£w¤D¡�" 
α
©«²�´�¸H²9¥�¡�©«³U²y³P´ ¡�¨Hm¬«I²H¹U¡�¨y³P´À£^³4¤U® Î ¾

¡�¨9©« ,²HI°  ¢¡�£w¤D¡^I¹4º�©ª )¡�³(½U*IÈ
∆c

¥�¬«³4 �m¡�³ 
I*£�³�©�´
α©ª  �W�¡¼°�I*² 
I*£�³&¤P²9®�³U²H,�Aº�¤4®H¤PÈS¡^©�²9¹

α
¸9 �©�²H¹2¤��eÏ

¥�³4²A¡�£^³U¬«¬�*£�¦

α(t) = Kp∆c(t) +

∫

Ki∆c(t)
� Î4Î��

°)¨H*£�
α(t)

©ª )¥�¬«©�ÈHÈW*®��W�¡¼°�I*² 
*I£^³2¤U²9®�³U²H4¾

5 ¾)Ð�Ò�� � Ä)Ï�Ó��,Á 1FÏ���Ò,Á?��§%Ï�¿�Ð 1

�� ��¡�³U´G²F¸H±G*£�©ª¥I¤U¬	 ¢©«±�¸H¬ª¤D¡^©�³4²9 �°�I£^µÈB*£¢´�³4£�±G"®
¡�³×¥I³U±GÈ9¤U£�(¡�¨H©ª �²H*° £^³U¸H¡�©«²H¹µ ¼¡^£^¤P¡�I¹4º � ÎUÎ�� °)©�¡�¨
¡�¨9Ü¸9 �I£�·Å?9A¸H©«¬�©«�H£^©�¸H±  ¢¡�£w¤D¡^I¹Uº � ��� ¾�§%¨H ²HI¡¼°}³4£�½
¥�³4²9 �©«®S*£�"®Ã©ª �£^IÈH£^* �I²A¡^*®Ý©«² � ©�¹B¾  ¾%§%¨H¯£^* �¸H¬�¡^ 
³P´m´�³4¸H£� ^¥�I²B¤P£^©�©)°)©�¡�¨=®S©�ÕaI£^I²A¡�©«²SØ9³D°s �¤U£�y£^IÈH£^�·
 �I²A¡�"®m©�²	§ ¤P�H¬« Î ¾*§%¨HeÈB¤P£w¤P±G�¡^I£w a³P´F¡�¨H�¥�³4²4¡^£�³4¬�¬«I£
°�I£^	¡�¨92 ^¤P±G	´�³4£�¡^¨H&¡¼°}³� ¼¡^£^¤P¡�I¹4©�" ,¤U²9®�¤U£�&²H³P¡
È9¤U£¢¡^©«¥I¸H¬«¤U£�¬«ºÝ¡�¸9²H*® ©«² ³4£^®HI£y¡�³Ã¤4¥w¨H©�*ÊUË¡�¨9µ�B" ¼¡
§)§21�´�³4£s¡�¨9©« ,È9¤P£�¡�©ª¥�¸9¬«¤U£s²H�¡¼°�³U£^½a¾9Ïh²�¤U¬�¬ ¥I¤4 ¢" IÆ9¡�¨H
 �©�±&¸H¬«¤P¡�©«³U²¯©« �¡¼°�³(¨9³U¸H£w �¬�³4²H¹9¾�§%¨HG¬«I²H¹U¡�¨Ë³P´ £^³4¤4®
Î ©«  � ½F±+¤P²9®�¡�¨92¬«I²9¹P¡�¨Ë³P´�£�³A¤U®  ©ª  ��½F±y¾�§%¨H
´�¸H²9¥�¡�©«³U²

V (ρ)
¸B ¢"®¯©«²Ë¡�¨H( ¢©«±�¸H¬ª¤D¡^©�³4²¯©ª 	¤� �©�±GÈH¬«

¬«©�²H"¤P£)£^I¬ª¤D¡^©�³4²( �¸9¥w¨�¡�¨9¤P¡
f
$&%�'

= 6000
Ê4I¨��D¨�¾

§%¨Hm´�³4¸H£s �¥II²9¤U£�©«©�¤P£^G¦
� Î�� ��¡2¡�¨H�¡¼°}³�©«²HÈH¸H¡^ *Æ;¡^¨H�©«²SØ9³D°s 2¤P£^�¥I³U²9 ¢¡^¤U²4¡

�� 343;3 Ê4I¨��D¨ � ¾}§%¨H�¡¼°�³Ô ¢¡�£w¤D¡^I¹4©�" G¬�"¤U®Ü¡�³×¤
¥�³4²9 ¢¡^¤P²A¡× �ÈH¬�©�¡¢¡^©�²9¹ £^¤P¡� �

α = 0.47
´�³U£Ô¡^¨H

 �ºF ¢¡�*±2·�³4ÈS¡�©«±�¸H± ¤U²9®
α = 1

´�³4£�¡^¨H ¸9 �I£�·
³UÈH¡�©«±�¸H± � ¾

� �� ��¡2¡�¨H�¡¼°}³�©«²HÈH¸H¡^ *Æ;¡^¨H�©«²SØ9³D°s 2¤P£^�¥I³U²9 ¢¡^¤U²4¡
�� �3;3 Ê4I¨��D¨�´�³U£m©«²HÈH¸S¡ Î ¤U²9®  34343 ÊU*¨��6¨¯´�³U£
©«²HÈH¸S¡ �� ¾&Ïh² ¡�¨H©ª  ¥I¤U �UÆ&¡�¨9Û¡¼°�³Ú ¢¡�£w¤D¡^I¹U©«* 
ÈH£^³S®S¸9¥�"®¡¼°�³= ¼¡^£�³4²H¹U¬«º ®H©ÌÕaI£^I²A¡¯§)§21a¾m§%¨H
£^*¤U �³U² ©« Ã¡�¨9¤P¡Ã¡�¨H ¸9 �I£�·Å³UÈS¡^©�±&¸H±  ¼¡^£^¤P¡�*¹Uº
¬«*¤U®9 �¡^³Ë¤Ë �ÈH¬�©�¡¢¡^©�²9¹¯£w¤D¡^(³U´�³U²H¯¦e¤P¬«¬)®S£�©«ÊU*£^ 
¡�£^ºÃ¡^³ ÈB¤U ^ �¡^¨H£^³U¸H¹4¨Û£^³4¤U® Î ¾sÖ�¸S¡� �©�²9¥IË¡�¨H
¡�£w¤D»�¥%³4²�£�³A¤U® Î ©« e¬�©«±G©Ì¡^*®G¡^³ �4343;3 ÊUI¨ �6¨�¤P²9®

���3;3 Ê4I¨��D¨Ë¤U£�2¡^£�ºF©«²H¹y¡�³�È9¤4 � *Æ�¤(¡�£w¤D»�¥ Þ ¤P±
©« )¹4£�³D°)©«²H¹&�BI´�³U£^,¡^¨H��H©�´�¸H£w¥I¤D¡^©�³4²y²H³S®SU¾

�! � §%¨H,©«²SØ9³D°s }³P´�¡^¨H,¡¼°}³&©�²HÈ9¸S¡^ �ÊD¤P£^º&°)©�¡�¨(¡�©«±G
�K �I � ©�¹B¾ 5 � ¾ 1F³4±G�¡�©«±G* (¡�¨9¯¡^³P¡w¤P¬m©�²HØ9³D°+©ª 
¨H©�¹4¨HI£?¡�¨9¤U²�¡�¨9}¥I¤UÈ9¤U¥I©Ì¡¼º,³P´H£^³4¤4® Î Æ* �³U±G�¡^©�±G" 
©Ì¡s©ª )¬«³D°}*£*¾

� 5!� §%¨H ©«²SØ9³D°s ;¤P£^�¡�¨H� �¤U±G ¤U ?©�²� ^¥�*²9¤P£^©«³2 s°)©�¡�¨
¡�¨H�¤P£�¡�©�"B¥I©«¤U¬%¤UÈHÈW*¤P£w¤P²B¥��³P´,¤¯¡�£w¤D»�¥ Þ ¤P±$¡^³
Ê6¤U¬�©ª®H¤P¡��¡^¨H�¸B ¢(³P´)¡�¨9�´�¸H²9¥�¡�©«³U²

g
� ��� °)¨9I²

¡�¨Hm®SI²B ¢©�¡¼º�©« �¨H©«¹U¨9I£}¡�¨9¤U²
σ
¾S§%¨H©ª  ¡^£^¤P»�¥ Þ ¤P±

¤PÈHÈW*¤U£^  �Fº	¬«©�±G©�¡�©«²H¹m¡�¨H)³4¸S¡¢ØB³D°×³P´W¡�¨H)³4¸S¡�È9¸S¡
Î ¡�³  343 ÊU*¨��6¨®S¸H£^©�²9¹ � ±2©«²F¸S¡�" �¤P´v¡�I£B 3
±2©«²F¸S¡�" )³P´À ¢©«±�¸9¬«¤P¡�©«³U²�¾

�� 2£�*ÈH£^* �I²A¡�"®µ©�² §;¤U�H¬« Î Æ;´�³4£�¡^¨H(´�³U¸H£� ^¥�I²B¤P£^©�©�Æ
¸9 ¢©«²H¹)¡^¨He²H*°µ£�³4¸S¡�©«²H¹s ¢¡�£w¤D¡^I¹Uº � Î4Î�� ¤U¬�¬«³D°s �¤)�W�¡�¡�*£
§)§21�³U²�¡�¨H�²H�¡¼°�³U£^½G¤D¡ ¡^¨H�I²9®�³P´�¡^¨H� �©«±�¸H¬ª¤D¡^©�³4²�¾

� ¾�Ó)¿�Ð�Ó�Á;Ò*1FÏ�¿�Ð 1

�� G©«¬�¬«¸9 ¢¡�£w¤D¡�"®×©«² ¡^¨H�²A¸9±2*£�©ª¥I¤U¬) ¢©«±�¸H¬ª¤D¡^©�³4²9 *Æ;¡^¨H©ª 
²HI°  ¢¡�£w¤D¡^I¹UºÚ©«  ¤P�9¬�Û¡�³�¤4¥w¨H©�*ÊU=�W�¡�¡�*£ÜÈWI£�´�³U£�·
±G¤U²9¥�4¾�Ïh² ¡^¨H©ª G�ÙH¤P±GÈH¬«�¡^¨Hy�B*²H#"9¡�³U²Ü¡�¨H�§)§21
©« �©«±GÈB³4£¢¡w¤P²A¡ ��¤P£^³U¸H²9® Î �

%
�  ¢©«²9¥IÔ¡�¨H ®H©ÌÕaI£^I²9¥I

�BI¡¼°}*I².¡�¨H�¸9 ¢*£¢·Å?9A¸H©«¬«©��H£^©«¸H± ¤P²B® ¡^¨H� �ºS ¼¡^I±2·
?9A¸H©«¬�©«�H£^©�¸H±.¥�³A ¼¡)³U²(¡�¨9©« )²9�¡¼°�³U£^½�©« ) �©�¹4²H©�"B¥I¤U²4¡"¾
§%¨H,±�¤U©�²y®S©�ÕW*£�*²9¥���BI¡¼°}*I²(¡�¨H,¡¼°�³2 ¢¡�£w¤D¡^I¹U©«* }©ª 
¡�¨9¤P¡ � ��� ¤U ^ �¸H±G* a¡^¨9¤D¡ ©�²9¥I£�"¤U �©�²9¹}¡^¨HeØB³D°¯³4²	¤)£�³A¤U®
°)©�¬«¬S²H³P¡�¥w¨9¤U²H¹U ¡�¨H�¡�©«±G) ¢ÈWI²A¡��Fºm¡�¨H%¸9 �I£w  ³U²	¡^¨H©ª 
£�³A¤U®�°)¨9©�¬« � ÎUÎ � ¡w¤P½4* �©�²A¡^³y¤4¥I¥I³U¸H²A¡�¡�¨H�¥w¨9¤U²H¹U2³P´
 ¢ÈWI"®¯³4²Ë¡�¨H�£^³4¤4® �KÊF©«¤

f ′
� ®S¸HG¡^³�¤P²Ô©�²B¥�£^*¤U �G³P´

¡�¨H�©«²SØ9³D°�¾
§%¨H©« % ¢¡�£w¤D¡^I¹UºG°%¤U �®SIÊ4I¬«³UÈW*®(¤P²9®�²A¸9±2*£�©ª¥I¤U¬�¬«ºGÊD¤P¬�·
©«®H¤P¡�"® °)©�¡�¨Ü¡�¨H�Á4Â=Ä ±2³S®S*¬�¾�ÏÅ¡�°�³U¸H¬ª®×�W�©«²4¡^I£�·
* ¢¡�©«²H¹µ¡�³ Ê6¤U¬�©ª®H¤P¡��©�¡(©«²Ã£�"¤P¬�¥I³U²9®S©�¡�©«³U²B �¸9 �©�²9¹×¤P²
�ÙSÈB*£�©«±GI²A¡^¤U¬�´�¸9²9¥p¡^©�³4²

f(ρ)
³4£Ë¤P¡¯¬«*¤4 ¼¡Ë¸9 ¢©«²H¹ ¤

±2³4£�GÈH£^*¥I©« �&¡�£w¤D»�¥2±2³S®S*¬e¸9 �©�²9¹y¤(´�¸H²B¥p¡�©«³U²
V (ρ)
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ë6â�æ¼ç��vípä"é�áãò�ë6ò â�é�ç�å^é�æ¼ðwõ �	��
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·
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� ©�¹B¾ 5 ¾9§%¨9�©«²SØ9³D°s %³U´;¡^¨Hm¡¼°�³&©«²HÈH¸S¡w %´�³U£, �¥II²9¤U£�©«©  2¤U²9® 5 ¾
®S" �¥I£�©«�H©«²H¹Ã¡�¨9 ÈH£^�´�*£�*²4¡^©«¤U¬� �ÈB**® ³U´�¡�¨H ®S£�©«ÊU*£^ 
 �¸9¥w¨¡�¨9¤P¡

f(ρ) = ρV (ρ)
¾ � ³4£��ÙH¤P±GÈH¬«UÆ�©Ì¡Ë±G¤6º

�W�©«²A¡�*£�" ¼¡^©�²H¹&¡�³2IÊD¤U¬�¸9¤P¡�,¡�¨HmÈWI£�´�³U£^±�¤P²9¥I�³P´;¡�¨H©ª 
²H*°= ¼¡^£^¤P¡�I¹4º�¸9 �©«²H¹&¤	 �*¥I³U²9®G³4£^®HI£ ±G³S®S*¬	�K¬�©«½U��À°
¤P²B®µÄs¤U ^¥�¬« � 4343;3��"� °)¨9I£^�¤�£�*¬«¤PÙH¤D¡�©«³U²Ë¡^I£^± °%¤U 
¤U®9®S*®�¾

Ä�� � � Ä��}Ð�Ó � 1
�	¾��À°+¤P²9® �×¾}Äs¤4 �¥I¬�4¾ Ä)" � �¸H£^*¥�¡�©«³U²Ý³P´�Ç� ¢"¥�³U²B®
³U£w®SI£¢É�±G³F®HI¬ª m³P´ ¡^£^¤P»�¥	Ø9³D°�¾ l��^{����F��{! " e�e�
��{ A$# � Æ �43 ¦ �9Î �&% �  �HÆ 4343;3 ¾

:2¾ �×¾yÓ}³S¥�¬«©Ì¡^UÆ �×¾ :m¤P£w¤6ÊU*¬�¬«³9Æ�¤U²9® Ö,¾ �e©ª¥I¥�³4¬�©�¾
§?£w¤D»�¥�Ø9³D° ³U²=¤Ô£^³4¤4® ²H�¡¼°�³U£^½a¾ ghk xw|U|9d^xPi�uvf
l���{m�'�S�;��xDg��H�;{,fWxD~«� Æ �3;3�5 ¾

�µ¾ �s*£¢¡¼º�¤U²9®��	¾ Í ¬ª¤P£"¾ ��³S®SI¬«©«²H¹9ÆF ¢©«±�¸9¬«¤P¡�©«³U²�ÆF¤P²9®
³UÈS¡^©�±G©�
*¤D¡^©�³4²�³P´À¡^£^¤P»�¥	Ø9³D°²H�¡¼°�³U£^½S I¾ l(��{m�)�S�
la�IuK��c�kPqs|a�SgÅ� Æ �� �� � ¦ Î<3�����%WÎ<3 � �FÆ �3;3  9¾

�	¾ �s³U¬ª®S*² ¤U²9®ÜÐ�¾ �	¾eÄs©« �I�H£^³9¾Ý� ±�¤D¡^¨HI±�¤D¡^©«¥*¤P¬
±2³S®S*¬�³P´�¡�£w¤D»�¥�Ø9³D°�³4²Ë¤�²HI¡¼°}³4£�½y³P´%¸H²H©ª®S©«£�"¥p·
¡�©«³U²9¤U¬�£�³A¤U®H *¾ lWuKxDq'�S�e��xPgv�9� {,fWxP~�� Æ  � � 5 � ¦ �����&%
Î?3HÎ �FÆ Î ����� ¾

Â ¾ Áe¾ 6U©«²=¤P²9® ��¾ �×¾ 7W¨B¤P²H¹B¾ ¿,²Ý¡^¨H¯®S©�¡�£^©«�H¸S¡�©«³U²
 �¥w¨H*±G*  ´�³U£e®H�¡�*£�±G©«²H©«²H¹mØ9³D°s  ¡�¨9£�³4¸H¹U¨G¤�±2*£�¹4U¾
A i�xPfHo�|9kDipghxDg�uKkDf+*�d�oIdwxDi��w�, )xDipg � Æ �� � � ¦ ��HÎ�% � 5;3 Æ
�343  H¾

6 �Á?I�9¤4¥,9A¸H�¤U²9® � � Í ¨H³4 �¨Fº4¤P£w¤P²?¾ A i�xDf9o�|HkPipgÅxP�
g�uKkPfG|W~�xPf9fBuvfAt.-?g��Hd�opgÅxPgÅd	k¢j�gv�9d�xDipg�� ��x4��i^k6oI�wk^|WuK�
/%k10 q�k"zUdI~ão Æ�È9¤P¹4*  ÎUÎ �&%WÎ  � ¾ Í ¬�¸F°�I£,�)¥*¤U®S*±G©«¥
�e¸H�H¬«©« �¨H*£^ *Æ �3;3� ¾

�µ¾ 69¾AÁ�©«¹U¨A¡�¨9©�¬«¬B¤U²9® 6B¾4Ö�¾4ÂÃ¨9©Ì¡^¨9¤P±y¾;¿,²�½F©�²9I±�¤D¡^©«¥
°�¤6Ê4* *¾ ©�¦ � ¬«³D° ±G³DÊ4I±GI²A¡�©�²Ã¬«³U²9¹Ë£^©«ÊUI£w *¾�©�©�¦}�
¡�¨H*³U£^ºÃ³P´�¡^£^¤P»�¥�Ø9³D° ³U²Û¬«³U²9¹ ¥I£�³D°s®S"®=£^³4¤4®H I¾

 �i^k*�"�(*�kPnUxD~Flak"�"�H�?kPfWzUkPf�ladIiI�S{ Æ � � �!� ¦  � Î�%  5!� Æ
Î������ ¾

� ¾DÏp¾PÄs©«¥w¨9¤U£^®9 I¾01F¨H³S¥w½�°%¤6ÊU" ?³4²	¡�¨9�¨9©�¹4¨A°%¤6ºU¾32 |HdIiI�
*,dpo Æ � 5 � ¦ 5!�% �SÎ Æ Î������ ¾

4 �H©«²H¹ ÂÔ¤P²9¹9Æ2:�³FI£^¹UB1S¤U£�£^³4 *Æ ��¤U£�½4³4  �À¤UÈ9¤P¹4I³4£¢·
¹4©�³4¸�ÆH¤P²9®(ÂÃ©«¬�¬«I± 64¤U² Í ²9©��H�WU¾eÄs*¤P¬�·�¡�©«±2�£^³U¸H¡�
¹4¸H©«®9¤P²9¥I ©�²�¬«¤U£�¹4�·h �¥*¤P¬« ¸9£��9¤U²$�ÙSÈH£^* ^  £^©�²H¹U·
£^³4¤4®H I¾&Ïh²  %i�k*�wdwdwzDuvfFtDo�k¼jGg��Hd �65 gv�7��8H{&c:92kDip~«z
cekDfFtPi^dpowo Æ 64¸H¬�º �343!� ¾


