La norme des espaces quadratiques
et la forme trace des algebres simples centrales

Jean-Pierre Tignol*
IRMAR — Université de Rennes |
Campus de Beaulieu
35042 Rennes Cedex

Le transfert (de Scharlau) associe A tout espace quadratique sur un corps K, extension
finie d’un corps k, un espace quadratique sur k moyennant le choix d’une forme linéaire
s : K — k. Cette construction bien connue (voir [2, Chap. 7], [8, Chap. 2, §5]) rend
d'importants services en théorie algébrique des formes quadratiques.

L’objet de cet article est d’attirer Pattention du lecteur sur une version multiplicative
du transfert de Scharlau. Plusieurs propriétés importantes du transfert, telles que Vadditi-
vité ou la compatibilité avec I'équivalence de Witt, font défaut a cette version multiplica-
tive; cependant la derniére partie de ce travaill montre que celle-ci apparait de maniére
naturelle en relation avec certaines formes hermitiennes dans le calcul de l'algébre de

Clifford de la forme Trd 4(z?), ot Trd4 est la trace réduite d'une algébre simple centrale
A

Pour simplifier, et parce que ce cas est suffisant pour P'application envisagée, seul le
cas ou l'extension K/k est quadratique est traité ici.

Dans tout ce travail, la caractéristique du corps de base est supposée différente de
2. St est une forme quadratique sur un corps k, on note dét o 1'élément de k* /k**
représenté par le déterminant de la matrice de o par rapport & une base quelconque. Le
discriminant de ¢ est défini par:

discp = (=1 D244t o € BX k72,

1 La norme et la trace des espaces quadratiques

Sott K/k une extension quadratique de corps. On note ~: a — @ l'automorphisme non
trivial de K/k.

A tout espace vectoriel V sur K, on associe un nouvel espace vectoriel
V={vlveV},
ou Paddition et la multiplication scalaire sont définies par:

TH+W=v+w T = vi pour v,w € Vet a € K.

“Subventionné en partie par le Fonds National de la Recherche Scientifique {Belgique).




On définit alors la norme de V: c’est l'espace vectoriel sur k des éléments de VogV
invariants sous 'homomorphisme d’échange

E: VoV oVeeV
défini par:
HTRuwy=wQuv pour v,w € V.
Donc,
"V]\'/k(v) = {:1’,“ & V ®K V ] é(I) = I}ﬂ

La multiplication scalaire dans V &g V définit un jsomorphisme canonique d’espaces
vectoriels sur K

Nep(Vion K 3V e V.
En particulier,
dimk AQ(/;JV) = (dlmh V)z

Sih: VxV -+ K est une forme bilinéaire, on définit une forme bilinéaire

F:VxV oK

par: o
T, W) = b(v, w) pour v,w € V.

Soit a présent @ : V. — K une forme quadratique et soit b sa forme bilinéaire associée:
blv, w) = 1p(v + w) — p{v) — p(w)] pour v,w € V.

La norme de ¢, notée Ngel{p), est alors définie comme la restriction & Ng/x(V) de la
forme quadratique 7 @  sur V @5 V associée a la forme bilinéaire b & b. Par exemple,
pour v, w € V),

Nip(e )@ @ w+ W2 v) = p(v)p(w) + p(w)p(v) + 2Nkm(b{v, w)).

Les propriétés suivantes sont des conséquences directes de la définition, dont la démons-
tration est laissée au lecteur:

1.1 Propriétés. a) L'isomorphisme canonique Nep(V) @ K = V ®@x V induit une
tsometrie:

(Nl V) Nupr(0)) @k K = (VQr V70 9).

b) Si(V,p) et (W, ) sont des espaces quadratiques sur K, il y a une isométrie cano-
nique:

(N (V @k W), Nepilo @ 9)) = (Nl V), Nij(2)) @x (N W), N (1)),

¢) L'isomorphisme canonique V @y V 55V @i V qui permute les facteurs induit une
isométrie canonique:

(Ven(V), Nele)) = (NK/k(V)a Nee(@))-

Il résulte en particulier de la propriété (a) que Ny i(y) est une forme quadratique non
singuliere st @ est non singuliere (ce que P'on supposera toujours dans la suite).
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Pour décrire une base orthogonale de Ny { V'), posons i = k(V/d), choisissons & € K
tel que &% = d, et considérons une base orthogonale de V: soit {e,.. ,e,), et soit o; =
wle)(# 0) pour t = 1, ., n, cest-a-dire que » admet la diagonalisation:

= o, - o).

Pour i, = 1,...,n, soit I/;; C V @x V le sous-espace vectoriel sur K engendré par
& & e; et €)@ ¢;.. Ce sous-espace est stable sous 'homomorphisme é d’échange; soit
Ul, < Uy Vespace vectoriel sur & des éléments invariants. Comme les sous-espaces U;
sont orthogonaux deux a deux, on a la décomposition en somme directe orthogonale:

Nyp{V) = B Uiy (1)
Pour 1 = j, ’élément &; ® e; forme une base de U}, et
Niplelei e} = i @ o = Niepp( ).
Pour ¢ # J, une base de U], est donnée par
(BT Re+& De, &Re; 6 —& Qe b)

Par rapport & cette base, la matrice de la restiiction de la forme Ny () est:

( Ty + W (Thoy — @oq)8
( k]

Fo; - diei)d (T + ajoq)d
de déterminant 4.Vg (e )d.
1.2 Proposition. Soit X = k(+/d).
a) Pour toute forme quadratique » de dimension n sur K,

disc Ni/e(p) = dét Ni () = Nise(détp) - drr /2 22,

b) Pour le plan hyperbolique Hy sur K,
IVK/;L‘(HK) = (.2) - (1, —d)

¢) Pour toute forme quadratigue o sur K, on a l'égalité suivante dans le groupe de

Wittt Wk
.{V}{/k(fp + H’ﬂ[{) = IV}\'/,&(LP) -+ iNrKf’k(IH[}")..

Démonstration: Les deux premiéres parties résultent directement de la décomposition de
la norme Ny /() associée a une base orthogonale de : voir (1) ci-dessus. Pour établir la
troisieme, ou forme une base orthogonale (e;,...,e,,,) de la somme orthogonale ¢ B Hy
telle que (ey,...,e,) soit base orthogonale pour et {e,4,, e,.2) une base orthogonale de
Hyg. D’aprés (1), on a

Nii(w BHK) = Ngjilw) 8 Nigji(Hx ) B [1<EP<n(U:.n+1 BUnya)| 5
d’on la Proposition car espace U] |, @ U/ _, est hyper.boliquem =
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On se propose a présent de délerminer algebre de Clifford de la forme Nielp), dans
le cas ot la dimension de ¢ est paire.

On note Tx/i la forme trace de K/k:
Tple) =z +7% pour z € K.

Pour zr,y € K* on a
Trpu(@) Tup(xy®) = Teplzy)’ + 1y — 9)8  Pd Nyl z),
ce qui montre que s1 Tx/(z)Tx i (zy?) # 0 Palgébre de quaternions
(Tksalz) Trpe(zy®), —dNk )i

est déployée, d’on I'égalité suivante dans le groupe de Brauer Br k:
(Tre(e), —ANk () = (Trej(zy®), —dNk e (2y™))e.

St Try(x) = 0, alors z € § - k% et par conséquent —~dNg(z) € k*% Pour tout y € K*
tel que Tx,i(xy?) # 0 'algébre de quaternions

(Tre(zy®), - dNkp(zy® )

est alors déployée. Il en 1ésulte que Pon peut définir sans ambiguité pour toute classe de
cariés £ € I{*/K*? une algebre de quaternions £(€) par:

(&) = (Trplz), —dNg (),

ou r & K* est un représentant quelconque de ¢ tel que T i(z) # 0. On a done () = 0
dans Brk si £ est représenté par un élément z € K* tel que Txi{z) = 0. D’aprés
la description ci-dessous de la trace d’une forme quadratique, on peut aussi définir £(&)

commne l'algebre de Clifford de T ((z)).

1.3 Proposition. Soil  une forme quadratique de dimension n = 2m sur K. L’algébre
de Chifford C{Nyp(p)) est déterminée dans le groupe de Brauer Brk par la formule
sutvante:

C(Ngnlp)) = e(discp) + (d,2mH(-1)mm=172y

Démonstration: Si m = 1, la formule résulte d’un calcul direct. St m = 2 et discp = 1,
alors

@ = (a) D1 @ o

pour un certain @ € K et pour certaines formes quadratiques ¢y, @, de dimension 2 sur
K. D’apres la propriété 1.1(5),

Nrply) = (Nisla)) @ Nielen) ® Nii(e2),
d’on
C(Nes(p)) = C(Ngpler) ® Nrples))-

Or, la Proposition 1.2 montre que Nrklwr) et Ngilpa) sont de discriminant d, donc

C{Nk/{91) @ Nxjelen)) = (dyd)e = (d,—1);  dans Brk.
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Dans le cas général, on procéde par induction snr m (> 2). St est isotrope, il existe une
forme quadiatique ¥ de dimension 2(m — 1) sur & telle que

@:TI)HHH}{.

D’apres la Proposition 1.2(¢), on a
Niilo) = Nipe() + N (Hg) dans Wk,

et la Proposition découle des formules connues pour Palgebre de Clifford d’une somme
directe (voir par exemple {2, p. 121]).

St ¢ est anisotrope, soit X la quadrique projective d’équation o = 0 et RrjlX) la
variété algébrique sur k obtenue par restriction des scalaires (3 la Weil). Soit encore
K=k Brp(X)) et K' = K@ k' = K{X x X). La forme quadratique g obtenue en
étendant les scalaires de K" & K est isotrope; comme la Proposition est déja démontrée
pour les formes isotropes, la différence

A = C(Nrsilp)) — e(discp), — (d,27F1{~1)mm- DI,
est donc dans le novau de ["homomorphisme d’extension des scalaires
Brk — Brk

Ce noyau est déterminé dans [5, Corollary 2.12]: cest la corestriction de K & k du noyau de
’homomorphisme d’extension des scalaires Br K — Br K(X). D’aprés {10, Corollaire 4.3],
ce dernier est injectif, sauf si m = 2 et discg = 1. L’argument donne donc A = 0 sanf
peut-étre dans ce cas particulier. La Proposition est ainsi démontrée, car la formule a
déja été établie plus haut dans le cas exceptionnel. ]

Pour la {acilité des comparaisons entre la norme et le transfert, nous terminons cette
section en rappelant les principales propriétés du transfert de Scharlau relativement 4 la
forme trace Txyy.

Tout espace vectoriel V sur K définit un espace vectoriel T e{V) sur k, obtenu en ne
retenant de V' que sa structure d’espace vectoriel sur k. Done, en tant qu’ensembles,

Tri(V) =V,

et Pon a clairement: Ty (V) = Tk (V). Toute forme quadratique ¢ : V — K définit
une forme quadratique

Trpi(w) : Tep(V) — k
par:
Trpele)(z) = Trp(pfz))  powrzeV
Pour souligner 'analogie entre cette construction et celle de la norme Ngsi(y), on peut

aussi définir Tk (V) comme 'espace vectoriel sur & des éléments de V & V qui sont
invariants sous 'homomorphisme d’échange

defini par:

€q (01, v2) = {0z, 01) pour vy, vp € V.
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En effet, les ¢léments invariants sous ey sont de la forme (¥,v) avec v ¢ V, et sont
donc en bijection naturelle avec V (ot donc avec Tr/i{V)). Par cette bijection, la forme

quadratique Tx/.(2) peut &tre vue comme induite par la forme quadratique @ ¢ sur
Vav.

1.4 Propriétés.  a) Le plongement Tkp(V) « V@V déenit ci-dessus induil une
isométrie:

(T3, Taplw)) @6 K = (Vg V,zm0).

b) St (Vi) et (W, ) sont des espaces quadratiques sur K, il y a une isoméirie cano-
nique:

(e (VD W), Tyl @) = (Tl V), Tryu(0)) B (Ticpul W), Tapu(1h))-
¢) Pour tout espace quadratique (V, o) sur K, il y a une isométric canonique:
(T (V') Topel2)) = (T pd V), Tiepn(8))

(Voir [2, Chap. 7}, (3, Chap. 2, §8]).

Comme précédemment, posons K = k(V/d) et choisissons § € K tel que §% = d. Soit
(e1,- ., en) une base othogonale de V et soit

99:<Q'1»--w0~'n>

la diagonalisation correspondante. On a alors une décomposition de Tx;:(V) en somme
orthogonale:

n

TipV) = @ V;

o Vi = T (e - ) est le sous-espace engendré par e; et ;6. Par rapport & cette base,
fa matrice de la restriction de Tr (o) est

( T () Tﬁ'/k(0=5))
Trplcid) dTx (o)

de déterminant 4dNg (). La Proposition suivante se déduit de cette decomposition
par des calculs directs:

1.5 Proposition. Soit K = k(v/d)
a} Pour toute forme quadratique ©» de dimension n sur K,

dét iT;{/k((TD) = *’VA/;C(dét (,J) ~dm - kx?)
disc TK/;‘((,O) = (—I)RIVK/k(diSCL,D) A

b) Pour toute forme quadratique @ sur k,
Trpelor) =0 (2) - (1,d) = o - Trp{(1)k).
¢) Pour le plan hyperbolique Hy sur K,

TK/;C(H[() = 2HL.



d) La trace Ty, induit un homomorphisme de groupes de Witt:
(Trye)e: WK - Wk

Il y a également une relation directe entre 'algebre de Clifford de la forme Tk i) et
celle de o, qui s’exprime a 'aide de la corestriction

Corgpe : Br K — Brk.

Soit IK Pidéal fondamental de W K, dont les éléments sont représentés par les formes
quadratiques de dimension paire. L’application qui a toute forme quadratique associe son
algebre de Clifford induit un homomorphisme

C:I’K - Brk.
Le résultat suivant est dit & Arason [1, Satz 4.18] (voir ausst [6, §6, Cor.1]):

1.6 Lemme. Le diagramme
PK 25 %k
J'C ic
Br K &% Brk

est commutatif.

Démonstration: On commence par mettre en évidence un systéme de générateurs de [*K
modulo I*K. L’idéal I*?K est engendré par les formes de Pfister doubles, c’est-a-dire les
formes quadratiques

{a, b)) = {1, —a) @ (1,-b) avec a,bc K*.

Comme pour a,b,c € K*,

{a,b) = () - {a, b)) € K,
il en résulte que toute forme » € I*K est somme dans WK de formes de Pfister doubles
et d’une forme de I’ K

= (e b)) mod I°K (2)

1

pour certains a;, b; @ K*.
Pour a,b & K*, on peut trouver «, 3 € k™ tels que

ac+ ph=0oul,
vu que [K : k} = 2. La forme {aa, 3b)) est alors hyperbolique, donc
(@, B) + {a,0) + {0, 8) + (e, 3)) = (e, b)) =0 mod I°K.

On peut done remplacer dans la décomposition {2) ci-dessus chacune des formes {a;, b))
par une somme de formes de Pfister doubles du type {a,b})) avec @ € k* et b € K*.
Comme Palgebre de Clifford de toute forme de I3K est déployée, il suffit de prouver:

C(T]{/k((a, b») = COFK'/k(C{(C!,b))) DOUr @ € k* et be I{x,

ce qui résulte d'un calcul direct utilisant la formule de projection. =
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1.7 Proposition. Pour toute forme quadratique » de dimension paire sur K,
C{Txk(2)) = Corpse(Cly)) + =(disc ) + (d, 2Ny e (disc o)) dans Brk.
Démonstration: Comme la dimension de o est paire, on a
= ((disc) mod I*K,

Du Lemme précédent, on déduit alors:

ClTapele = {{discp))) = Corg/i(Clp — {discp))).

La Proposition s’en déduit par Padditivité de la trace (propriété 1.4(b)) et celle de algebre
de Chfford, suivant laqueile

CleBY) = Clp)+ C(p) + (discp, disc ), dans Br k

pour ¢, ¥ de dimension paire (voir [2, p. 121]). m
Signalons le cas particulier suivant, obtenu en prenant ¢ = (a,0) (ou @ = ((a,b)):

1.8 Corollaire. Pour a,bc KX,

COI‘K/L.(CL, b)K = E(I) + 5((1) + S(b) + E((Ib) + (IVK/k(a),N;\'/k(b))kn

2 La norme et la trace des espaces hermitiens

Comme dans la section précédente, K/k est une extension gquadratique de corps et V un
espace vectoriel sur . Au lieu d’une forme quadratique, on considére cette fois une forme
hermitienne

h:V xV o K

relativemnent a Pautomorphisme non trivial = de K/k. On a donc

hva,wf) = a@h(v,w) B et h(w,v) = A{v, ?;)H)' pour v, € Vet a,3< K.
L.e produit A @ k est maintenant une forme hermitienne sur V ®x V), définie par
h& h{T7 @ vg, 07 ® wy) = A{vy, Ug_).h(lﬂl, wy) pour vy, vy, wy,wy € V.

Cette forme hermitienne satisfait la propriété suivante vis-a-vis de "homormorphisme é
d’échange: L

h@h(é(z),é(y)) =h @ h(z,y) powr z,y eV Ok V.
Dés lors, la restriction de A ® A 4 la norme N e(V) est une forme bilinéaire symétrique,

que 'on note N/ (h). Abusant quelque peu des notations, on notera de la méme maniére
la forme quadratique associée. On a donc

jVK/k(h)(ﬁ® w1 ® U) = ‘Zh(v, v)h(w, w) + TK/k(h(v,w)z).

[o74]




2.1 Propriétés.  a) St (V,h) et (V' 1"} sont des espaces hermitiens sur K, il y a une
1someélrie canonique:

(NeplVRr V), N @ RD)) = (N (V), Nige(h)) @k (N (V) Nigpi(R))

b) L’isomorphisme canonique V @y V 5V @r V qui permute les facteurs induit une
1soméirie canonique:

(1VK/;C(V), JVK/k(h)) = (JVK/;:(V), jVK'/k(TL)).

Comme précédemment, on peut décrire une diagonalisation de la forme N i (h) an moyen
d'une base orthogonale de V: soit (e;,...,e,) une telle base et soit

Bewe) = o (€ k)
Posons K = k(v/d) et choisissons § € K tel que 67 = d Les éléments
(_8? @ ei)i<i<n, (6, e, +& & eiicicijen €6 (i Red—€ & 8i6)15£<j§n

forment alors une base orthogonale de Ny (V) pour la forme Ng (k). Par rapport a
cette base, la forme Ny i(h) admet la diagonalisation suivante:

fVK/k(h):n(I)EB(Q)»-(1,—d)( & (a,-aj)).

1<i<j<n

En particulier, la forme Nk, i(h) est non singuliere si h est non singuliere (c'est-a-dire
que o # 0 pour tout 1}, ce que ['on supposera toujours dans la suite. En utibsant la
diagonalisation ci-dessus, 1l est facile de calculer le discriminant de Ny (h):

disc jV}\‘/k(h) = (.1ét N}(/k(h) = (-—d)n{n_l)‘m : fcz,

Le déterminant de la matrice de 2 par rapport 2 une base quelconque de V' est
un élément de k£* que tout changement de base multiplie par une norme de K*. Le
déterminant de k est donc bien défint dans le quotient k* /Ny (™), et Pon peut définix
un invariant analogue au discriminant, représenté par une algebre de quaternions:

disc(h) = (d,(=1)*"~"D/2dét h), € Brk,

oun = dimg V. Cet invariant est en relation directe avec 'algebre de Clifford de la forme
norme:

2.2 Proposition. Sidimg V =n = 2m,

C{Nye(h)) = disc(h) + (=4, 2" (=1)™™"2),  dans Brk.

Cette Proposition s'obtient par les formules qui décrivent algebre de Clhifford d’une
somine directe (voir {2, p. 121]), en utilisant une diagonalisation de la forme Ny /(R).
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La norme Ny (k) admet aussi une version additive: sur le k-espace vectoriel Tri(V),
on definit une forme quadratique Ty (k) par:

Trp(h{z) = Trp(h{z, z)) = 2h(z, z) pour z £ V.

Si(ey,. ., e,) est une base orthogonale de V sur K pour la forme hermitienne kb, alors
(1,18, .., €n,€q8) est une base orthogonale de V sur k pour la forme Tk (k). En posant
a; = h{e;,e;) pour i = 1,...,n, on obtient

Trpulh) = (2)-(1,=d} - {n, .., 0n).
Le déterminant et Palgebre de Clifford de la forme Tx/i(h) sont dés lors faciles & calculer:

2.3 Proposition. Avec les notations ci-dessus,

détTK/k(h) = (_d)n‘kx'l’
disc Tipp(h) = d*- k"2

et, st n est pair,

C{Twkp(h)) = disc(h) dans Brk.

3 La forme trace des algébres simples centrales

Pour toute algébre simple centrale A de dimension finie sur un corps K, on note
deg A = ydimg A

Th: A—- K

le degre de A et

la forme quadratique définie par
Th(z) = Trda(z?) pour r € A,

ot Trd4 est la trace téduite. Cette forme a été étudiée en particulier par Lewis [3] et par
Lewis—Morales {4]. Les propriétés suivantes ont déja été mises en évidence dans [3]:

3.1 Propriétés. a) Si A est déployée par une extension de K de degré impair (par
ezemple st A est déployée ou si le degré de A est impair),

Ty =n(l) @22l
ovn=degA
b} Si A est une algébre simple centrale de deqré n,
disc Ty = dét Ty = (—1)"-1/2,
c) 5i A et A’ sont deuz algebres simples centrales sur K,

Taear = T4 @ Ta.
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Démonstration: (a) Si A est une algébre de matrices, la forme Ty est facile a déterminer
par un calcul direct. S5i A est déployée par une extension L/K de degré impair, alors
la différence Ty — n{1) est dans le noyau de 'homomorphisme d’extension des scalaires
WK — WL. Or un théoreme de Springer [2, p. 198], [8, p. 16] montre que cet homomeor-
phisme est injectif. La propriété (a) est donc démontrée.

(b) Soit F//K une extension qui déploie A et teile que K soit algébriquement clos dans F.
(On peut prendre par exemple pour F le corps des fonctions de la variété de Severi-Brauer
de A). L’homomorphisme K*/K*? — F*/F*? induit par U'inclusion X C F est alors
mjectif. Or, comme F' déploie A, le quotient disc Ty - disc{n{1) @ 1L-”{—QIHI)‘l est dans le
noyau de cet homomorphisme. La propriété (b) en découle.

Enfin, (¢) provient de la formule snivante:

Trdag,a{a®a’) = Trds(a) - Trd 4¢(a’) poura€ Aeta ¢ A,

On se propose d’étudier diverses constructions liées a la forme T;.

Supposons pour commencer gue A admette une involution de seconde espéce o, c’est-a-
dire un anti-automorphisme d’ordre 2 dont la restriction au centre X n’est pas I'identité.
Le sous-corps & C K des éléments invariants sous o est alors de codimension 2. Soit
(A, 7}y Pespace vectoriel sur k des éléments de A symétriques (c’est-a-dire invariants)
sous o. La restriction de Ty a (A, 7); est une forme quadratique

(A, o)y o ke

Ezemple 1. Soit V' un espace vectoriel sur un corps K, extension quadratique d’un sous-
corps k, muni d’une forme hermitienne k non singuliere. L’algebre 4 = Endg (V) admet
alors une involution oy de seconde espéce adjointe i A, définie par la relation:

Rz, f(y) = h(ow(f)z),y)  pourz,y e Vet fe A

3.2 Proposition. [l y a une isométrie naturelle:

((Endr(V),00)+,8) = (Nl V), Nl R)) (= (Vrpl V), Nire(h))).

Démonstration: La forme hermitienne k, étant supposée non singuliere, induit un isomor-
phisme
h: V35V = Homg(V, K)
defini par: )
R(E)y) = h(z,y)  pourz,ycV.

En composant cet isomorphisme avec I'isomorphisme canonique Endg (V) = V@x V™, on
obtient un isomorphisme canonique d’espaces vectoriels sur K:

Endg(V) =V @k V,

qui transporte I'involution o, sur 'homomeorphisme € d’échange et induit par conséquent
un isomorphisme canonique:

(Endg(V),on)4 = Ngsu(V).

Il




On vérfie de plus:

Trda{on(f)g) = h@A(f,g)  pour f,g € Endg(V),

donc Iisomorphisme canonique Endg(V) = V @i V induit sométrie annoncée, par
restriction aux éléments invariants sous o, d’une part et sous é d’autre part. [ ]

Eremple 2: Considérons une algébre simple centrale A quelconque sur K. On note A
I'algebre conjuguee, définie par:

A= {a@lae A}

avec les opérations:

atb=a4 b ab = ab T = aor pour a,bc Aet o€ K.

Soit A°P Palgebre opposée de A. Le produit A @i A°P porte une involution canonique #
de deuxieme espéce, définie par

0@ bP) = b @ a® pour a,b € A

3.3 Proposition. [ 'application canonique A @ A — A @ A%® qui envoie @ & b sur
a ® b°P induit une wsométrie d’espaces quadratiques sur k:

(Nl A), Nepe(Ta)) = (A @k A, 8),t).

Démonstration: L'application canonique A @ A — A © A°P transporte 'homomorphisme
e d’échange sur U'involution #; elle fait donc se correspondre les espaces d’éléments inva-
rrants:

Nip(A) S (A2 AP, 0),.

Pour voir que cette correspondance est une isométrie, il suffit de remarquer:

Ta® Ty =T70 Tarr = Tig o0

Les deux exemnples précédents se présentent dans la situation suivante:

Soit A une algébre simple centrale sur un corps k. Supposons que A contienne un
corps K, extension quadratique de k. Son degré est alors divisible par 2; soit

deg A =n =2m.

Comme précédemment, on note K = k(\/a) et on choisit § € K tel que 6% = d. Soit
B le centralisateur de K dans A — 1'algebre B est donc simple centrale sur K de degré
m — et soit

B' ={ze€ A|zé=-bz}.
L’ensemble B’ est de maniére naturelle un espace vectoriel sur K, la multiplication scalaire
+ etant définie comme la multiplication dans A, le facteur de K étant placé @ droite: pour
b € B' et o € K on pose
b e =bo=ab.
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3.4 Lemme. En tant qu'espace quadratique sur k pour la forme Ty, Palgébre A se dé-
compose en somme dirccte orthogonale:

A=Bap

et
dim B = dim B’ == %dimA = 2m°.

Démonstration: Tout élement a € A admet une décomposition unique:
a=ht+¥

avec b = L(a+6ab ') € Bet b = La—6aé") € B'. Tout élément b’ € B’ est de trace
réduite nulle, car

Teda(b) = Trd 4 (6567 Y) = - Trd 4 (¥).

Pourbe€ Bet b € B, onabh & B donc par 'observation précédente:
Trd (b6} = 0.

Cela prouve que B et £’ sont orthogonaux pour la forme T,. Comme deg B = m, on a
dimg B = 2m?, donc dimg B8’ = 2m?. ]

Soit T la restriction de la forme quadratique T, au sous-espace B’ C A. Comme le
produit de deux éléments de B’ est dans B, on peut définir une forme hermitienne

h: B xB - K

par:
h(H,, by) = Trdp(b;b).

Pour &' € B, on a
T'(6) = Trda(b?) = TryelTrdp(b?)) = Tre(R(V,8)),
done T" = Ty (h).
3.5 Proposition. [l y a une isométrie naturelle:
(Nese(BY), Nigse(h)) 2 (Ngpe( BY, Niyi(Ts)).
Démonstration: La multiplication dans A induit un homomorphisme d’algébres sur K':
$: B oy B — Endg(B)

défini par:

(b, @ BPYH) = by b'by.
Comme ’algébre B @y B est simple, 'homomorphisme ® est injectif. Comme de plus
dimyg B’ = dimy B, '’homomorphisme ® est un isomorphisme. Pour b;,b, € B et 8,0, €
B ona

R{b), by byby) = Trdg{b by bhbe) = Trdg(bab1 b1 b) = {62615y, b3).
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Deés lors, l'isomorphisme @ transporte Uinvolution canonique & de B&x B sur 'involution
oy adjointe a la forme hermitienne A:

O : (Bag B®,9) 5 {Endg(B'), on).
Par tes Propositions 3.2 et 3.3, on en déduit les isométries suivantes:

(Nipe(B), Nige(R)) = ((Endg(B'), 04)4,t)
~ ((Box B®,0),,1)
(Nie(B), Nkse(Th)).

jad
N

Cornme application des résultats précédents, nous retrouvons la formule qul donne
Palgebre de Clifford de Ja forme T,. Vu la propriété 3.1(e), il suffit de considérer le cas
ou le degré de A est pair. Pour tout entier pair n > 1, on note C(n) Yalgebre de Clifford
de la forme n(1). On a done:

Cln) =333 - 1) (=1, -1)% dans Brk.

2

3.6 Proposition. Pour toute algéhre simple centrale A de degré n pair sur un corps k,
on a

C(Tbt)zr"-./—l—i—C(n) dans Brk.

b}

Cette formule a été établie indépendamment par Saltman [71, Serre [9, p. 118] et par
Lewis-Morales [4]. La démonstration qui suit utilise une méthode différente.

Démonstration: Supposons d’abord que A soit une algébre i division dont le degreé est
une puissance de 2: soit

n=2" avect>1.

Si € =1, alors l'algebre A est une algébre de quaternions, et la Proposition est facile a
établir par un calcul direct. Pour la suite de la démonstration, on peut donc supposer
{ > 2 et raisonner par induction sur 4.

Soit M C A un sous-corps maximal. On considére une cléture galotsienne M de
M/[k et L C M le sous-corps des invariants sous un 2-sous-groupe de Sylow du groupe
de Galois de M/k. Le composé L - M C M contient alors une extension quadratique
de L. De plus, extension L/k est de degré impair, donc I’homomorphisme d’extension
des scalaires Brk —» Br /[ est injectif sur les éléments de 2-torsion. Deés lors, il suffit
de demontrer la Proposition aprés extension des scalaires & £; quitte a remplacer A par
A @y L, on pent donc supposer que A contient un corps K extension quadratique de k.

On reprend alors les notations du Lemnme 3.4

A=BaB (3)

Pour b € B,
Trda(b) = Tr(Trdp(b)),

donc la restriction & B de la forme T4 est la trace de la forme Tg:
Tals = Txx(Ta)-

14



Comme dise Tp = %1, la Proposition 1.5{a) donne:
disc Tylg = 1,
donc la décomposition (3} entraine:
C(Ts) = C(Talg) + C(T) dans Brk. (4)
On calcule alors séparément les deux termes du membre de droite.
Vu que Tylp = Tke(Ts) et Nppi{disc Tg) = 1, on déduit de la Proposition 1.7:
C{Talg) = Corg(C(Tg)) + e(disc Tg) + (d, 2} (5)
Par hypoihese d’induction,
C(Tgy=27% B+ C(2Y dans Br K

par ailleurs, comme B est le centralisateur de K dans 4, on a A ®@ K = B dans Br K,
donc
Cotg(B) = Corpp(A@e K)y=2 A dans Brk.

Par conséquent,
Corg/i(C(Tg)) =2+ A dans Brk
et (5) donne:
' C(Taip) =201 A+ eldise Tg) + (d,2). (6)
Pour le calcul de C(71"), on utilise la relation 77 = Tg{h). Celle-ci entraine, par la

Proposition 2.3:
C(T") = disc(h) dans Br k.

La Proposition 2.2 donne par ailleurs la relation suivante dans Br&:

—d,—1), sil=2

C(Nkse(h)) = disc(h) + { ( 0 sif>2

Or1, la Proposition 3.5 donne une jsométrie:

(Nl B, N h)) = (N B), N Ts)),

donc en combinant les relations précedentes on trouve:

. L= 9
(=d, 1), sif ; dans Brk.

C(T") = C(Nkx(Ts)) + { 0 sl

On utilise alors la formule qui donne algebre de Clifford de la norme d’un espace
quadratique (Proposition 1.3} pour obtenir:

(-1,-1); sif=2

C(T")y = =(disc Tg) + (d,2)z + { A O (7)

Les relations (4); {6) et (T} achevent la démonstration dans le cas on A est une algebre a
division dont le degré est une puissance de 2.
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Le cas genéral se rameéne au cas particulier étudié ci-dessus par les arguments suivants:
d’apres la “décomposition primaire” des algebres simples centrales et le théoreme de
Wedderburn, toute algebre simple centrale A admet une décomposition:

A=D@ E

ou D est une algebre a division dont le degré est une puissance de 2 et F est une algébre
simple centrale sur & déployée par une extension de degré impair. Soit

deg D =3¢ et deg £ = e,
de sorte que n = 2%. On a alors A = D + E dans Br k et vu I’hypothese sur £,
2oA=3-D dans Brk. (8)
IY'apres les propriétés 3.1, on a Tg = e(l) dans Wk et Ty = Tp @ T, donc
Ty =eTp dans Wk. (9)

51 ¢ =0, alors - A =0 dans Brk et Ty = n{l) dans Wk, donc la Proposition est claire.
Si € 2> 1, on déduit de la relation (9) ci-dessus:

C(Ta) =c¢- C(Tp) + 52 (discTp,—1)x  dans Brk.
Or, la propriété 3.1(b) donne

dise Tp = { —il : gi i

et vu le cas particulier déja démontré on a
C{Tpy =21 D+ (29 dans Brk.
Des lors,

e{e—1) R
— oi-1, ot ==L 1), stE=1
CTa)=27e-Dte C(H)+{ T sif > 1.

Vu (8), la Proposition est démontrée, car un calcul direct montre que la somme des deux
dernters termes est égale & C(n). L
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