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INTRODUCTION

Ce rapport est basé sur un séminaire d'algébre, qui eut lieu i Louvain-la-Neuve
entre le 20 avril et le 18 mai 1977. L'objet du sBmiunaire était la Btructure
des corps & involution de rang fini sur leur centre, d2 caractéristique

différente de 2.

La structure de ces corps fut &tudiée pour la premiére fois entre 1930 et 1940

par A.A. Albert, dont le livre "Structure of Algebras" [4 ] (X) - en particulier

le chapitre 10 - reste la principale référence. Le but que poursuivait A.A., Albert
€tait de déterminer la structure des algébres des multiplications des matrices de
Riemann. Il parvint & résoudre ce probléme en 1934 [3 ], aprés avoir précisé la
structure des corps & involution dont le centre est un corps de nombres, c'est-—

3-dire une extension finie du corps des nombres rationnels.

A cette occagion, il démontra que tout corps non commutatif 3 involution de
premidre espdce (i.e. dans lequel l'involution fixe le centre), de rang fini
Sur un corps de nombres, est un corps de quaternions. Incidemment, il démontra
aussi [ 2 Jque tout corps 2 involution de premiére espéce, de degré 4 (= de rang
16) sur son centre (arbitraire), est isomorphe 3 un produit tensoriel de deux

corps de quaternions.

La question suivante se pose naturellement : tout corps d involution de premiére
espéce, de rang fini sur son centre, peut-il se décomposer en produit tensoriel

de corps de quaternions ?

Cette question n'a encore été résolue que pour les degrés 2 et 4, ol la réponse

est affirmative.

Le résultat principal, exposé au séminaire, est la définition d'une propriété
P, de caractére arithmétique, telle que si le centre d'unm corps 4 involution de
premiére espéce, de degré 8, de caractéristique différente de 2, possdde la
propriété P, alors le corps 4 involution se décompose en produit tensoriel de

trois corps de quaternions. Ce résultat e trouve au §2 du chapitre 2.

Le dernier paragraphe présente quelques exemples de corps commutatifs possédant
la propriété P. On y démontre que si un corps commutatif est le centre d'au plus

un corps de quaternions (& isomorphisme prés), alors il posséde la propriété P.

(X) Les chiffres entre crochets renvoient & la bibliographie.
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Le résultat principal &tablit que, dans ce cas, le corps F n'est le centre
d'aucun corps i involution de premi&re espéce de degré 8. On montre aussi que
les corps globaux possédent la propriété& P et qu'un corps valué complet 2
valuation non archimédienne discréte dont le corps résiduel est de caractéris-
tique différente de 2 posséde la propriété P si et seulement si son corps

résiduel la posséde.

On voit ainsi que, 8i F est un corps local, ou réel-clos, ou le corps @ des
nombres rationnels, alors le corps de séries de Laurent formelles F((X))
posséde la propriété P et, par induction, le corps F((XI))((XZ))...((XH))
posséde la propriété P.

Ce rapport reprend, en le développant et en modifiant 1égirement certains

énoncés, un article publié dans les Comptes Rendus de 1'Académie des Sciences
de Paris. [17 ].

Qu'il me soit permis d'exprimer ma respectueuse recomnnaissance I Monsieur le
Professeur J. Tits, pour les nombreuses suggestions et les précieux conseils

sans lesquels ce travail n'aurait pu &tre réalisé.

Monsieur le Professeur P. Van Praag m'a constamment encouragé par de nombreuses

conversations enrichissantes. Je le prie de trouver ici 1'expression de ma

vive gratitude.
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CONVENTIONS ET NOTATIONS

Sauf mention explicite, tous les corps sont supposés de caractéristique
différente de 2; de plus, les corps non commutatifs et les algébres simples

sont supposés de rang fini sur leur centre.
L'algébre des matrices carrées n x n sur le corps F est notée Mh(F).

Si A et B sont des algébres simples de centre F, on dit que A et B sont

semblables et on note AV B g'il existe des entiers n et m tels que
o

Mn(F) EF A Mm(F) ﬂF B.

Pour exprimer qu'une algébre asimple A de centre F est isomorphe 3 une algébre

de matrices, on note A v |, Soient F un corps et a,B des éléments de F* = F - {0}.
Il y a une algébre (associative) simple de rang 4 sur son centre F, dont une bage
est {1,i,§,k} avec les régles de multiplication : i2 = 0 jz = B; ij = - ji = k.

Cette algébre est notée (a ¥ B).

Les algébres construites de cette manidre sont appelées algdbres de quaternions.
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CHAPITRE 1 : LA DESCENTE QUADRATIQUE

§1. Définitions et remarques générales

Soit K un corps commutatif, extension quadratique d'un corps F. Soient A une

algébre simple de centre K et B une algeébre simple de centre F.

On dit que A provient de B (par extension des scalaires) si A= B ﬂF K; dans

ce cas, on dit aussi que A admet une descente sur F.

Proposition 1.1. : Powr que L'algebre A admette wune descente sur F, 21 faut et

Tl suffit que 1'automorphisme involutif non identique de K

sur F se prolonge en automorphisme involutif de A.

Si A=13 HF K, alors on définit

(Zb, 8k)%=30b gL’
1 1 1 1

ol U est 1'automorphisme non identique de K qui fixe F. Comme K est une extension
quadratique de F, 1'automorphisme U est involutif et o est un automorphisme invo-

lutif de A qui prolonge U.

Réciproquement, si o est un automorphisme involutif de A qui prolonge 1'auto-
morrhisme non identique de K sur F, on définit B = {x € A I« = x}. 81 K = FOE),
alors B.v = {x € A1 x% = - g} et A = B @ B.V$, car pour tout x dans A,

X m %-(x + xa) +-% {x - xa).

Il est facile de vérifier qQue B est une algébre de centre F et que A =B EF K,

11 est important de remarquer que si deux algébres simples A et B de centre K

sont semblables, alors le fait que A admette une descente sur F n'entraine pas

que B admette une descente sur F. Par exemple, soit F un corps de nombres
p-adiques et K l'extension quadratique non ramifiée de F. Soit H(K) le corps de
quaternions de centre K, Ce corps n'admet pas de descente sur F, car le corps

de quaternions de centre F est neutralisé par K. [14 ]. Cependant, MZ(K) HK H(K)
admet une descente sur F. En effet, soit A(F) umn corps d'exposant 4 de centre F.
Comme le corps A(F) contient K, on a A(F) EF K= MZ(K) HK H(K).

La descente sur ¥ n'est donc Pas une propri&t& de classes de similitude d'algébres
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simples sur K. Certaines notions voisines ne présentent pas cet inconvénient.

Une algébre simple A de centre K est dite normale sur F si tout automorphisme de
K sur F se prolonge en un automorphisme de A. Si une algébre est normale sur F,
toute algébre semblable 1'est aussi. L'ensemble des classes de similitude
d'algébres normales sur F forme un sous-groupe du groupe de Brauer Br(K). Comme
K est une extension quadratique de ¥, la théorie du cocycle de Teichmiller {7 |
permet de prouver que ce sous-groupe est 1'image du morphisme canonique de Br(F)
dans Br(K).

Soit A une algébre simple de centre K, qui provient d'une algdbre simple B de
centre F. Le but des propositions suivantes est d'éclairer les relations entre

1'exposant de A et 1'exposant de B.

Proposition 1.2. : S l'exposant de A est n, alors l'exposant de B est n ou 2n.

Par hypothése, A = B EF K, d'oi A" = g™ ﬂF K pour tout entier m. $i BT A 1,

alors A™ A I, ce qui montre que 1'exposant de B est un multiple de 1l'exposant de

A, Pour m = n, on a B" ﬂF K~ 1 et BY est done neutralisé par K. Comme K est

une extension quadratique de F, il n'y a que deux possibilités : B v~ 1 ou B® ~ H(F),
oi H(F) est un corps de quaternions de centre F contenant K. Si B" n H(F), alors

2 - y .
B“" 1, car H(F)2 " | et la proposition est démontrée.

Soit & le corps des nombres réels, € le corps des nombres complexes et H le corps
de quaternions usuel de centre K. L'exposant de 1'algébre de matrices MZ(C)

est bien slir 1, celui de H est 2. On & MZ(C) ax Mz(ﬂ) Hﬂ C=H E“ C, ce qui
montre qu'une algdbre simple A de centre K peut provenir de deux algébres de
centre F, d'exposants différents. Les propositions suivantes montrent que cette

situation ne peut pas se présenter si l'exposant de A est pair ou si A est un corps.

Propositionl.3. : Soit A wne algdbre simple de centre K, d'exposant pair n = 2m

.

St A provient de deux algébres B, et B2 de centre F, alors
l'exposant de B, est égal & celut de B,.

Par hypothése, A = B] EF K = B2 IF K et A est d'exposant n. Alors

n~-1

0o
A (B} ﬂF BZ) ﬂF Kno|

o n=|] i , .
L'algébre B] -F B2 est neutralisée par K, extension quadratique de F,

Arne {ﬂn-l L2 -] \2 ~ ﬂzn-z Lo “2




Comme B

I

2n
1
Alors Bl

Si B1 est d'exposant n,
alors B? ¥ 1 et donc Bg

Proposition 1.4, : Soit

d'un

Si 1'exposant de D' est

ol D!

2.m Z.m
= (Bl) N (Bz) = B

-3 -

, . 2 2
" 1, la relation précédente donne B° ~ B-.

1 2
n
2°

alors B, 1'est aussi. Si par contre B, est d'exposant 2n,

% 1. La proposition précédente indique alors que B;n v,

D un corps de centre K, d'exposant n impair. 57 D provient
corps D' de centre ¥, alore l'exposant de D' est n.

2n, alors D' se décompose en produit tensoriel

L) 1 1
bl = DI aF DZ

y €8t un corps d'exposant 2 et Dé un corps d'exposant n, car n est impair [8 ].

Comme 1'exposant de D est n, K neutralise D'n; mais, comme n est impair, D'R D;.

Ainsi, K neutralise D{.

1'hypothése.

Mais alors D = D' KF K n'est pas un corps, contrairement 3
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§2. La descente quadratique des corps i involution

Soit K un corps commutatif, extemsion quadratique d'un corps F. D'aprés un
théoréme de A.A. Albert [4 ], un corps posséde une involution de premiédre

espéce si et seulement 8'il est d'exposant 2. Si un corps 4 involution de
premiére espéce de centre K admet une descente sur F, alors tous les corps dont

il provient sont d'exposant 2 ou ils sont tous d'exposant 4. L'objet de ce
paragraphe est d'établir une condition nécessaire et suffisante pour qu'un corps

4 involution de premidre espéce de centre K qui admet une descente sur F provienne
d'un corps d'exposant 2de centre F, c'est~a-dire d'un corps & involution de pre-

miére espéce.

Proposition 2.1. : Soit D un corps de centre K. On suppose que D posséde une

tnvolutton g de premiére espéce et wne involution T de seconde
egpéce, qui fize F. SL 0 et T commtent, alors D provient d'un

corpe & involution de premidre espéce de centre F.

Soit @ = 10. L'application o est un automorphisme de D qui prolonge 1'automorphisme
non identique de K sur F. De plus, comme O et T commutent, a est involutif. Soit
D' 1'ensemble des &léments de D fixés par o, Comme dans la proposition 1.1., D’
est un sous-corps de D, de centre F, et D = D' EF K. Il faut prouver que D'
posséde une involution de premiére espéce. Soit x un &lément de D'. On a

= x 0 = x, d'ot x° = x'. De plus, x 0= x7 = T Cela montre que 1'inveolution
T conserve D' et par conséquent la restriction de T 4 D' est une involution de

premiére espéce,

Lemme 2.2. : Soit D un corps de centre K. On suppose que D posséde une tnvolution
O de premidre espdce et une tnvolution T de seconde egpéce, qui fixe

F. Tout élément de D peut g'éerire sous la Sforme z, zé, o z'

p T2

1

(o]
=
et 22 22.

Soient So «={x€p!l x = x} et TU ={x€p! x% = - x}. Les ensembles S, et

TT sont définis de maniére analogue. Il est clair que S0 et T0 sont des espaces

vectoriels sur K et que ST et TT sont des espaces vectoriels sur F.

Si le rang de D sur K est n2, alors d1mK S = % n (n+ 1) ou %-n (n=-1). [61].

L'involution 0 est dite de type (+1) dans le premier cas, de type (-1) dans le
second. La dimension de TU est %—n (n - 1) ou l~n {n + 1), respectivement. De

2
plus, dimF ST = dimF TT = nz.
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Soit X un &lément non nul de D. S$i 1'involution C est de type (+1), on considére

1

1'ensemble S; x . {y' x ' lye SU}. C'est un sous~espace vectoriel de D, dont

la dimension sur K est %-n (n + 1), Sa dimension sur F est donc n{n + 1). Comne
2 \ . T -1
ila dimension de ST sur F est n, 1l'intersection de SU X et de ST ne peut pas

€tre réduite 3 {0}. Soit y un €lément non nul de 1'intersection. Il ¥y a un

- - ~1
élément Z, de So tel que y = z; X 1, d'oll x = y ! zg. En posant z, =y , on

voit que la thése est démontrée.

-}
i

. -1 . T
Si 1'involution ¢ est de type (-!), on considére T; X au lieu de Sg X

Proposition 2.3. : Soit D un corps de centre K. On suppogse que D posséde une

involution o de premiére espice et une tnvolution t de seconde
espece, qui fize F. S{ D admet wne descente sur F, alors 71

provient d'wn corps & involution de centre F.

Par hypothése, D = D' HF K, ol D' est un corps de centre F. Il faut prouver que
D' posséde une involution de premiére espéce. Soient a 1'automorphisme involutif
de D qui fixe D' et qui prolonge 1'automorphisme non identique de K sur F, et

B = 705. L'automorphisme Ba fixe le centre K de D, Le théoréme de Skolem-Noether
[8 ] montre que fa est un automorphisme intérieur de D. Soit x un élément non
nul de D, tel que Bo = Int(x). L'automorphisme intérieur Int(x) est défini par

yInt(x) = x—lyx. Ona o= Int(x-])B.

T
’ 1 22

En vertu du lemme précédent, on peut trouver z. et z, dans D, tels que x—l = z
2])0. Un calcul montre

zT =z et zg = & z,. On pose 1' = Int(zl)r et ¢' = Int(z

1 i
que 0' et T' sont des involutions de D, de premiére et de seconde espéce respecti-
vement, et que ces involutions commutent. On a o = T'0'. Par le méme raisonnement
que dans la proposition 2.1, il est facile de voir que D' est stable par 7' et donc

que la restriction de T' @ D' est une involution de premiére espéce.

Réciproque 2.4. : S7 D egt un corpg de centre K qui provient d'un corps @ involution

de premiére sspéce de centre F, alors D possdde une invoiution o
de premiére espéce et une tnvolution T de seconde espéce, qui
fixe F,

Soient ¢' une involution de premiére espéce du corps dont D provient et U 1'auto-

morphisme non identique de K sur F. On définit sur D des involutions g et T par

O=0" B lett=¢g'8U.



§3. La descente quadratique de certains produits croisés,

Dans ce paragraphe, on s'intéresse & la situation suivante : L est un corps commu-
tatif, extension galoisienne d'un sous-corps F. On suppose que le groupe de
Galois G de L sur F est d'exposant 2. Soit G' un sous-groupe d'indice 2 de G

et H = {1,U} un sous-groupe d'ordre 2 de G tel que G = G' x H. On désigne par

L' le sous-corps de L fixé par H et le sous—corps fixé par G' est noté K. Le

corps K est une extension quadratique de F.

Soit A = (L,G',f) un produit crois& de L par le groupe G'. C'est une algébre
simple de centre K. Le systéme de facteurs f est supposé normalisé par la

condition : £(!,X) = £(X,!) = | pour tout X dans G'.

Proposition 3.1. : Pour que A posséde un automorphieme involutif qui conserve

L et dont la reetriction & L sott L'automorphisme U, 1l faut
et 1l suffit que, pour tout X dans G', 1l exiete un élément N

* X
de L =1L - {0}, tel que

U U
Ny Ny = £(,X) £ (X,X) (a,1)

et pour X,Y dans G',

Y -1 U XY
Ny NY Ny = £ (X0 £77(1,5) (a,2)

Soit A= @& u,.L, avec les régles usuelles :
rec *

my, = u, o me
uy = ug pour tout L

uy ug = Usy f(X,1)

.~

Pour que 1'automorphisme U de L se prolonge & 1'algébre A, il faut et il suffit
que le systéme de facteurs fU goit dans la méme classe de cocycles que le systéme
f, donc que pour tout X dans G', il y ait un &lément MX de L* tel que, pour X,Y

dans G',

£ = £, K M, My (b, 1)

Alors 1'automorphisme U de L se prolonge en un automorphisme o de A, tel que

Q . . . . . .
uy = uy MX' Pour que o soit involutif, il faut et il suffit que :



U
M.XMX’ 1 (b,Z)

En posant NX = MX £(X,X), un simple calcul permet d'établir que les relatioms

(a,1 et 2) sont &équivalentes aux relations (b,! et 2).

Cette proposition donne une condition suffisante pour que l'algébre A, de centre
K, admette une descente sur F. D'aprés la proposition 1.1, 8i 1'algébre A posséde
un automorphisme involutif o qui prolonge 1'automorphisme U de L sur L' (qui, lui-
méme, prolonge 1'automorphisme non identique de K sur F), alors elle provient du
sous-anneau B fix& par o et ce sous-anneau contient le corps L'. Pour exprimer

ce fait, on définit la notion de descente adaptée 4 un sous-corps.

Soit A une algdbre dont le centre K est extension quadratique d'un sous—corps F
et L un sous-corps commutatif de A contenant K. On suppose que L provient d'une
extension L' de F, c'est-a-dire que L = L' B, K. On dit que A admet une descente

sur F adaptée ¢ L' si A provient d'une algébre B de centre F, contenant L',

D'aprés la proposition 1.1, 1'algébre A admet une descente sur F adaptée 3 L' gi
et seulement si 1'automorphisme non identique de K sur F ge prolonge en automor-
phisme involutif de A qui fixe L'. La proposition 3.! donne une condition

nécessaire et suffisante pour que 1l'algébre A = (L,G',f) admette une descente
sur F adaptée 3 L'.
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§4. La descente quadratique des algébres de quaternions.

Soit A = (a K B) une algébre de quaternions sur le corps K, extension quadratique
d'un sous-corps F. On pose K = F(v$). La base canonique de A est {1,i,j,k}. On
suppose que O est dans F et que la sous-algébre engendrée par i sur K est un corps,
ce que 1'on exprime de maniére abrégée par : K(i) est un corps ou, avec un abus de
notations, K(v&) est un corps. Sous ces conditions, on se propose d'appliquer la
proposition 3.1 en vue d'obtenir une cendition commode pour que l'algébre A admette

une descente sur F, adaptée & F(i).

Proposition 4.1. : L'algébre A décrite ci-dessus admet une descente sur F
adaptée & F(i) 81l et seulement st

(a¢ N /p(®
F

o

Soit L = K(i) = F(i) EF K. Soit G' le groupe de Galois de L sur K, G' = {1,8)

ol is =~ i. Soit U l'automorphisme de L qui envoie V& sur - VB et qui fixe 1i.

L'algébre A est un produit croisé de L par G' : A = (L,G',f). Le systéme de

facteurs (normalisé) est décrit par

£(1,1) = £(1,8) = £(S,1) = 1 ; £(S,S) = B.

La proposition 3.1 indique que A admet une descente sur F adaptée & F(i) si et

seulement si on peut trouver pour tout X dans G' un &lément NX de L* tel que

U u
NK NX = £(X,X) f (X,X) {a,l)
et, pour X,Y dans G',
Y -1 U XY
Ny Ny Moo = £ 0GY) £ (Y,X) (a,2)
En appliquant la relation (a,2) au cas ol X = Y = I, il vient Nl = 1. Il reste
donc 3 trouver NS tel que
u U
Ny N = BB (a',1)
5 u

Ng Ng = B8 (a',2)



Ces conditions sont équivalentes i

sy ) U_ .U
Ng NS et NS NS BR _NK,/F(B>

c'est-a~dire que Ng est un €lément de F(i.v§) = F(vG¢) dont la norme est Ne,p(B).

Pour qu'un tel élément existe, il faut et il suffit que 1l'algdbre de quaternions
(C@’ NK/F(B)) 80it isomorphe & une algébre de matrices, ce qui démontre la
F

proposition.

Corollaire 4.2. : L'algdbre A décrite ci~dessus admet une descente sur F, adaptée

d F(i) st et seulement a1

F

Il suffit de remarquer que
ad N »(B) o N o (B) ¢ N /(B
K/F K/F K/F
( F )"‘( F B F

et que (dv NK/F(B)) .
F

car NK/F(B) est la norme d'un élément de F(vE) = K.

Ce corollaire permet de donner de nouvelles démonstrations de certains théorémes
dus & C.M. Cordes.

Soit F un corps commutatif. 1I. Kaplansky [ 9 jdéfinit le radical de F de la

maniére suivante :
rad F = {g € F* | pour tout B dans F‘, (ﬁ F B) o1}
Dans [5 ], C.M. Cordes démontre les théorémes suivants
Théoréme a : 57 K est une extension quadratique d'un corps ¥, alors rad F C rad X.

Théoréme b : 57 K est une extension quadratique d'un corps F et s x € rad K, alors
=
NK/F(x) rad F.
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Les démonstrations de C.M.Cordes n'utilisent que la théorie des formes quadratiques.

, x2 %2
Soient K = F(V$) et a € rad F. Si o € F*2 ou 81 o€ ¢.F  , alors o € K ¢ rad K.
Un peut donc supposer que K(VA) est un corps. Soit PR € K*. Comme & € rad F, le

K B posséde une descente sur F, adaptée

* Bla e oY) g ok
(K (F F

pour un certain y € Fx. Comme o € rad F, on voit que (a K %) v 1, donc

corollaire 4.2 montre que 1'algdbre
3 F(i) = F(v&). On a donc

& € rad K.

Soient K = F(v§) et x € rad K. Soit o € F* - (F!2 U ¢.F*2), de sorte que K(v&)
8oit un corps. Comme x € rad K, 1l'algébre (a K *) est isomorphe i une algébre

de matrices. Elle posside donc une descente adaptée & F(v&) et, en vertu du

corollaire 4.2,
¢ NK/F(X)) -
F

. , 2 x2 . - .
Par ailleurs, si q € F* U¢.F", il est évident que l'on a la méme relation.
Par conséquent, NK/F(X) € rad F. Cette démonstration n'utilise pas totalement

l'hypothése que x € rad K. Elle reste valable si 1'on suppose seulement que

pour tout « dans F*, a X

K ~o,
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§5. La descente gquadratique des produits tensoriels de deux algébres de quaternions.

Soit A = A B A, = (al K E’i) I (62 K BZ) le produit tensoriel de deux
algeébres de quaternions sur un corps K, extension quadratique d'un sous-corps F,
On pose K = F(w4). La base canonique de A est {l,ir,jr,kg (r = 1,2). On suppose
que o, et 0, sont dans F et que la sous-algdbre engendrée par il et i2 sur K est
un corps, ce que 1'on exprime par : K(i], 12) €8l un corps ou, avec un abug de

notations, K(vﬁl, Vaz) est un corps.

Proposition 5.1. : L'algdbre A décrite ci-dessus admet une descente sur ¥, adaptée

d F(i],iz) 8L et seulement g'il existe L dans F* tel que :

(&1 @, ¢ ;‘) N (c,1)
F

et (ar ¢ & NK/F(BI'9 ol (I’ = 1)2) (C,Z)
F

Pour abréger, NK/F(Br) sera noté br'

Soit L = K(i],iz) = F(ii’iz) B, K. Soit G' le groupe de Galois de L sur K,

- . .5 . .
G' = {l,S],SZ,SlSZ}ou 1rr =-i, lsr =i, {r,s} = {1,2} . soit y 1"automorphisme
de L qui envoie v§ sur - Vo et qui fixe ii et iz.
L'algébre A est un produit croisé de L par G' : A = (L,G',f). Le systéme de
facteurs (normalisé) f est décrit par @ f(1,X) = £(X,1) = | pour tout X dans
G'I
f(S],Sz) = f(Sz,Sl) =1, f(Sr.Sr) = B, (r =1,2)

et les relations qui s'en déduisent,

La proposition 3.1 montre que A admet une descente sur F adaptée i F(i],iz) si
et seulement si on peut trouver Nl’ NZ dans L* tels que :

u u s U S s
N N = . r o = 2 =
r i TR B NN B, B (r =1,2) et N Ny =N NI,

Ces relations sont &videmment €quivalentes aux suivantes :

8 S U 5 s
N N'=b ,NT 2 N, (r=1,2) et N ‘N, =N N

r Ve e N Ny ; N0 (d). Il suffit de prouver que
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1l'existence de Nr vérifiant les conditions (d) est liée i celle d'un &lément z
de F* répondant aux conditions {c,] et 2).

S S
. . -1.72 -1 i .
Si les Nr exlstent, on pose ¢ = NI(NI ) = NZ(NZ } . On voit que
5 S
1 2 -

* .
q =4q = qU =q . Donc q est un €lément de norme ! de F(v‘cxl a, $) . Soit

£ un €lément de FGJEI"EE‘@)* tel que q = EU E_l. L'existence d'un tel £ est
. U .
assuréepar le théoréme 90 de Hilbert. On pose =& £ . On a alors bien
sir Z € F* et (0’] a2 ¢ P r’)'\a I, puisque ¢ est la norme de £ € F(\/Oti a, ).
Sr U
Soit X =NZE&, Ona X =X, car N et £ sont fixes par S_U. Pourr ¢ s,
r r r r r T

5 5 S S S u
on a aussi X ° = X , car X% apn$§ £®=n° & = N_£&, par la définition de

T r r r r r

£. Donc, Xr € F(Vﬂr ¢) et un simple calcul montre que la norme de Xr est Cbr,

ce qui €tablit que (ar¢ F Cbr) ~ 1 pour ¢ = {,2.

. . oz * e e s

Réciproquement, soit { un &lément de F qui vérifie les conditions (c,! et 2).
. . , i x
La relation (c,!) montre qu'il existe un &lément £ de F(vhl o, D) dont la
norme ££U = L. De plus, les relations (c,2) &tablissent 1'existence d'éléments
x 5 -1

de F(va = r, =

X_ de F( c $) tels que [ br Xr Xr On pose alors Nr Xr € et de

simples calculs permettent de vérifier que ces Nr satisfont les relations (d).
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CHAPITRE 2 : APPLICATIONS A LA STRUCTURE DES CORPS A INVOLUTION

§1. Les corps a involution de degré 4

Le but de ce paragraphe est de montrer comment les résultats du premier chapitre
peuvent &tre utilisés pour démontrer un théoréme de A.A, Albert {2 ] : tout
corps d involution de premidre espéce de degré 4 est un produit tensoriel de
deux corps de quaternions. La démonstration est, & peu de chose prés, celle

de M.L., Racine [12].

Lemme 1.1. : Soit A l'algebre de quaternions déerite au chapitre I, §4. Pour
que A poseede une involution de seconde espéce qui fize F, il Jaut

et tl suffit que

(h F NK/F(B)) o]

C'est un cas particulier d'un théoréme trés général de A.A. Albert ({ 4], théoreme
16.16),

Proposition 1.2. : Soit A une algébre simple, & tnvolution de premiére espéce, de

rand 16 sur son centre F. 57 A contient un sous—corps eormmutatif
L galoisien de rang 4 sur F, de groupe de Galois d'exposant 2,
alors A ee décompose en produtt tensoriel de deux algebres de
quaternions. De plus, i L = F(v&) 8, F(9), alors on peut
trouver des éléments B, ¥ de P tels que

Ol

Solent i!. 12 des &léments de L dont les carrés sont respectivement o et ¢. En
8'inspirant du théordme 10.15 de {41, i1 est trés simple de prouver que A posséde
une involution de premidre espéce 0 telle que ig = - iz. Soit A'le commutant
CAF(iz)' Le centre de A'est F(iz) = F(V$), que 1'on notera K. Pour des raisons de
dimensions, A' est une algébre de quaternions sur K. Comme A' contient 1'é1&ment

i], il y a un élément & de I(i tel que

(s 8
| )
Al = K
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La restriction de 1'involution 0 & A' est une involution de seconde espéce,
D'aprés le lemme I.] et le corcllaire 4.2 du chapitre 1, A" admet une descente

. . #*
sur F, adaptée a F(i]). Alors 11 existe R dans F tel que

a g8
|-
Al = - HFK

AE(JF B)EFCA(uF B)

Pour des raisons de dimensions, le commutant qui apparalt au second membre est

Alors

une algébre de quaternions sur F. Comme cette algébre de quaternions contient
F(iz) = F(VWP), il existe Y dans F* tel que

o B ¥ i

ce qui achéve la démonstration.

Soit A une algébre de centre F, produit tensoriel de n algdbres de quaternions
sur F. On suppose que A contient un goug—corps L galoisien d'exposant 2 et de

n ] - PR . .
rang 2 sur F. On dit que A admet une décomposition en produit tensoriel

d'algébres de quaternions adaptée a4 L si, &tant donné @y309,...,0  dans X

tels que
L= F(v&)) B, F(VBg) B ... BLF(Va )

On peut trouver 51,82,..., Bn dans F* tels que
%, B a B
i 1 2 "2 ( n n)
A= 8_ E_...
F F ¥ F EF F

Il n'est pas difficile de s'assurer que cette propri&té ne dépend pas des &léments

a],az,...,an choisis pour décomposer L en produit tensoriel d'extenmsions quadra-

tiques de F.

Corollaire 1.3. : Le produit tensoriel de dewx algébres de quatermions de centre F
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admet une décompoeition adaptée d tout 8ous—corps commutatif
galoiaien d'exposant 2 et de rang 4 sur F.

Je ne sais pas si pour n > 2, le produit tensoriel de n algébres de quaternions
de centre F admet une décomposition adaptée a n'importe quel B0US-COYps commu~

tatif galoisien d'exposant 2 et de rang 2" sur F.

A.A. Albert [ ]a prouvé que tout corps de degré 4 (= de rang 16) sur son centre

F contient un Sous—corps commutatif maximal galoisien d'exposant 2 sur F,

Corollaire 1.4. : Tout corp8 a4 involution de premidre espéce, de degré 4 sup

gon centre, se décompose en produit tensoriel de deux corps
de quaternions. De plus, la décomposition peut &tre adaptde
d n'importe quel Sous—corps commitatif marimal galoieien
d'exposant 2 sur le centre.
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§2. Les corps . involution de degré 8.

Pour généraliser la méthode utilisde au paragraphe précédent, il faut étudier les
relations entre involution de seconde espéce et descente adaptée dans un produit

tensoriel de deux algébres de quaternions.
% B N B .
Soit A = A] EK A2 = X HK K le produit tensoriel de deux

algébres de quaternions sur un torps K, extension quadratique d'un sopus-corps F,
On pose K = F(v&) et on reprend les hypothéses du §5 du chapitre 1 : on suppose

que o, et a, sont dans ¥ et que K(VEI,VGE) est un corps,

Lemme 2.1. : Pour que l'algebre A déerite ci~dessus posséde une involution de

seconde espéce qui fixe F, 1l faut et 7l suffit que

N0} e ety .

= F
H

C'est un cas particulier du théoréme 10,16 de [4 ],

Lemme 2.2, : Sofent F un corps commutatif et a,,az,b],b2 des éléments de F*.
—_——— 1
On désigne par A L'algébre de quaternions (ar F br) (r = 1,2).

Les conditiors suivantes sont gquivalentes :

(1) A] HF A2 Aol

(2) 1l existe un élément £ de F* tel que

r
(3132 . ‘)m i
(;r £ gb;)’b l (r = 1,2)

Il est clair que (2) implique (1). si Al EF A2 " 1, alors les algdbres A] et A

sont isomorphes. §i Ai et A, sont des algébres de matrices, 1'élément £ = |

2

remplit les conditions (2). Pour achever 1la démonstration, on peut donc supposer
que A] et A2 sont des corps. Soit f un isomorphisme de Ai sur A2. On désigne
par ir un élément de A dont le carrd est a_ (r = 1,2)., 0On peut trouver dans A

2
un &lément x non nul qui anticommuite avac i2 et avec f(i]). Soit £ le carré de x.
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Cet élément vérifie les conditions (2),

Ces lemmes donnent immédiatement la proposition suivante, 3 comparer i la

proposition 5.1 du chapitre | :

Proposition 2.3, : L'algébre A décrite ci-degsus posséde wne involution de seconde

espéce qui fize F 8i et seulement 8'il existe £ dane a tel

que
oo £
(12 F )q" (e, 1)

et o (r = ],2) (8,2)

Soit 0} (al’GZ’K) l'ensemble des classes d'isomorphisme de produits tensoriels
de deux algébres de quaternions sur K neutralis@s par le corps L = K(VE?) EK K(Vbz).

Le corollaire 1.3 &tablit que toute algébre de (al,az,K) peut se mettre sous la

forme

Le produit tensoriel sur K munit cet ensemble d'une structure de groupe.

Soient QJ (al,uz,K/F) le sous-groupe de ¢ (al,az,K) dont les &léments possident
une involution de seconde espéce qui fixe F et av (al,uz,K/F) le sous-groupe de

Q (a!,az,K) dont les éléments admettent une descente sur F, adaptée 3

F(vﬁ;) HF F(JE;). On désigne par ¢QJp (aI,GZ,K/F) l'intersection de ap (al,az,K/F) et
QJ (al,az,K/F). On cherche 4 comparer QJ (2,0,,K/F) et QJD (al.ang/F)-

Pour cela, on introduit encore quelques notations.

*
S . L P ~
Scit F = %7 *+ S1 @ est un élément de F*, on désigne par d la classe de a dans

L]

F. 11 est facile de vérifier gue



gi a=a'et B=R'. oOn peut donc noter (a,R) la classe d'isomorphisme de

1'algébre (G F B), Comme F est un groupe d'exposant 2, on peut le considérer

comme espace vectoriel sur le corps i deux é1léments. Pour tout & dans F, on

définit un sous-vectoriel N(&) de f, de la maniére suivante :
N@) = {E€ F I (2,8) = 1}. Pour &l,az, ¢ dans F, on introduit le groupe
G(G.] ’u2’¢) :

~ o~ e NGB 2 DINGD NG 10 NG, NB)]
G(al ra2:¢) =

NG, &) NLNG ) N ONGE,)) NG ]

Proposition 2.4. : Soit K = F(B)  wun corps commutatif, extension quadratique

, P *
d'un corps ¥. Soient @, et a, dee éléments de ¥ tels que

KCVEY. VEZ) 801t un corpa.

2J (al,az,K/F)

WV(a, ,a,,K/F)

n

Z

@ 8 o By
Soit A le produit tensoriel K EK K . 5i 1'algébre A possé&de une

involution de seconde espéce qui fixe F, alors la proposition 2.3 affirme qu'il
. ey x s o s .-
exigte un Elément £ de F qui vérifie les conditions (e,] et 2). Ces conditions

peuvent s'écrire sous la forme suivante :
£€nN@, &) n [B, M@ In [5,.88,) ]

o 1'on & posé br = NK/F(Br) (r = 1,2), Comme gr eat dans N(@),
€€ N@; G,) " IN@).NB] N NG, NG ]

En général, 1'élément £ n'est pas univoquement déterminé par 1l'algdébre A, mais

on va prouver que la classe de £ dans G(al,a2,$) est bien déterminée par la classe

d'isomorphisme de A, de sorte que 1'on obtient une application

Vs QT (a,a,,K/F) > 6E,,d,,8)
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Pour commencer, on suppose que A~ 1, D'aprés le lemme 2.2, on peut trouver n

dans K* tel que

(0‘1 aan)mi et (arK “Br) Nt (r = 1,2)

Comme ces algébres de quaternions sont isomorphes & des algébres de matrices,
elles admettent une descente adaptée au gsous-corps F(i). En appliquant le

corollaire 4.2 du chapitre 1, on voit que

oL o N, ,_(n) e} N, -(nB )
(IZFKIF)mlet(rF K/F r)ml (r = 1.2)

o~ - =
d'ol, en posant n NK/F(n) et b NK/F(Br)’
A a. a)Nn[h a)dNIN[b..N(a
nE€ N a) N [b .Na)] [b,.N(a,) |
et, bien sir, ne N(a).
. P x
Soit £ un &lément quelconque de F tel que
L) E . - - -~ ) -~ -~ . -
£ € Ko, a,) Nib, N(a) 1IN (b, N(a,) ]
On a Ene N(&l &2) N N@) N N(&z)

d'ou €= €M neING) 0 NGl NG

. , P * .
Ainsi, si A" 1, tout &lément £ de F qui correspond d& A par la proposition 2.3,

dans le sens que
£ € N(@, 3, N[b,.NGIN [b,-NG) 1,
est tel que E€N@ 3 N LMGE) N NG N 1.

On considére ensuite
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' o SN o 8')
A:(IKI)HK(ZK 2
" o, B B' (; B B:) 1
et A= {7 "1l e 2 22 v A B A
[ o) (o )

On suppose que A et A' - et par conséquent A" - possddent ume involution de

1z x
seconde espéce qui fixe F. Si & et &' sont des &léments de F qul correspondent
respectivement & A et A', dans le sens qu'on vient de préciser, alors £" = ££°'

correspond & A",

3

n particulier, si A et A' sont isomorphes, alors A" ~ 1 et
= N(@, &) N NG ) N NG NP T,

ce qui montre que les classes de £ et de &' dans G(al,a2,¢) coincident.

On a donc bien une application
w H QJ (Gl,GZ,K/F) - G(a],&2,¢)

et le raisonnement précédent montre qu'il s'agit d'un morphisme,

, : . . *
Pour prouver que ce morphisme est surjectif, on considére £ dans F tel que
-~ - -~ - - -~ -~
€€ Ny ay) N [N¥@).N@E)] N INE,) NG |

On peut trouver B], 52 dans N{¢) et E], ﬁ? dans N(al) et N(az) respectivement,

tels que £ = n b] =n, b,. Comme 1l'image de K~ par N est {x € Fixe N(@)},

K/F
on peut aussi trouver B]’BZ dane K* tels que NK/F(Br) = br {(r = 1,2). On voir que

£ correspond 3 1'algdbre

Pour terminer la démonstration, il faut prouver gue

ker § = QJD(al,az, K/F)
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Soit & un élément de F* qui correspond & 1'algébre A. On pose br = NK/F(Br)

(r = 1,2), 11 faut prouver que
si EE M@, &) NING) 0 NG NG T,

alors 1'algébre A admet une descente sur F adaptée & F(vo,) B, F(Wa ). Comme
P 11 B 2

1'élément ¢ correspond & A, on a

EEN@; &) N1 BLNGDIN(E,.NG,) ]

-

- - -~ -~ -~ ~, -~ - -~
et, par hypothése, £ = n.f od n € N(a}) M N(az) et £ € N(¢). Comme n et £

appartiennent i N(&]a2>, fe N(&iaz). On voit que

~ -

€ N(a,a,) N N(@N {3,.N(a;>1n {EZ.N(&Z)]

o)

par conséquent

Hh

€ W@, H N IB NG, DINE,.NG, 9 1.

Cela montre que A admet une descente sur F adaptée & F(VET) EF F(Vaz), d'aprés

la proposition 5.1 du chapitre 1.

Corolilaire 2.5. : S0it A une algdbre simple, & involution de premiére espéce,

de rang £4 sur gson centre F. 5i A contient wn sous-corps
commutatif

L = F(vET) : FCJaz) B, F(WVB) de rang 8 sur F et st
G(ai,az, $) = 1, alors A ge décompose en produit tensoriel
de trots algébres de quaterniong et la décomposition peut

Etre adaptée au eous-corps L,
La démonstration est tout-a-fait semblable i celle de la proposition 1.2,

; PR . , P *
Une simple vérification montre que 81 a,,0, et ¢ sont des &léments de F tels que

a],az et ¢ sont linéairement dépendants dans f, alors G(&I,az, $) =1, On dit

que le corps F a4 la propriété P si G(&I,az, 6) = I, quels que soient les éléments



al,a2,¢ dans F*.

Corecllaire 2.6. :

Corollaire 2.7.

5i le corps F posséde la propriété P, alors le produit tenmsoricl
de trois algébres de quaternions de centre T admet une décom—

position adaptée d tout sous-corps commutatif galoisien d'exposant

2 et de rang 8 sur V.

: 51 le corps F posséde la propriété P, alors tout corps o

involution de premidre espéce de degré 8, de centre F, se
décompose en produit temsoriel de corps de quaternions. De

plus, la décomposition peut &tre adaptée d n'importe quel

sous—corps commutatif maximal galotsien d'exposant 2 sur F.

L.H. Rowen [ 13 ]a démontré que tout corps i involution de premidre espéce de

degré 8 sur son centre, contient un sous-corps commutatif maximal galoisien

d'exposant 2 sur le centre, Il suffit alors d'appliquer le corollaire 2.5.
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§3. Exemples

Ce paragraphe montre quelques exemples de corps qui possédent la proprigété p

décrite au paragraphe précédent.

Proposition 3.1. : Soit P un corpe commutatif. Si pour tout o dans F*, N(Q)

est d'indice 1 ou 2 dans F, alore F posséde la propriété Pp.

Soient al,az et ¢ des éléments de F*. 5i N(a]) ou N(az) = ﬁ, on voit tout de
Buite que 9(61,62,6) = |, On peut donc supposer que N(al) et N(az) sont
d'indice 2 dans . Soit % € N(&,az) n [N(&]).N($)]n [N(az).N($) ]. Si % est

dans N(al) ou N(az), on a2 immédiatement

€ [N@)) N NGy 1.8).

")

On suppose donc que x n'est pas dans N(al) ni dans N(az). On peut écrire

3 o~ o~ -
X =4a, £, =5

b7l £

2 "2

-~

od fl et EZ sont dans N(&), El et ;2 dans N(a]) et N(az), respectivement., Si

;l € N(az) ou gi ;2 < N(al), la conclusion est immédiate, 8i ;l ¢ N(az) et

Lo

;2 3 N(a]), alors x El =] N(az) et x ;2 < N(al), car N(al) et N(&z) sont d'indice

~ -~ . -~ - - -~ - -~
2 dans F. Par conséquent, x a a, € N(al) n N(az). De plus, de a, £, = a

1 71 £

2 "2

-~

on tire 31 a, = £, £, € N() et 1'sgalire

-~ -~ -~

X=Xxa4a, a,.a, a
2°71 "2

montre que
X € [N@) N NG, 1.8).

Proposition 3.2. : Soit F un corpe commutatif. Si F est le centre d'au plus un
corps de quaternions (g Lgomorphisme prés), alors pour tout

* - - . ~
o dang ¥, N(Q) est d'indice 1 ou 2 dane F (et par conedquent
F posséde la propriété p)
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Soient a, B, v dans F* Si B et r 3 ?(a), alors les algdbres de quaternions

) ( ) sont des corps. Elles scnt donc isomorphes et B y € N(ad).

La propesition 3.2 montre, en particulier, que les corps locaux possédent la

propriété P.

Réciproque 3.3. : Soit F un corps commutatif, 57 pour tout o dans F*, N{a) est

d'indice 1 ou 2 dane ¥, alore F est le centre d'au plus un

corps de quaternions (d isomorphisme préa).
Cette proposition est bien connue. En voici une démonstration trés simple.

Soient @, B, v,8 dans FX, On suppose que A = (0' F B) et B = (Y F 5) sont des

corps. Il faut prouver que ces corps sont isomorphes. Comme N(a) et N(?) soat

des sous-groupes propres de f, il existe un &lément £ de F* tel que £ € N(Q) U N(Y).
Alors E 8 S N(a) et E 3 e N(Y) car N(u) et N(Y) sont d'indice 2 dans F. De plus,
comme E g N(a), on a a & N(E) et, de méme, y & N(g) Comne N(E) est d'indice 2
dans F, a Y € N(E). Le lemme 2.2 permet alors de conclure que les corps A et B

sont isomorphes.

Soit F un corps global, c'est-d-dire une extension finie du corps § des nombres
rationnels ou une extension de type fini d'un corps premier fini E‘, de degré de

transcendance | sur Ep.

Soit V l'ensemble des places de F. Si v € V, on désigne par F, le complétée de
F a ia place v, 81 x et y sont deg @léments de Fﬁ, on notera x € Nv(§) pour

%€ N(;) dans ?v.

Soient o0y, ¢, X des éléments de F*. On suppose que
X € N(8,3,) NINGED NI N INGE, NG |
Alors, d'aprés le théoréme de Hasse [ 1} l,
-~ e - - n -~ . -~ -~ -
X Nv(al az) INv(al).Nv(¢) n {Nv(az).Nv(¢) )i pour tout v € Vv,

Comme les corps Fv possédent la propriété P,
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x € a,) MK (3)] . (3 t vEv,
X [Nv(al) Nv(ﬂz)] Nv(¢) pour tout v
P *
Pour tout v € V, on peut donc trouver un €lément u, de Fv tel que ;

u, = Nv(a]) Nv(uz) et uV X Nv(¢)

Ou, en termes de symboles de Hilbert locaux [16] .
(@j,u ) =1 (oy,u ) =1 bou)) = ¢, .
1 b - - v . *
D'aprés un théoréme de Tate [16], il existe uwe F tel que pour tout v € v,
@ u) =1 (ay,u) = | (9,u) = (¢,x)
En utilisant encore le théoréme de Hasse, on voit que .
x € [N(al) N N(a,) 1.8(3),
Ainsi, les corps globaux possédent 1a propriété P,

Dans la suite du paragraphe, on conserve les hypothéses et notations suivantes :
F est un corps valus complet 3 valuation non archimédienne discréte, de corps
résiduel F. On suppose que la caractéristique de ¥ n'est pas 2. Soit v 1a
valuation de F et U le groupe des inversibles de 1'anneay de valuation. Sojt

I une uniformigante de 1'anneau de valuation : v(II) = |. op notera 1"épimor~

phisme canonique de 1'anpeau de valuation de F syr F.

On utilisera les théordmes suivants ( [10], Corollary VI.1.3 et Proposition VI.I.9)

:: - [l '
Théoréme A : Lg suite 1->F3fpX ;i-* 0 est exgete et scindée.

Dans cette suite, i est obteny €n prenant pour chaque &lément x de f* un relévement
x' de x dang U. On définit alors i(x) = %', L'application v' est obtenue &

partir de la valuation ¥, par composition gvec 1'épimorphisme canonique de Z sur
4
22’

Théordme B : (1) 57 f est une forme quadratique sur r dont une diagonalisation est
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donnée par < Upslp,ee,u > ou uy & U, alors f est anisotrope
sur F g3 f =< El,ﬁé,...,gr > est anisotrope sur F.

(2) SOit qnq1+<n>q2 0?}. q1=<ui!""ur>

3

-

qp = < ur+1,...,un > (ui € U). Alors q est anigotrope sur F

g8t E] et Eé sont anisotropes sur F.
Ce théoréme s'obtient grice aux travaux de Springer [ 15 }.

On peut en déduire la proposition suivante :

Propositon 3.4. : Soit o € F*.

1) 5i a =1, alors N() = F.
2) 50 a€ker v' ~ {1}, alors N = i8NG (5))) .

3) 57 Q€ ker v', alors N(aQ) = {T, - &},

Le premier point est &vident.

Pour &tablir le deuxiéme point, il faut prouver d'une part que si B € N(a), alors

é € ker v' et i—l(g) € N(i—;(a)) et d'autre part que si ? S N(i_](&)), alors

i(y) € N(Q). Comme & € ker v', on peut trouver a € a N U. Si B ¢ ker v', soit
ull € é, avec u € U, Coume o # T, les formes quadratiques < 1,-g > et < ~ u,ou >
sont anisotropes. Le théordme B montre que la forme < |,~ a,- ull,aull > est ani-
sotrope, par conséquent (3,RB) # |. Cela prouve qgue si B € N(a), alors R € ker v'.
Le fait que i-l(g) € N(iﬁl(a)) résulté du théordme B(1). Le méme théoréme montre
que si Y € N(iT'(3)), alors i(}) € N(F).

Enfin, pour le troisisme point, il est évident que 1 € N(Q) et, en vertu du
deuxigme point, que N(X) ne peut pas contenir d'éléments de ker v' - {T}. Donec

81 é € N(a) et B8 # T, il faut que é soit dans F - ker v'. Alors v'(&) = v'(é) =
Soient u, e aq, u, 1e E avec u,u, € U. Comme é € N(&), la forme quadratique
<1, - ulH, - u2H, u,u, > est isotrope sur F. D'aprés le théordme B, il faut que
l'une des formes < I,ulu2 > ou < U, 2 scit isotrope, ce qui revient 3 dire que
- ulu € F’é2 ou - &é = 1.

2

Corollaire 3.5, : 5% Q;»0, €t ¢ sont des éléments de F*, alers
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GR,3,,8) = G(i(a,),i@,),1i(3)).

Cela résulte simplement du point 2 de la proposition précédente et de 1'injectivité

de 1i.

Proposition 3.6. : Le corps F posséde la propriété P si et seulement si le eorps

résiduel F posséde la propriété p.
Le corollaire précédent montre clairement que si F a la propriété P, alors F
1'a aussi. Pour prouver la réciproque, on va établir que si a],u2,¢ sont des
- - * . .~ -~ o~ - -~ -~
€léments de F' tels que Wy ,0, ou $ est dans F - ker v', alors G(al,a2,¢) =1,

1) Si $ € F - ker v', alors N(3) = {T, - a}, d'aprés la proposition 3.4. Soit
x € N@, 3) N[NGE).NB) ] N INGEY.ND) .

P PO ~
On peut écrire X=n.f =n

]

- - - E -~ . -~ e -~ . . Eal = - L) = -
ot fl,f2 N{¢): n_ N(ar) (r 1,2) Si fI f2, alors n, n, et

et x € [N(&I) n N(&z) 1.N().

-

I # f2, alors 1'un des fi, soit fl' est égal 34 1 et on arrive 3 la méme

Fh)

Si
conclusion.

2) si o € F - ker v', alors N(al) = {?, - &!}. Comme on vient de voir que

¢ € F - ker v' implique que G(al,az,$) = 1, on peut supposer que $ € ker v'.

On peut aussi supposer que a;,a, et ¢ sont linéairement indépendants dans F.

Soit X € N@ 8y NING)D NG | 0 ING NG

On peut écrire X = 51 El oli EI € N(al) et El € N(a).

Si ﬁi =T, alors %€ N(§) C [N(al) N N(&z) 1.N(G).

5i 51 #1, alors x = - &] E]. Vu 1'hypothése sur &, fl € ker v' et donc
XEF - ker v'. Par ailleurs x € N(a] &2), done &I &q F - ker v', Mais

comme a, € F - ker v', on doit avoir a, € ker v' et, d&s lors, X ne peut pas
appartenir i N(GZ).N(¢).

3) si a, € F - ker v', le raisonnement est semblable.
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