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INTRODUCTION

Ce rapport est la suite d'un travail antérieur [5 ], ol ont été
introduites les notions de descente et de décomposition adaptées & un
sous-corps, pour les produits tensoriels d'algébres de quaternions. Ces
notions, ainsi que les définitions et propriétés principales, sont

rappelées au §1.

Le but du rapport est de préciser certains résultats et d'en montrer
plusieurs interpr&tations. En particulier, on montre 1'isomorphisme des
quotients de certains sous-groupes des groupes de Brauer d'un corps commu-

tatif et d'une extension galoisienne d'exposant 2. Ces isomorphismes sont

décrits au §h.

Le §2 concerne les extensions quadratiques d'algébres. Certaines
propositions de nature assez technique y sont démontrées en vue de leur
utilisation dans les paragraphes suivents. T1 s'agit de résultats proba-—
blement connus, pour lesquels Je ne connals pas de référence satisfaisante.
Le §3 compléte les résultats obtenus précédemment sur la descente guadratique
des zlgébres de quaternions. Le cas des extensions transcendantes pures de
corps commutatifs est abordé au §5. I1 présente un exemple de corps gqui

ne posséde pas la propriété P décrite dans le travail précédent.

Je tiens & exprimer ma profonde reconnaissance & Monsieur le Professeur
J. Tits pour les précieux conseils gu'il m'a prodigués au cours de ce travail
et remercie vivement Monsieur le Professeur P. Van Praag, ainsi que mon
collégue et ami Monsieur J.P. Van Deuren, qui m'ont constamment encouragé

par de nombreuses conversations enrichissantes.




§1 : CONVENTIONS, NOTATIONS ET GENERALITES SUR LES ALGEBRES SIMPLES A INVOLUTION.

Les théordmes classiques de la théorie des algébres simples sont utilisés
sans référence explicite. On peut les trouver paf exemple dans [2 ]. Tous les
corps sont supposés de caractéristique différente de 2; de plus, les alg€bres
simples sont supposées de rang fini sur leur centre. Le rang d'une algébre simple
sur son centre est le carré d'un nombre entier positif, que 1'on appelle degré de

1'algebre.
L'algdbre des matrices carrées n x n sur le corps F est notée Mn(F).

Si A et B sont des algébres simples de centre F, on dit que A et B sont
sembighles et on note A ™~ B s'il existe des entiers n et m tels que

Mn(F) @F A o Mm{F) ﬁF B.

L'ensemble des classes de similitude d'algdbres simples de centre F, muni
de la loi de composition déduite du produit tensoriel sur F, est un groupe appelé

groupe de Brauer de F et not& Br(F).

Pour exprimer qu'une algébre simple A de centre F est iscmorphe & une algébre

de matrices sur F, on note A ~ 1.

Scient F un corps commutatif et a,b des éléments de F* =F - {0} . Irya
une alg@bre (associative) simple de rang 4 (= degré 2) sur son centre F, dont une
base est {1,i,3,k} avec les régles de multiplication suivantes : 1 est l'unité et
omis dang les produits, i2 = a, j2 = b, ij = -~ ji = k. Cebte algdbre est notée
(2,b/F). Les algébres construites de cette maniére sont appelées algébres de

quaternions.

Scit A une algébre simple de centre K. On appelle tnvolution de A tout anti-
automorphisme de A dont le carré est 1'identité. On dit qu'une involution de A
est de premiére espéce sl sa restriction & K est 1'identité; elle est appelée
tnvolution de seconde espéce dans le cas contraire. Si F est le sous-corps de K
fix& par une involution de seconde espéce, alors K est une extension quadratique

de F.

Les algébres qui possédent une involution sont appelées algébres d involution.
La transposition est une involution de premiére espéce des algfbres de matrices.
Les algébres de guaternions possé&dent une involution de premilre espSce, qui

envoie i,j,k sur - i, - J, - k, respectivement.

Le produit tensoriel sur K de deux alg@bres simples & involution de premilre




espéce, de centre K, est une algébre simple & involution de premiére espéce, de
centre K; de plus, si une algébre simple possé€de une involution, toute algébre

semblable posséde une involution de méme espéce [ 1, p. 156 ].

A.A. Albert [1, p. 161 ]a prouvé que les classes de similitude d'alg@bres simples
& involution de premiére espéce, de centre K, sont les €léments d'ordre 2 dans

Br(K).

Les seuls exemples d'algébres simples a4 involution de premiére espdce gue l'on
posséde actuellement sont des produits tensoriels d'algdébres de matrices et

d'algébres de gquaternions.

Soit 0 une involution de premiére espéce d'une alg@bre A, de centre K. On

désigne par SG l'ensemble des €léments de A qui sont fixes par 0. On peut montrer

que SO est un espace vectoriel sur K, de dimension %—n {n+ 1) ou %—n (n - 1), si

n est le degré de A. L'involution est dite de type {(+ 1) dans le premier cas, de

type (- 1) dans le second.

81 0 et ¢' sont des involutions de premiére espdce de l'algebre A, de types {(€£) et
(e') respectivement, alors on peut trouver dans A un &l&ment x inversible tel que
o' = 0. Int(x) et x° = €e'x, ol Int(x) est 1l'automorphisme de A défini par

yInt(x) = x_1y X. Pour les involutions de seconde espéce, on a une proposition
analogue : si T et T' sont des involutions de seconde espéce de 1'algébre A, qui
fixent le mEme sous-corps du centre de A, alors on peut trouver dans A un &lément

x inversible tel que T' = T.Int(x)} et x' = x.

Soit A un produit tensoriel de n algébres de guaternions de centre F et M un

sous—corps de A d'exposant 2 et de rang o1,

F
tensoriel d'extensions gquadratiques de F. On dit que A posséde une décomposition

Soit M = F(JE?} &, F(Va,) &...-8 F(vVa ) une décomposition de M en produit

(en produit tensoriel d'alg@bres de guaternions) adaptée & M s'il y a des &léments
b1, b2,...,bn dans F tels gue

A == (a1, b1/F) & (ag, bE/F) B -85 (an, bn/F).

On peut vErifier que cette condition ne dépend pas des &léments a a
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choisis pour décomposer M en produit tensoriel d'extensions quadratiques de F.

I1 est facile de voir qu'une algébre de quaternions se décompose de maniére
adaptée & toute extension quadratique du centre. On a prouvé dans le travail

précédent [5, p.13 ] qu'un produit tensoriel de deux algébres de guaternions se




décompose de maniére adaptée & tout sous-corps qui est une extension galoisienne

du centre, d'exposant 2 et de rang L.

A la fin du présent travail, on montire gque les produits tensoriels de trois
algébres de quaternions ne se décomposent en général pas de maniére adaptée
& tout sous—corps qui est une extension galoisienne du centre, d'exposant 2 et

de rang 8.

Soit A une zlglébre de centre K, contenant un sous-corps commutatif M, extension

de K.

On suppose que K est une extension d'un corps F et ou'il y & un scus—corps M' de

M tel que Mo~ M' QF K.

On dit que A admet une descente sur F adaptée a M' si A provient, par extension

des scalaires, d'une algébre B de centre F, contenant M',.

En particulier, soit A une algébre de quaternions sur X et M une extension galoi-

sienne de F, d'exposant 2 et de rang 2 [K : F]. &8i M1 et M, sont deux sous—corps

2
de M tels que

M ez M1 ﬁF XK= M2 @F K

et si 1'algébre A provient, par extension des scalaires, d'une algdbre B1 de centre

F contenant M1, alors elle provient aussi d'une algébre B, de centre F contenant M

2 2"

On dira alors simplement que l'algébre A admet une descente sur F adaptée & M.

On peut raisonner de maniére analogue si le corps K est une extension quadratique
de F et gue A est un produit tensoriel de deux algébres de quaternions de centre K
qui posseéde une involution de seconde espdce qui fixe F. Dans ce cas, =i M est

une extension galoisienne de F, d'exposant 2 et de rang 8 et si M1 et M2 sont deux

sous—corps de M tels gue

MM 2 KM, 8 K,

1°F ¥

alors 1'algébre A admet une descente sur F adaptée 2 M, s1 et seulement si elle

I1 suffira donc de dire que 1'algdbre A

admet une descente sur F adaptée & M, .
M.

s

admet une descente sur ¥ adaptée

%
Soient F un corps commutatif et & un #lément de F . On désigne par NF(a) le

sous-groupe de F* Géfini par




NF(a) ={v € F* | (a,b/F) ~ 1}.

Ce sous—groupe est 1l'ensemble des &léments de F* qui sont représentés par la
. 2 . N p
forme quadratigue X2 - aY ; c'est aussi, dans le cas ol a n'est pas un carré

dans F, 1'image de F(va)* par le morphisme "norme" NF(v@ﬂ/F de F(va) dans F.

- * -
Soit F = E_§ . Si & est un €lément de F*, on désigne par & la classe de a dans F.
F*
. 2 e
Comme, pour tout & dans F*, le groupe NF(a) contient F*~, on peut définir, avec un
NF(a)
gbus de notations, N_{&) = 5 -
I F*

On retrouve ainsi la définition de [5,p.18 1.

Si 51 et 52 sont dans F, il est trds simple de voir que

(&) =N (a8 )nN (8.)NN_(&, &a.).

2 ) n
N8 ) N Bp(E, P oo Fr21 %

Ccmme le groupe ¥ oest d'exposant 2, on peut le considérer comme espace vecitoriel

sur le corps 4 deux &léments. Solent 51, 52, 4. des Eléments de F. Pour gue

3

1'algébre commutative M obtenue en ajoutant & F des racines carrées de 8, 8, et

. et & soient linairement

& 10 92 3

3 soit un corps, il faut et 1l suffit que &

indépendants dans F. Dans ce cas, on & montré dans le itravail précédent [5,p.18 ]
gu'il est possible de classer les produits tensoriels de deux algébres de quater-—
nions sur F(VaB), gui sont neutralis€s par M et qui possfdent une involution de

-

seconde espéce qui fixe F, par rapport & ceux qui admettent une descente sur F
‘o A om o
1'aide du groupe GF(a1, a3 a3)

ms

sdaptée & M,

défini par
2 29 A ~
NF(a1 ag) [NF(a

N (& 52)0 {[NF(a

) Eg(ag) 1 N[N (&) a(8) 1

) N NL(E,) 1K L(E) )

GF(aT’aE;aB) =

1 NF

Ce groupe est isomorphe & :
s )y (5 A - - A a A
[Np(E,) . Np(a) PN INL(8,) R (8)) ] nin (g, 8,). W, () ]

[NF(a?) N NF(‘Q) N NF(a1 ag) ].NF(aB)

et aux groupes obtenus & partir des gquotients précédents, en supprimant tous les °




§2 : EXTENSIONS QUADRATIQUES D'ALGEBRES

Soient A une algébre simple de centre K, 0 un automorphisme de A tel qu'il existe

un €lément inversible a de A qui vérifie les conditions suivantes

a = a

2
-1 Int
pour tout x dans A, xOt =a xa=x" (a).

Soit B un A-module & droite, ayant une base de deux &léments : (1,u). On définit

sur B une multiplication associative en convenant que 1 est 1'élément unité (que
- 2 o

1'on identifie avec 1'unité de A), que u = a et gque xu = ux  pour tout x dans

A
De maniére explicite, on pose
L] 1 — 1 o 1 1] a 1
(x + uyHx' +uy') =xx" +ay y' +ulyx' +x y').
On vérifie jmmédiatement que B est ainsi muni d'une structure d'anneau. On dit que
B est une extension quadratique de A et on note B = (4,0,a).

Suivant que @ fixe ou non le centre X de A, on dit que B est une extension quadra-
tique Interne ou externe de A. Cette d&finition, qui s'écarte de la d2finition
analogue pour les extensilons quadratiques de corps [ 3 ] provient de ce qu'un auto-
morphisme qui fixe le centre d'une algdbre simple de rang fini est interne, par le
théordme de Skolem-Noether. Dans le suite, on s'intéresse uniquement aux exiensions

externes.

Proposition 2.1. : Soit B = (A,a,a) une extension quadratique exterme d'une

algébre simple A de centre K. Soit F le sous—corps de K fizé
par a.

Alors B est une algébre simple de centre F. Ona B : Fl=U4[A : K]
et le commutant CeK de K dans B est l'algeébre A. '

Comme a2 est un automorphisme interne, sa restriction 4 K est 1'identité et par
conséquent K est une extension quadratique de F. Soit K = F(k}, ofi k est un &lément
de K - F dont le carré est dans F. On a k* = - k. Soit I un idéal bilatdre non nul

de B- On va montrer que I N2 est un idfal non nul de A. Comme A est simple, cela
implique que 1M A= A, donc que 1'élément 1 est dans I et par conséquent que I = B.

Soient x,y des &léments de A tels que x + uy soit dans I. On peut supposer gque x
est non nul, car si uy est un &l&ment non nul de I, alors u.uy = ay est un &lément

non nul de A N I,
Comme I est un id€al, il faut que (x + uy)k + k(x + uy) soit dans I. Or,

(X+uy)k+k(x+uy)=xk+uy};+k_x+ukuy=2k_}{,




car k est dans le centre de A. Comme X est non nul, on voit que A NI n'est pas

réduit & {0} . On a ainsi démontré que B est une algébre simple.

Un calcul sans @ifficulté suffit pour prouver que le centre de B est F et que
CBK = A. Comme K est une sous-algébre simple de B, on a la relation
[B: F] = [CBK : Fl1JiK : F], qui montre que [B : F] =4 [A : K].

Cela termine la démonstration.

Dans les paragraphes suivants, on considére des extensions quadratiques externes
d'algébres & involution. La proposition suivante donne urne condition pour que

1'involution puisse se prolonger 3 l'extension gquadratique.

Proposition 2.2. : On reprend les notations de la propositon 2.1 et on suppose de

plus que A posséde wne involution 0. S'Il y a un élément

tnversible b de A qui répond aux conditions suivantes :

ox = ag Int(b)
0 = b
bt =a’ a

alors on peut prolonger © en involution de B en posant
O‘ —_
u = ubOL & 1.
La démonstration est une suite de vérifications qu'il n'est pas utile de reproduire

icl.

Proposition 2.3. : Soit A une algébre simple de centre K. On suppose que K est une

extension quadratique d'un corps F. 57 A posséde une involution
de premiére espéce o et une involution de seconde espdce T qui

fixe F alors on peut trouver une extension quadratique externme

de A, de centre F, qui posséde wne involution de premiére espéce.

o

Comme 0OTC est une involution de seconde espdce de A qui Tixe F, on doit avoir

010 = T Int(x) pour un certain x inversivle dans A, tel que x = x.

. -1 . .
On a aussi 10T = 0T Int(x)T = o Int(x ) et comme TOT est une involution de
premiére espdce de méme type que o, il faut que x° = x.

Soit o = 1g. L'application O est un automorphisme de A gui fixe F. Comme x est
fixe par O et par 17, il est fixe par o. L'extension quadratique B = (A,a,x) est

externe, de centre F. Pour voir que 1'on peut prolenger & B 1'involution o de A,

il suffit d'appliquer la proposition 2.2 : 1'€lément x de A est inversible et remplit




les conditions

En effet, ca =

sulvantes :

OTC

et QO

T

»

og Int(x)

1}
™
™

d'autre part x x%




§3 : LA DESCENTE QUADRATIQUE DES ALGEBRES DE QUATERNIONS

Soit F un corps commutatif et L une extension galoisienne de F, de rang 4 et d'exposant

2.

Scit L = F(vET) QF F(vﬁ;) une décomposition de L en produit tensoriel d'extensions
quadratigues de F. On pose K = FQVE;). Dans le premier travail, on & donné une
condition nécessaire et suffisante pour gu'une algdbre de quaternions de centre K,
neutralisée par L, admette une descente sur F adaptée & L. Cette condition s'énonce
comme suit [5,p.9 ] : 1'algébre (a1, b/K) admet une descente sur F adaptée & I si

{p)}/F) ~ 1.

et seulement sa (a1, NK/F

Cette condition est d'ailleurs €quivalente a 1'existence d'urne involution de seconde
espéce de (a1, b/K) qui fixe F[1,p.1601, [5,p.13 ], ce qui montre que si une
algebre de gquaternions sur K admet une descente sur F, la descente peut &tre adaptée

& tout sous-corps commutatif d'exposani 2 et de rang 4 sur F.

On désigne par Br(F;FCJa1)) le groupe des classes de similitude d'algébres simples

de centre F qui scont neutralisées par FCVa1). Comme elles scnt neutralisées par une

extension quadratique du centre, ces algébres sont semblables 3 des algdbres de
guaternions sur F, contenant F(VaT). On définit de manidre analogue Br(K;L). Soit
8K le morphisme d'extension des scalaires, de Br(F) dans Br(K), qui associe & tcute

algé€bre A de centre F l'algdbre A @F K, de cenire K,

On définit un morphisme n de Br(K;L) dans Br(F;F(Va1J) : si (a1,b/K) est une algébre
de quaternions sur K neutralise par L, 1'image par n de la classe de (a1,b/K) est

(b}/F).

la classe de {a,l,NK/F

La condition né&cessaire et suffisante de descente sur F adaptée & L s'exprime

simplement comme ceci : 1'image de Br(F;F(vE;)) par 8_ K est le noyau de n. Par

ailleurs, le noyau de g, K est 1'ensemble Br(F;K)Fdes classes de similitude
d'algébres simples de centre F qul sont neutralisées par K. En désignant par
Br(F;F(VEq),K) l'intersection de Br(F;F(VE?)) et de Br{F;K), et par B le quotient
de Br(F;FCvg:)) par n(Br(K;L))}, on a une suite exacte

) @ K
1 - Br(F;F(-\/Eﬁ),K) 3 Br(F;F(‘\/c’;)) 5 Brik;n) B Br(F;F(\/;)) S (3.1)

od i1 et e sont des morphismes canoniques.

Le groupe Br(F;FCJa1)) est isomorphe &

par l'application qui falt corres-

).

NF(aT)

pondre & 1'algébre (a1,b/F) 1a classe de b dans F* modulo NF(a1

- . N K* .
De méme, Br(K;L) est 1somorphe a E_TQ‘T et le morphlsme QF K correspond au morphisme
K™ ™1




10.

* * - . » -
i de S dans - , qui provient de l'inclusion de F* dans K*. On voit aussi
N {a, ) N (a))
F o 1
. . P K* a F* . : ent
gue le morphisme n correspond au morphisme NK/F de NK(a1) ans NF(31) » Qul provien
du morphisme NK/F de K* dans F*. (L'image par NK/F d'un élément de NK(a1) est dans

NF(a1), car une algébre de matrices de centre K posséde toujours une descente sur F

adaptée & I..)
Soit A = (aT,b/F) une algébre de quaternions sur F. Si la classe de A est dans

1'image de Br(K;L) par n, alors il y a un élément ¢ de K¥ tel que
~ ! _\_- - .N . - - .
(a1,b/F) (al’NK/F(C)/F)’ c'est-d-dire que b € NF(a1) F(aE) On voit ainsi que
F*

NF(a1).NF(32)

H est iscmorphe &

Proposition 3.1 : Soit H(F) une algébre de quaternioms sur ¥ neutralisée par

F(VE;) et par K = F(JEE).

On a H(F) =~ (a1,b/F) pour un certain b € NF(a1 ag).

L'hypoth&se indique qu'il y a dans F* des &léments c¢ et d tels que
H(F) =~ (a],c/F) o~ (a2,d/F). Par le lemme 2.2.2 [5,p.16 ], il y a un élément b

de F*¥ tel que b € N_(a, a.) et (a1,c/F) o (ai,b/F), ce qui démontre la proposition.

Fr1oz
Cette proposition prouve que 1'isomorphisme gui envoie Br(F;FCJE:)) sur ﬁf%z—j—
NF(a1).NF(a1 a,) F'
fait correspondre & Br(F;F(/z,),K)}) le groupe
1 N.(a, )
La suite (3.1) donne une nouvelle suite exacte
* * N *
I@F(a1).NF(a1 a,) F 3 K NK/F\ F F
1z n_{a_ ) TN () N, (a_) ’N(a)‘)N(a)N(a)+1(3'2)
F F K*™1 P Froiottpr e
gque l'on peut contracter :
. P by F* NK/F> Nple) Ngpla,) .4 (3.3)
NF(a1).NF(a1 a,) NK(a1} NF(a1)

On peut en déduire deux propositicns qui seront utilisfes dens le paragraphe suivant.
*

L'exactitude en _KE de la suite (3.2) donne
N (a,)
K" 1
. -1
. . *; = %
Proposition 3.2 : NK/F (RF(a1)) F 'NK(81)°

*

D'autre part, 1l'exactitude en ﬁ—%éfj- de la suite (3.2) donne
F'i




1.

Proposition 3.3 : Soit (a1,b/F) une algébre de quaternions sur ¥. S7 H(F) est une

algébre de quaternions sur F telle que HE(F) €_ K = (a],b/K), alors

F

{a, a

H(F) ~ (a1,bu/F) pour un certain u € No(a, a,).
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§4 : DECOMPOSITION ET DESCENTE ADAPTEES

Soient F un corps commutatif et M une extension galoisienne de F, de rang 8 et

d'exposant 2. Soit M = F(VE;) 2y F(vﬁ;) 2, F(Va3) une décomposition de M en produit

tensoriel d'extensions quadratiques de F. On pose K = F(Va3) et on introduit les

notations suivantes

BrE(F;M) désigne le groupe des classes de similitude d'algdbres simples & involution

de premiére espéce, de centre F, qui sont neutralisées par M.

QVéc(F;M) est le groupe des classes de similitude des algdbres simples de centre F
qui contiennent M et se décomposent en produit tensoriel de trois algdbres de quater-

nions de maniére adaptée & M (voir §1).

QJ(K/F3;M) est le groupe qui est noté QJ(a1,a2,K/F) dans [5,p.17 1. On rappelle
qu'il s'agit du groupe des classes de similitude des produits tensoriels de deux
alg€bres de quaternions sur K qui contiennent M et qui possddent une involution de

seconde espéce qui fixe F.

QID(K/¥;M) est noté QJD(a1,a2,K/F) dans [5]. Il s'agit du groupe des classes de
similitude des produits tensoriels de deux algdbres de quaternions sur K qui contien-
nent M, qui possédent une involution de seconde esplce qui fixe F et admetient une

descente sur F adaptfe & M.
Br, (F;M) QJ(K/F ;M)

iy
o 2
Proposition 4.1 : QDéc(F;M) — QID(K/F;M)

On considére le morphisme @F K de Br(F) dans Br(K) qui, 3 toute alglbre A ge

centre F, fait correspondre A QF K. Si une algébre A de centre F possde une

involution ¢ de premiére espdce, alors 1l'algdbre A 8_ K possdde des involutions

F
de premiére et de seconde esp3ce. En effet, si a est 1'automorphisme non identigue
de K sur F, alors o8 1 et 0 8 0 sont respectivement des invelutions de premiére et

et de seconde espéce de A @F K.

Si une algebre A de centre F est neutralisée par M, alors elle est semblable 3 une

algébre de degré 8 sur F, contenant M comme sous-corps commutatif maximal et A ﬁF K

est semblable Z une algdbre de degré 4 sur K, contenant M comme sous—corps commutatif

maximal.

Comme toute algébre & involution de premidre espdce de degré I sur son centre se
décompose en produit tensoriel de deux algébres de guaternions, on voit que l'image

de BrE(F;M) par le morphisme £, K est cans  QJ(K/FiM).
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On va prouver que cette image est précisément QJ(K/F;M}. Soit A un produit tensoriel
de deux algébres de quaternions de centre K, contenant M et possédant une involution
de seconde espdce qui fixe F, La proposition 2.3 indique qu'il y a une extension
guadratique externe B de A, de centre F, qui posséde une involution de premiére
espéce. Comme B contient A, il est clair que B contient M et, comme B est de degré

8 sur F, M neutralise B. La classe de similitude de B est donc dans Br,. (F;M). Par

2

ailleurs, B QF K~C_K=A, ce qui montre gue 1l'image de la classe de similitude de

B
B est la €lasse de A.

Pour achever la démonstration, il reste & prouver que 1l'image d'un élément de

Brg(F;M} est dans QJD(K/F;M} si et seulement si cet &lément est dans QDéc(F;M).

I1 est clair que 1'image d'un élément de QDEc(F;M) est dans QJD(K/F;M).

Soit A une algébre & involution de centre F, neutralisée par M. Si 1'image de sa

classe est dans OQJD(K/F;M), alors on peut trouver b,,b, dans F* +tels que

AR K~ (a,l,b.l/F) ®

n (a,,b,/F) & K.

¥ F

Alors le produit tensoriel A 8 (a],b1/F) 2

- (a2’b2/F) est neutralisé par K.

F
Comme K est une extension quadratique de F, ce produit tensoriel est semblable &

une algébre de guaternions (a3,b3/F) neutralisée par K et alors

L~ (a),,/5) 8, (a,,0,/F) g (a,b/F);

3

ce qui montre gue la classe de A est dans QDEc(F;M) et achéve la démontration.

On pese K!' = F(V@E), K" = F{v@;haé), L=K8, K' et on introduit les notations
suivantes

QD(L/K,K',K";M) est le groupe des classes de similitude des algSbres de guaternions
de centre L qui contiennent M et qui admettent des descentes sur K, K' et K" (adaptées

a M.

Q(L/F3;M) est le groupe des classes de similitude des algdbres de quaternions de
centre L, qul contiennent M et qui admettent une descente sur F adaptée 3 M.

QJ(K/F;M) OPD{L/K,K' K" ;M)

Proposition L.2

QJD(K/F3M) = QD(L/F;M)

On considére le morphisme g L de Br(K) dans Br(L) qui, 3 toute algdbre A de centre
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K, fait correspondre 1l'algébre A ﬁK L. de centre L,
g (e

On a A @K L ~ CA L = (31,b1/K) QK L. Il est &vident que CA 1. est une algébre de

b, /K).

Soit A = (a,,b,/K) 8 o

quaternions de centre L, qui admet une descente sur K (adaptée & M). 85i A posséde
une involution de seconde espéce qui fixe F, on peut trouver des involutions

T,»T, de A, de seconde espéce, telles que T1(32) = a, et 12(a2) = - a,. Comme
ces involutions conservent L, elles conservent CA L et induisent sur cette algébre

de quaternions des involutions de seconde espéce qui fixent respectivement K' et K".

L'algbre CA L admet donc des descentes sur K' et sur X", que 1'cn peut choisir

adaptées & M.

Cela montre que 1'image de QJ(K/F;M) par le morphisme 2 L est dans OD(L/K,K',K";M).

On va prouver maintenant que cette image est précisfment OQD(L/X,K',K":M).

Soit A une algébre de quaternions de centre L, gui contient M et admet des descentes

sur K,K' et X". On peut trouver b, dans K tel que

A e (a1,b1/K) 8, L= (a b1/L).

1’
Comme A admet une descente sur K', le corollaire 1.4.2 [5,p.9 ] montre que

/K') ~ 1. Or, b, est dans K, donc

: R NL/K,(b1) = N

(b1) et la

(e Np g (By) K/F

relation précédente peut s'éerire {a a5, K/F(b V/F) 8. K' ~ 1, ce qui montre gue

(31’NK/F(b1)/F) contient X'. De méme, comme A admet une descente sur K", on voit

que {a (b1)/F) contient K". La proposition 3.1 permet de conclure qu'il y

1% /F

a un Elément b2 dans K¥* +tel que

(a (b /E) R, (a {b,)/F) ~

81> K/F 8o K/F 2

D'aprés le théoréme 10.16 de [1,p.159 1 (lemme 2.2.1 [5,p.16 1) cette relation

prouve gue l'algébre

B=(a b1/K) £ (a

1’

posséde une involution de seconde espdce et il est clair que la classe de A est

1'image de celle de B par le morphisme QK L. Pour achever la démonstration, il
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reste & prouver que 1'image d'un €lément de QJ{K/F;M) est dans QD(L/F;M) si et
seulement si cet €l&ment est dans QJD(K/F;M).

I1 est clair que 1'image d'un &lément de QJD{X/F;M) est dans QD(L/F;M).

Réciprogquement, soit A une alg@bre de centre K neutralisée par M, telle que A QK L

soit semblable & une algébre de quaternions sur L qui admet une descente sur F sdaptée

& M. Soit A ® L~ (ai,bj/r} 2. L.

On voit que le produit A QK (a1,b1/K) est neutralisé par L et est donc semblable 3

une algébre de quaternions sur K contenant L.

Soit A @K (a1,b1/K) ~ (ae,bz/K).

Ona A ﬁ'(a1,b1/K) QK (aE’bQ/K)' Si A posséde une involution de seconde espdce

qui fixe F, alors, d'aprés le théoréme 10,16 de [1,p.159 1 (lemme 2.2.1 [5,p.16 1)},
(ay Ny p(B)/F) 8y (8,8 o (2 )/F) ~ 1.

2 . .
Or, b, est dans ¥, done N (b1) =1, et (a1’NK/F(b1)) ~ 1, La relation ci-dessus

1 X/F 1

donne ( (bg)/F) ~ 1, ce qui prouve, par le corollaire 1.4.2 [5,p.9 ]}, que

8ol /e

1'algdbre (aE’bE/K} admet une descente sur F. Cela montre que la classe de A est
dans QJD{X/F;M) et achdve la démonstration.

}  introduit dans le travail
BrQ(F;M)

ODec(F;M)

La proposition L.1 montre gque le groupe G (51,5235

F 3

précédent (voir §1) est isomorphe au quotient et ne dépend donc pas

explicitement de 51,52,53 mais seulement de 1l'extension M/F, galoisienne d'expo-

sant 2. On pose alors N{(M/F) = GF(éj,ﬁg;a ). La proposition 4.2 montre que

3

OD(L/K, X' ,K" ;M)

N/F) =~ QD(L/F;M)
En voici une démonstration directe
R No(a ) nfn (a ).N {a, &) IN[N_(a ).V (a, & &) ]
roposition 4.3 (LDAL/KKUK' M) | TFE3 Fr3/-Nptay 2y F 3/ Vgl 8y 8g
QU(L/F;M) Nplay) 0 N (e ). [N (a; a) NN (s a, a )i}

Soit H{L) une algdbre de quaternions sur L neutralisée par M, admettant une descente

sur K. On peut trouver un &l8ment x de K* tel que H(L) = (aj,x/K) g L.

Pour que H(L) admette une descente sur K', i1 faut et il suffit d'aprds le corcllaire

.42 [5,p.91, que (a1,NL/K,(X)/K') ~ 1. Or, x € K, donc NL/K'(X) = NK/F(X) et la

condition précédente est &quivalente & celle-ci : (a1’NK/F(X)/F) est neutralisfe par
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K'. D'aprés la proposition 3.1, cette condition est remplie si et seulement si

NK/F(X) € NF(a1).NF(a1 a2). De méme, pour que H(L) admette une descente sur K",

il faut et il suffit que NK/F(X) € NF(a1).NF(a1 a, 33).

Comme NK/F(X) est é&videmment dans NF(&S)’ on a :

V.0 _(a

(x) €N 1 e

(a,) N {NF(a

#lag 2y) 1 N [NF(a1).NF(a1 8, a3)]

Ng/F
si et seulement si H(L) admet des descentes sur K, K' et K". Pour que H(L)
admette une descente sur F adaptée & M, il faut et il suffit que H(L) provienne,
par extensicn des scalaires, d'une algébre de quaternicns H'(K) sur K qui contienne

KCVa1) et qui admette une descente sur F. D'aprés la proposition 3.3, on doit alors
avoir H'(K) =~ (a},ux/K} pour un certain u € NK(a1 a2) et pour cue H'(K) admette

une descente sur F, il faut et il suffit, d'aprés le corolliaire 1.4.2 [5,p.9 ], que

N, (ux) € NF(a ).

K/F 1

La condition nécessaire et suffisante pour que H{L) admette une descente sur F

adaptée & M est donc que

N_, (x) €EN

K/F X/F UK T2 F'1

2
Comme F* C NF(aj), on & :

NK/F(NK(al ay)) Npla,) NK/F(F*'NK(a1 ay)).Npla,)

_ -1 .o
= NK/F(NK/F(NF(a1 ag))).NF(a1), par la proposition 3.2

[NF(a1 ae) n NK/F(K*) }.NF(a1)

(a.).

{NF(a1 a.)n NF(aB) ].NF :

2

Comme Ny(a, &) N Np(a;) = Npla; a)) N ¥p{ay) NWNp(a, &, o)) = Wpla a) NH (e &, 3

(a,)

on a aussi : N
ssi @ Ny pl F

NK(a1 32))'NF(31) = [NF(a] ag) N NF(a1 a, a3} ].H

et on voit que H(L) admet une descente sur F adaptfe 3 M si et seulement si

NN _(a a. a.)]l.

Ny plx) € Npla) 0 {ip(a,). [N {a; &) NN (a) &) &,

)s
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I1 est trés simple de vérifier que 1'on a &insi Géfini un isomorphisme de

] N [ NF(aj).NF(a1 8, a3)]

QD(L/K,K‘ ,K";f‘&) dans NF(&?)) N l NF(a1).NF(a1 2)
N

AD(L/F ;M) NF(83) N {NF(a1)- [ F( 1 a,) N NF(a1 a, a3) 11

Pour terminer ce paragraphe, on va prouver, par une méthode analogue & celle de

a
B

6 ], que toute classe de BrE(F;M) moduio QDéc(F;M) peut étre représentée par

une algébre de quaternions.

Proposition 4.4 : Soit A une algébre simple de centre F, possédant une involution

de premiére espéce. St A est neutralisée par

M= F(v@;) 2 F{J/z.

) 8o FOJEE), alors on peut trouver une algébre

de quaternions H(F) neutralisée par M et des élémente b1, b2, b3

dans F* tels que

A~ (a1,b}/F) 2 ( bg/F) L (aB,bB/F) &_ H(F).

850 F

Soit X = F(vgg). Comme dans la démonstration de la propesiticn 4.1, 1'algébre

A @F K est semblable & un produit tensoriel de deux algdbres de guaternions sur
K, possédant une involution de seconde espéce qui fixe F. Soit

A8 K~ (a1,c1/K) & (aE,CE/K). D'aprés le théorme 10.16 [1,p.159 ] (lemme 2.2.1

¥ K
{5,p.-16 1), le fait que & EF K posséde une involution de seconde espéce qui fixe
F entratne gue (a1, NK/F (c1)/F) ﬁF (a2, NK/F(C2)/F) ~ 1. Le lemme 2.2.2 [5,p.16 ]

indigue qu'il y & un €lément x de F* qui vériflie les conditions suivantes

{x, (c1 CQ)/F) ~ 1

N /¥

(xai,N (ci}/F) ~ (i = 1,2).

X/F
Ces conditions impliguent, en vertu du corollaire 1.4.2 [5,p.9 ], que les algdbres
(x,c1cg/K), (xai,ci/K) (i = 1,2) admettent une descente sur F.

Soilent : . ,C. o .,b.
ocien (xal,cl/K) (xal,ol/F) EF K

(x,ci0,/K) = {x,d/F) 2, K.

On a : A @F K ~ (xa1

1 ~ ~
d'ot A EF X (xa],b1/F) ®

,c1/K) @K (XaE,CE/K) & (x,c1c2/K}

K

(x,d/F) &_ K

(xag,b2/F) £, .

¥
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et A B K~ (a1,b1/F} £, (ae,be/F) 8, (x,b1b2d/F) @F K.

On pose H(F) = (x,b1b2d/F). La relation précédente montre que le produit tensoriel

A QF (a1,b1/F) QF (a2’b2/F) @F H(F) est neutralisé par X. Il est donc semblable &

une algdbre de quaternions (a3,b3/F) et

A~ (a,b/F) 8 (a,,0,/F) &, (a3,b3/F) R H(F).

F
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§5 : EXTENSIONS TRANSCENDANTES PURES

Conformément & la définition domnnée dans le premier travail [5,p.21 ] on dit qu'un
corps commutatif F posséde la propriété P si pour toute extension galoisienne M de

F, de rang 8 et d'exposant 2, on a N{M/F) =~ 1.

On a montré que si F est le centre d'au plus un corps de quaternions (3 isomorphisme
prés), alors F posséde la propriété P. Cela suffit pour &tablir que les corps finis,

les corps locaux et les corps réel-clos possédent la propriété P.

On a prouvé aussi que les corps globaux poss@dent la propriété P et qu'un corps valué
complet & valuation (non archim@dienne) discrdte possdde la propriété P si et seulement
si son corps résiduel la posséde. Ainsi, les corps de séries formelles sur un corps

qui posséde la propriété P possé&dent également cette propriété.

On va considérer & présent le cas des extensions transcendantes pures et montrer un

exenple de corps commutatif qui ne poss@de pas la propriété P.

Soient F un corps commutatif et X une indéterminde sur F. On désigne par E le corps

. *

F(X) des fractions rationnelles en 1'indéterminée X sur F. Tout &l&ment de I = E;E
E
est représenté par un polyndme a My Ty e T ol a €& F¥ et UPTLPPERPPL I

des polyndmes unitaires irréductibles distincts.
Le lemme suivent est un cas particuller du théordme X.2.9 de [4,p.289 1.

Lemme 5.1 : Soient a,b € F¥ et T i€ F X ] des polyndmes unitaires irré-

22y

ductibles distinets A 7. T....m € NE(b} st et seulement si & € NF(E)

1 72 n
et, pour i = 1,2,...,n, %i € NE(£)°
Soit encore ¢ € F*. Il résulte du lemme que & %1 %2... ﬁn € NE{g)’NE(E) si et
seulement si & € NF(%).NF(E) et, pour i = 1,2,..., n, %i est dans NE(g) ou NE(6).

Proposition 5.2 : Sotent F un corps commutatif et M une extension galoisienne de F,

de rang 8 et d'exposant 2. 5i X est une inddterminée sur M alors
NM{X)/F(X)) =~ N(M/F)
Soit M = F(ng) 2, F(Jg;) 8 F(v@é). Pour alléger les notations, on pose momentané-

ment

)

nF( 1,52;53) = [NF{51).N (53} in [NF(‘ J.N (a3) ] n [NF(é A).8 (8)] et

F Bo/-Bp
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ag) N NF(a,I a2) }.NF(aB).

Les définitions de nE(§1,32;§3) et de dE(51,a ;§3) sont semblebles. On a
n(,aﬁ)

22
N(M/F) = 3 (51 = 33)
F1? 2’ 3

et N(M(x)/F(x)) =

o

D'aprés le lemme, un €lément &.m_ T ..M de E est dans nE( 1,52;§3) si et seule-

ment si @ € nF(a1,a2;§3) et, pour i = 1,2,...,n,ﬂi est dans

(a1) gl NE(a ou dans NE(aB). Donec, si & Ty Myeanm est dans
nE(a1,a2;a3 a.).

NE 2

“~

), alors T_ T cen T est dans dE( 1 2 3

On définit un morphisme Y de nE(a a3 a3) dans nF(é1,52;§3) par : w(é.% T....M )} = &.

Ce morphisme est évidemment surjectif. Pour démontrer la proposition il suffit de

prouver gue 1'image d'un &lément de n_(4. ,5 ;8. ) est dans d,(“ a3) si et seule-

E'T1T2°73 2
ment si cet &l&ment est dans dg (a 2, 3).
- [ 1 - - - - . P -~ o~ . -
I1 est clair que 1l'image d'un €lément de dE{a1,a2,a3) est dans dF(a1,a2,a3}.
Réciproquement, soit & H1 ﬂ2...ﬂn un elément de nE(aq,aggaB) tel que

g € dF(51,§2;§3). Corme 7, T....7T et & sont dans dE(§1,§2;§3), leur produit y

est aussi, et la proposition est démontrée.

On va montrer & présent que le corps F = @(x) des fractions rationnelles en une

indéterminée sur le corps @ des nombres rationnels ne possdde pas la propriété P.

De maniére précise, on pose a, = X, a,=-1,a ag = -(1 + Xg)Xd1 et on va démontirer
que X est dans [NF(a]).NF(a3) In {NF(ag) (a Y in NF( : 32} mzis pas dans
[NF(a1) N NF( 2) ].NF(aB).
Les relations suivantes
X(1_a3)=x+1+X2=(']+X)2“XEN(31) (5-1)
X(- a.) =1+ % € N(a,) (5.2)
3 2
X = - (- X} € Ma, a,) (5.3)

2

prouvent la premiére affirmation.
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Pour prouver la seconde, il faut montrer qu'il est impossible de trouver des €léments

R,5 dans F tels que

x(8° + (1+x° 07" %) € myla) NN (a).

2
On suppose avoir trouvé des éléments R,S,T,U,V,W non tous nuls dans F tels que

2
? X RE 455 =T + U (5.4)

2 2 2 2

5% + ¥ R2 +x° 8 (5.5)

I
L
I
>
=

En chassant tous les dénominateurs, on peut supposer que R,S,T,U,V,W sont dans
Z{X1. De plus, on peut supposer que ces &l€ments ne sont pas tous divisibles par

2.

En réduisant (5.4) modulo 2, on trouve

2 2
{g +X8)” + XR = (T + U)2 ned.?

« 2 _
d'ou XR- = (8 + X8+ 7T + U)2 mod.?

et comme X n'esi pas un carré dans FQ(X), on en déduit
que RE{Q moed. 2 (5.6)
et S+XS=T+U mod.2 (5.7)

De méme, en réduisant (5.5) modulc 2 et en tenant compte de (5.6), on trouve

W=D0 med. 2 (5.8)
et 5B+ X3 =V mod.~?

On peut trouver des polynlmes R1,W],V1 dans Z[{X] tels que R =2 Ry, W=2 W1

et V=8+ X8 + 2 V1.

L'égalité (5.5) devient

2 2

2 2
§° + 4 X R+ 8825 +218° + %0

52 + 4 V1(S + XS) + L V? -4 % w?

- 2 2
a'ou 2 X R =X8 +2 v1(s + ¥8) + 2 Vf -2 X wf

H

et s 0 mogd. 2.

Fn vertu de (5.7) et (5.9), on a aussi

T

It
e

mod. 2

et v

14
O

mod.z2.
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On peut trouver des polyndmes 8,,T, dans 2 [X] tels que 5 =2 S, et T=U+2T7T.

L'égalité (5.4) devient

2
hsf+hXRf+hxgs?=U2+uUT1+hTf+U
2
d'od 2 S? + 2 X Rf + 2 X2 S? =1 + 2 UT1 + 2 T?
et U=20 mod. 2.
Onadonec RES=TEU=V=EWE0 mod.2, contrairement 4 1'hypoth@se gque ces

£léments ne sont pas tous divisibles par 2.

Soit M = Ff{a1) @F F(Jaz) ﬁF F(JE;) avec, comme précédemment, ¥ = §(X), &, = X,

2.1
a, = -1, ay = -{(1 + x7)x .

donner des exemples de produits tensoriels de deux alggbres de guaternions de

On pose K = FQJE;). Comme N(M/F) # 1, on peut

centre K, qui sont neutralisés par M et qui possé&dent une involution de seconde
espece gul fixe ¥, mais qui n'admettent pas de descente sur F adaptée & M. 11

suffit pour cela de trouver des €l&mentis b, b, de K*¥, tels que X corresponde

a4 l'algeébre {a, ,b./K) &_ (a,.,b./K), au sens que l'on a vrécisé dans la proposition
& 1P, e (as,0,/K), q D prop

2.2.4 [5,p.18 ], c'est-&-dire que (ai,X.N (bi)/F) ~ 1 pour 1 = 1,2.

X/F
D'aprés les relations (5.1 et 2}, il suffit de trouver b ,b,. dans K* tels que
P ) 12°2 ¢

N, (b)) =1-a_ et

= - = — e
K/F P 3 NK/F(b2) a_. On peut par exemple prendre b (1 ++a),

3 1 3

et on arrive & la conclusion gue 1'algdbre

A= (ay,-(1 + va )/K) & (a,,-va /K)
posséde une involution de seconde espdce gui fixe F, mais n'admet pas de descente
sur F adaptée & M = K(vg;5v§;).
Par ailleurs, A n'est pas un corps, car on peut trouver dans (a2,~JE;/K) un
€l€ment dont le carré est — {1 + VE;}. Done, A est semblable & un corps de quater-

nions sur K, qui poss@de une involution de seconde espSce qui Tixe F et qui, par

conséquent, admet une descente sur F.

L'algebre A admet donc une descente sur F. Par extension guadratigue, comme dans
la proposition 4.1, on obtient un produit tensoriel de trois alg@bres de quaternions

qui contient M mais ne se décompose pas de manidre adaptée & M.

En utilisent la proposition 5.2, on peut &tablir que 1'algdbre
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Va.,

3 2/K(Y,2)),

B = (a.1, -(1 +.~,~a—3)y/1{(y,z)) QK{Y,Z) (32,_

ol K,a, .2 ont la méme signification que précédemment et Y,7 sont des

2°%3
indéterminées sur K, posséde une involution de seconde espéce qui fixe F(Y,Z)

mais pas de descente sur F(Y,Z) adaptée & M(Y,Z).

Par ailleurs, on peut démontrer que B est un corps. Je ne sals pas si ce corps

admet une descente sur F(Y,Z).
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