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INTRODUCTION

Ce travall a pour objet de compléter certains résultats de [17]
ot 1'on a introduit, au chapitre 1, un complexe fini de grou-
pes abéliens associé a une extension abélienne finle d'exposant
2 de corps commutatifs, dans le but d’'étudier 1'homomorphisme
"symbole quaternionien®, du groupe k2 F de J. Milpor dans le
spus-groupe Br2 (F) du groupe de Brauer d'un corps F. Les prin-
cipaux résultats aobtenus 34 1'aide de ce complexe sont les sui-
vants : tout élément de Br2 (F) neutralisé par une extension
apélienne élémentaire de rang B de £ est la classe d'un produilt
tensoriel d'algebres de quaternions [17, cor.3.22) et il existe
des corps a involution de premiére espéce, de degré 8, gul ne
‘se décomposant pas en produit tensoriel d'algébres de quater-
nions [17, cor.2.21). L'existence de tels corps a été démon-

trée par S.A. Amitsur, L.H. Rowen et l’auteur [1].

On montre ici que le complexe définl dans [17, ch.1] peut B&tre
prolongé de telle sorte que le complexe prolongé associé & une
extension abélienne élémentaire de rang 4 est acyclique. Cette
propriété permet de retrouver, SOus une forme plus commode et
plus directe, plusieurs résultats du chapitre 3 de [17] et

d'expliquer certaines limitations qui y étaient ressenties

[17,p.92). De plus, les résultats ainsi obtenus permettent de
résoudre une question gui n'avait pu étre entiérement éclair-

cie précédemment (voir corellaire 6).

Dans le dernier paragraphe, on indique certaines relations en-
tre le complexe défini au paragraphe 1 et un autre complexe de

groupes abéliens, qui inptervient dans la théorie des formes
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quadratiques. Celui-ci a é&té introduit par R. Elman, T.Y. Lam
et A.R. Wadsworth, dans un article ([6]) qui m'e suggéré le

présent travail.

Dans ce dernier paragraphe, on montre que 1l’'exemple utiliss
par S.A. Amitsur, L.H. Rowen et 1l'auteur (1] pour construire
un corps a inveolution de premidre espéce qui ne se décompose
pas en prodult tensoriel de corps de guaternions permet d'ap-
porter une réponse négative & une question posée par R. Elman,
T.Y. Lam et A.R. Wadsworth [4, quest.6.3] ;1 cet exemple indi-
que aussi que dans certains cas, le complexe introduit par

R. €lman, T.Y. Lam et A.R. Wadsworth n'est pas acyclique. Ce
falt a également &té remarqué par A.R. Wadsworth, qui m'en a
comnuniqué une démonstration différente de celle qui est don-
née ici {18].
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§0 : Conventions et Notations

Tous les corps considérés dans ce travail sont supposés de
caractéristique différente de 2 et les algébres simples sant

supposées de dimension finie sur leur centra.

S1 F est un corps commutatif, on nnte F* le groupe multiplica-
tif des éléments non nuls de F et F le groupe quotient de F=

2
par F*°. La classe dans F d'un élément a de £ gst notée a.

Deux algébres simples A, B de méme centre F sont dites sem—
blables s8'11 y a des algébres de matrices M, M' sur F telles
que A G% MetB G% M*' soient isomorphes par un isomorphisme
qui fixe F. La relation de similitude est notée ~ et la clas-
se de similitude d'une algébre simple A est notée [A]l. Le pro-
duit tensoriel sur F induit une lol de groupe sur l'ensembls
des classes de similitude d'algébres simples de centre F. Ce

groupe est appelé groupe de Brauer de F ; on le note : Br(F).

Le noyau de 1'endomorphisme de Br(F) gui envoie tout élément
sur son carré est désigné par BPZIF}. 81 K est une extension
du corps F, 1'homomorphisme d'extension des scalaires, de
Br(f) dans B8r(K), est noté ext K/F 8t son noyau est noté

Br (K/F).

Soient a, b des éléments non nuls d'un corps F. On désigne

par (a, b/F) 1'élément de Br, (F) qui est la classe de 1'al-

2
gébre sur F dont une hase est (1, 1, j, k), avec les relations
1 est 1'unité, 1% = a, j2 = b, 1} = - 11 = k.

Une tells algebre est appelée algébre de quaternions sur F.
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Pour tout a € Fx, on définit un sous-groupe de F* par :

Ne (a) = x€F* | (a, x /7 F) =1} .

Les classes dans F des &lémepts de NF {a) forment un sous-

groupe de F, gque 1l’on note Ne (a}. Puisque les groupes NF (a)

et N_. (a) ne dépendent que de la classe de a dans F, on peut

F
aussl poser :

Ne (a8) = N (a) j NF (8) = Ne (a).

F
Deux formes gquadratiques g et Q'non dégénérées sur un corps F
sont dites semblables, ce que 1l'on note : g~ q', s'il y a des
formes hyperboliques h et h' sur F telles que les sommes ortho-
gonales g + h et @' + h' soient isométriques. L'anneau des clas-
ses de similitude de formes gquadratiques non dégénérées est no-
té WF ; c'est l'anneau de Witt de F. La classe de similitude
d'une forme non dégénérée q est notée E ou q~.

La forme guadratique dont une dlagonalisation est

a X2 +a X2+ ...+a x2
1 1 2 2 n'n

< > a9 > -
ast désignée par al. az, . an

L'ensemble des classes dans WF des formes dont la dimension
est paire est un idéal que 1'on note IF.

Four tout entier strictement positif n, on désigne par 1" F la
n-éme puissance de IF. On pose aussi I°F = WF.

On définit le diseriminant d'une forme guadratique

<al, az..... an> par :

-

n
d, (<a,a,...,a> = (-1 1 a8 oy etn)= atn-11/2.
¢ 1 2 n je1 1

Il est facile de vérifier que le discriminant induit un isomar-

phisme du groupe (additif) quotient de IF par I%F sur F.(voir
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[(7,p.38]). Comme les classes des formes <1,-a,-b,ab> engendrent
(additivement} I2F, 1’application qui envoie <1,-a,—b.ab5~ sur
(a,b/F) se prolonge de maniére unigue en un homomorphisme Ce

du groupe additif I%F dans Brz{F]. Cet homomorphisme est appe-

18 tnvariant de Witt.

Soit K une extension finie d'un corps F et s une application
F- linéaire non nulle de K sur fF. Toute forme bilinéaire sur
un espace vectoriel E sur K donne nalssance, par composition
avec s, a une forme bilinéaire sur E considéré comme espace
vectoriel sur F. On en déduit un homomorphisme du groupe addi-
tif WK dans WF, appelé transfert et noté s, (voir [7,ch.7]).
Le cas particulier suivant sera utilisé au §3 :; soit K une ex-
tension gquadratique d'un corps F et soit £ un &lément de K-F
tel que £2 € F., On définit une application F- linéaire de K
sur f par les conditions : s(1) = 0 ; s(£) = 1. Alors, pour

X
x €K', ona:

8, (<x> ) = <s(x)> . <1, —NK/F (x]>
8l s(x) # 0 (c'est-a-dire si x € K - F)

et s, ( <x> } =0 si s(x) =0 (c’est-a-dire si x € F).
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51 : Un complexe de groupes abéliens associé A& une extension

abélienne finie d’'exposant 2.

Dans ce paragraphe, F désigne un corps (commutatif, de caracté-
ristique différente de 2) et M une extension abé&lienne d'expo-
sant 2 de F, de rang fini non inférieur & 2. Soit S(M/F) 1'en-
semble des sous-corps de M contenant F, de codimension 2 dans
@ et soit [FI}F lennoyau de 1'homomorphisme naturel de E dans

M. Comme {M]F et F sont des espaces vectoriels sur le corps a

deux &éléments,on psut former leur produit tensoriel (M]F ®F.

S0it C(M/F) la suite de groupes abéliens :

- P oY ext ® Cor
® NF (m) + (mF ®F -+ Br, (F) ~» Br, (M) +® Br,(X)
nE(M)F XES{M/F)

Y ]
ou @ est l'homomarphisme qul envois (xm)mG[H]F sur E me X s

ol Y envoie 2; mex sur &@(m, x /F) et od ® Cor est la somme
des homomorphismes COPM/X de corestriction, de Br(M) dans Br(X).
I1 aest facile de vérifier gque cette suite est un complexe,
c’est-a-dire que le composé de deux homomorphismes successifs
est 1’'homomorphisme trivial. Les groupes d’homologie de ce com-
plexe C (M/F) en (ﬂ]F ® E, Br2(F] et BrZIM) sont notés respec-

tivement : N, (WFY, N, (M/F) et N, (M/F),

Soient 1 € {1,2,3} et n un entier strictement positif. On dit
que le corps F posséde la propriété Py (n) si, pour toute ex-
tension abélienne M de F, d'exposant 2, telle que

1< [M: Fl <27, 1e groupe N, (M/F) est réduit a 1'&lément
neutre ; on dit que le corps F possdde la propridté P, s'il

posseda la propriéfé Pi (n) pour tout entier n strictement
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positif.

Par exemple, tout corps quasi algébriguement clos {c'est-a-

dire : satisfaisant la condition €, [11, ch.10, §7]) posséde
évidemment la propriété Pi pour i = 1,2,3. En particulier, les
corps algébriquement clos, les corps finis, les extensionsde de-
gré de transcendance 1 d'un corps algébriquement clos possédent
ces propriétés, Dans [17,pp. 28 et 30], on montre que les corps
locaux {c'est-a-dire les corps complets pour une valuation dis-
créte dont le corps résiduel est fini) possédent les propriétés
P1 et P2 pour tout entier strictement positif n. Il rasulte du

corrollaire 13 ci-dessous que ces corps possedent éegalement la

propriété P Ce méme corollaire indique que les corps globaux

passédent 125 propriétés P2 et P3. Je ne sals pas s’'ils possé-
dent également la propriété P1.
Il est démontré dans [1, Th. 5.1)] (voir aussi [17, ch.4, §31)
qu'un corps de fractions rationnpelles en une indéterminée sur
le corps des nompres rationnels ne posséde pas la propriété

Py (3) et, dans {17, ch. 4, §1], on montre que le corps des

fractions rationnelles en deux indéterminées sur le corps des

nombres rationnels ne pusséde pas la propriété P1 (3).

Par ailleurs, il est clair que tout corps posseéde les proprié-
tés P, (1) et P2 (1). J.K. Arason [2, Cor. 4.8] a prouvé gue
tout corps posséde la propriété PS (1)}. D’aprés un théoreme de
C. Riehm [B, n® 5.5] et W. Scharlau [10], une algébre simple

A dont le centre K est une extension quadratique d'un corps F
paossede une involution de seconde espéce qui fixe F si et sau-
lement si Cor , ([A}) = 1 dans Br, {F). L’énonceé : "tout
corps posséde la propriété F’3 {1)" est donc équivalent au sui-

vant : "pour toute algébre simple A dont le centre K ast une
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extension guadratique d'un corps F, possédant une involution
de premiére espéce et une involution de seconde espéce qui fi-
xe £, il y a une algebre simple B de centre F, a involution de
premiére espéce, telle que A~ B 8% K”. Sous cette forme, la
propriété P3 (1) a également été établie, pour tout corps com-
mutatif, dans [14, Prop. 2.3]. L.H. Rowen en a également dopné

une démonstration [9, Th. 3.4].

Il est bien connu que tout corps posséde la propriété P1 (2).
(voir par exemple : [7, ch. 3, exerc. 12] , [12, p. 267],
[2, Lemma 1.7] [1, Lemma 6.3]. {17, Prop. 1.51}.

Cela signifie que si a,e =Py b1, b2 sont des éléments non nuls
d'un corps F, tels que (31. b1/F) = (62’ bz/F]. alors il y a

un élément x de F* tel que

[a1, b1 / F) = [61. x / F) = (62‘ x / F) = (az. b2 / F).

I1 est démontré dans [16, Th.1] {17, Prop. 2.13], que tout corps
posséde la propriété P2 (2). Enfin, les résultats du paragraphe
suivant montrent que tout corps posséde la propriété Py (2)
(voir corollaire 4}. D'aprés le théoréme de C. Riehm et

W. Scharlau indiqué ci-dessus, cela signifie que si une algébre
simple A, dont le centre L est une extension abé&lienne élémen-
taire de rang 4 d’un corps F, posséde une involution de premié-
re espece et, pour chaque extension gquadratique K de F contenue
dans L, une involution de seconds espece qui fixe K, alors il

y @ une algebre simple B de centre F, & involution de premiere
espéca, telle que A ~ B 8? L. Comme tout corps posséde la pro-
priéteé P1 {3), on peut en déduire aussi que sl une algébre sim-
ple A & involution de premiére espéce, dont le centre L est une
axtension abélienne élémentaire de rang 4 d’un corps F, est tel-

le que pour toute extension quadratique K de F contenue dans L
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il y a une algeébre simple BK a3 involution de premiére espéce,
de centre K, telle que A ~ BK ®K ., alors il y a une algébre
simple B & involution de premiére espéce,de centre F, telle que

A"'B@F L.
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§2. Une suite exacte associée & une tour d'extensions

Soit M une extension abélienne d'exposant 2 de F, de rang fini
non inférieur 3 2 et soit K un corps, autre gque F, compris en-

tre M et F.

L’objet de cette section est de donner une suite exacte qui re-
lie les groupes Ni (K/F) et N1 (M/F}, pour 1 = 1, 2, 3. Soit

S (M/f) l'ensemble des sous-carps de M contenant F et de codi-
mension 2 dans M. On définit de maniére analogue les ensembles

S (M/K) 8t S (K/F).

5i Y est un sous-corps de M, contenant F mais non K et de codi-
mension 2 dans M, (c'est-a-dire : Y € S (M/F) - § (M/K)) alors
le corps Y N K contient F et est de codimension 2 dans K [c'est-

a-dire : YN K € § {K/F)).

Soit s l'application de S {M/F) - S8 (M/K) sur S (K/F) ainsi
définie :

Onadanc : s Y = Y NK, Il est aisé de vérifier que cette ap-
plication est surjective et qu'elle envoie tout élément de

S (M/F) - 8 (M/K) sur 1'uniqus élément de S (K/F) gu'il con-
tient.

Soit o (ou a ) 1' homomorphisme de ® Br,, (X)
M/K/F X € S(K/F) 2
dans ® Br2 (Y) défini de la maniére sui-
Y € S(M/F)
vante i
a[xx] Co= (yY)
X € S(K/F) Y € S(M/F)
avec yy = ext, [st) pour Y € S{(M/F) - S(M/K)

et yy = 1 pour Y € S(M/K),

S1 Y € S(M/F) - S(M/K) et X = s Y, il est bien connu que le
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diagramme suivant est commutatif : (voir [3, n® 32.3)])
ext
Brz[K] — BFZ[N]

Corl lCOP

Br2[X] = Br,(Y)
ext
D'autre part, si Y € S(M/K), alors 1'homomorphisme COFM/Y'BXtM/K
de Br(K) dans Br (Y] est 1’homothétie de repport 2 ; 1'image de

BP2 (K} dans Br2 (Y) par cet homomorphisme est donc triviale.

Ces observations montrent gue le diagramme suivant est commuta-

Eif ;
BPZ[F] = BF2(F)

| |

ext ext
ext
1+ Br2 (M/K) » Br2 (K) = Br2 (M (*).
& Corl & Corl l ® Cor
a
1+ kera =»> & Br2 (X} -~ @ Br2 (y)
XES(K/F) YES(M/F)
Soit NS (M/K/F) le groupe d'homologie en Br2 (M/K) de la suite:
ext @® Cor
Br2 {M/F) — BFZ {M/K) e ® BPZ[X]
XES[K/F)

(On peut évidemment remplacer le dernier terme par ker o).

La commutativité du diagramme (*) entraine la conclusion sui-

vante

1.LEMME : Le noyau de 1'homomorphisme de N3 (K/F} dans N3(M/F3

nduit par ext est N3 (M/K/FY.

M/K
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Remarques : 1) Ona : kera = ©® (1 Br,, (Y/X].
XES(K/F) YEs 'X

2) Dans le cas ol M est une extension quadratique

de K, l'image de Br, (K) dans Br2 (M) par 1'homomorphisme

2

thM/K est le noyau de 1'homomorphisme COPM/K' car le corps K

posséde la propriété P3 (1) ; cette image contient donc le no-

M/Y " Le diagramme (*} donne wune suite exac-

yau de & Cor
YES(M/F)
te ;

NB (K/F) » N3 {M/F) + coker (® Cor : BPZ[M/KJ -+ ker a),

Soit Déc (M/F) 1'image de (M}F ® F dans Br,, (F} par 1'homomor-

2
phisme Y défini dans le complexe C (M/F). Le groupe N2 (M/F)

est donc le quotlent de Br, (M/F) par D8c (M/F1.

2. LEMME : Avec les notations ci-dessus, 1l y a une suite exac-

te :
Nz (K/F} - N2 {M/F) » H2 (M/K/F) - N3 (M/X/F) » 1

od H2 {M/K/F) est le groupe d'homologie en Br, (M/K) de la

sutte ¢ ext ® Cor
Déc (M/F) BF2 {(M/K) - @ Br, {X)
XES(K/F)

et ou les homomorhismes sont naturels.

En effet, le diagramme suivant est commutatif et peut &tre con-

sidéré comne une sulte exacte de complexes :

1 > Dée (M/F) » Br2 (M/F} ~ N2 (M/F) -+ 1

¥ +
Brz[N/K] = Br2 (M/K)
+ 4
@ Br2 (X} = @ Br2 (X}
XES(K/F) XES(K/F)
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On en déduit la suite exacte d'homologie :
1+ Déc (M/F) N Br2 (K/F) - Br2 (K/F) = N2 (M/F) »

- H2 (M/K/F) > N3 (M/K/F) -+ 1,

d’'od le lemme.

Seit C (M/K/F) le complexe de groupes abéliens

- P -y ® Cor
® N_(m) = (M), ®&®F + Br_ (M/K) >+ ker w
F K 2
mE(M]F-(K]F

oll les homomorphismes @ et E'sont définis de la maniére suivan-

te : (voir [17, ch. 1,§ 38])

M/K/F

® fxm] = E p [m) & X
m

m € [M]F - (K)F

{(l'application p étant 1'épimorphisme canonigue de [M]F sUT
{M]K] |
o =
Yy ( E m & xm] @ (m, xm / K.
m m
On désigne par H{j (M/K/F) le noyau de @ et par H1 (M/K/F),
H, (M/K/F), les groupes d'homologie du complexe C (M/K/F) en

il

[I"I]K @ F et Br, (M/K) respectivement. (Il est immédiat que cet-

2
te definition du groupe H2 (M/K/F) est équivalente & celle don-
neée plus haut). Les résultats précédents permettent de modifier
les derniers termes de la sulte exacte associée & une tour d'ex -

tensions ([17, Prop. 1.9]).

3. PROPOSITION : Soit M une extension abélienne d'exposant 2

d'un corps F, de rang fini non inférieur d 2 et soit K un corps
autre que F, compris entre M et F. Il y a une suite exacte :
HD (M/K/F) **N1(K/F} > N, (M/F) H1EM/K/F) -
> N2(K/FJ > NZ{M/FJ - HZ[M/K/FE >
-+ Nj[K/F] - NSEM/F]
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ou les homomorphismes sont naturels.

Cela résulte immédiatement des deux lemmes précédents et de la

proposition 1.9 de [17].

Dans le cas ou M est une extension guadratique de K, on peut
ajouter un terme & la suite exacte ci-dessus, d'aprés la deu-

xiléme remarque gui sult le lemme 1.

4. COROLLAIRE : Tout corps commutatif posséde la propriété P3(2].

Soit M une extension abélienne élémentaire de rang 4 d'un corps
F et soit K une extension quadratique de F contenue dans M.
Comme F posséde la propriété P3[1}, on a N3 (K/F) = 1. Compte
tenu de la proposition 3 (ou du lemme 1) et des remargues qui
sulvent leg lemme 1, i1 suffit, pour démontrer le corollaire,
K/F de Br2 {M/K) dans

A Br2 (X/F) est surjectif.
XES(M/F)-{K}

de prouver que 1'homomorhisme Cor

Soit {K', k*} = § (Mm/F) - {K} et soit

Br2 (K*, K* / F} = BF2 (K* /7 F1 N Br2 (K" 7 F).

Soient encore a, a' des éléments de F tels que

(K = (1, &) et (K')_ = {1, 5°} . On a donc (k") {1, & &)

K/F de Br2 (M/K) dans

Br2 (K', K"/F) est surjectif, il faut prouver que tout élément

Four montrer que 1°'homomorphisme Cor

de Br2 (K', K*/F) peut s'écrire sous la forme :
_ 1 X

(a’, NK/F (x) 7/ F), avec x € K .

Cela resulte immédiatement du corollaire 1.10 de [17].

En volci une démonstration directe : tout é&lément de

BP2 (K',K"*/F) peut s'écrire (a',u/F), avec u € Fx, et aussi
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(a a',y/F), avec v £ F*. De 1'8galité : (a’',u/F) = (aa',v/F)
et du fait que F possiéde la propriété P1[2]. on déduit 1'exis-

tence d'un élément w de Fx, tel que
(a', u/F) = (&', w/F) = (aa', w/F) = (aa', v/F).

Ces épalités montrent que w € NF (a) 5 il y a donc un élément

x de K* tel gue w = NK/F {x) et la démonstration est achevée.

5. COROLLAIRE : Soit M une extension abéliemme d'exposant 2
d'un corps F, de rang fini non inférieur d 2 et soit K une ex—
tenstion de F contenue dans M, de rang [K : F] = 2 oy 4.
L'homomorphisme d'extension des scalaives de F d K, induit wn

Lsomorphisme de N2 (M/F) sur H2 (M/K/F).

Cela résulte immédiatement de la proposition 1.3 et du fait que

tout corps possiéde les propriétés P2 (2) et P3 (2).

D'aprés le thérodme de Riehm et Scharlau mentionné plus haut,

BPZ[N/K] J (F}

le groupe H2 (M/K/F) est le groupe noté dans
DD (M/K/F)

[17], lorsque K est de rang 2 sur F. On retrouve donc le corol-

laire 3.5 de [17] . Lorsque M est de rang 8 et K de rang 4 sur
F, le corollaire précédent donne la mé&me conclusion que la pro-

position 4.2 de [14].

La proposition 1.3 permet ggalement de répondre a une gquestion
qui n'avait pu &tre résolue dans [17, p. 39] : Pour tout en-
tier positif n, un corps complet pour une valuation discréte
posseéde la propriéte P2 {(n) si et seulement si son corps rési-
duel (que 1'on suppose de caractéristique différente de 2} 1la

possede. Il ne restait en fait gu'a démontrer le résultat
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suivant

6. COROLLAIRE : Soit F un corps complet pour une valuation dis-
créte, de corps résiduel F de caractéristique différente de 2
et g0it M une extension abélienne finie d'exposant 2 de F de
corps résiduel M. Si l'extension M/F est ramifiée, alors L'ho-
momorphisme naturel de N2 (M/F) dans N2 (M/F) est un isomor-

phisme.

Comne 1'extension M/F est abélienne d'exposant 2, son indice

de ramification est 2. Soit K/F 1la sous-extension non ramifide
maximale de M/F.

0'aprés la proposition 1.12 de (171, i1 Yy a un isomorphisme na-
turel da N2 (M/F) sur N2 (K/F}, et, d'apris la proposition 1.13
de [17], 1’homomorphisme naturel de N2 (K/F) dans Nz[N/F] est
injectif. Il suffit donc de prouver que ce monomorphisme natu-
rel est surjectif.

On peut évidemment supposer K # F. D'aprés la proposition 3

(ou le lemme 2), 11 suffit de démontrer que H2 (M/K/F) = 1,
c’est-&4dire que la suite

ext ® Cor
Déc (M/F) - Br_ {(M/K) > @ Brz {Xx)
2 XES(K/F}

est exacte.
On commence par introduire quelques notations

Soit W un &lément de F* tel qus T € [MJF - [KJF. Comme M est
une extension quadratique de K, le seul glément non trivial de

{M]K est la classe de 7.
Tout élément de Br2 (M/K) peut s'écrire sous 1la forme

u = {m, x/K), avec x € Kx.
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-

quitte & remplacer x par -7x, on peut supposer que X est dans

1'image canonique de K dans K. (Voir [7, ch. 6, cor. 1.3]).

51 cet élément u sst dans le noyau de ® Cor, alors on a :

(m, /% (x)€ Nx(ﬂ)

NK/X (x) / X) 1 pour tout X € S(K/F), donc NK

pour tout X € S(K/F}.

Comme m € X - X, on a Ny (m) = {1, - w}. ([17, prop. 1.11] ;
{13, ch. 2. prop. 3.4}).

D'autre part, comme X est dans 1'image de é dans K, la classe
de NK/X {x) dans ; est dans 1l'image de_i {vair par exemple

[11, ch. 5, p.881) ; par conséquent NK/X (x} est un carré dans
X, pour tout X € S{K/F). D'aprés un théoréme de R. Elman,

T.Y. Lam et A.R. Wadsworth [6, Th. 2.1}, cela impliqus gque %
appartient a8 1'image de ; dans i. Il est alors &vident que

{m, x/K) est dans 1'image de Déc (M/F) par ext et la démons-

K/F
tration est achevée.
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§3 : Relations avec 1la théorie des formes quadratigues

Dans ce paragraphe, F désigne un corps (commutatif, de caracté-
ristique différente de 2) et M est une extension abélienne fi-
nie d'exposant 2 de F.

On désigne par WIM/F) le noyau de 1'homomarphisme naturel
{d'extension des scalaires) de WF dans WM st par WD(M/F] le
sous-groupe de W(M/F) défini par :
WO(M/F) = ¥ W(K/F),
KEQ(M/F)
ot Q(M/F) est 1'ensemble des exten slons guadratiques de F con-

tenues dans M.

Soit S(M/F) 1'ensemble des sous-corps de M contenant F et de
codimension 2 dans M.

Pour chague X € S(M/F}, on choisit un 8lément £ dans M-X, tel
que 52 € X, et on définit un transfert S, de WM dans WX & 1'ai-

de de 1'application X- linéaire qui enveoie 1 sur O et £ sur 1.

Dans {4] et [B) , (voir aussi [5]), R. Elman, T.Y. Lam et A.R.
Wadsworth ont définil les notions de 1- docilité et de 1- doci-
lité forte : on dit gue le corps F est 1- doecile (*1- amena-
ble") si, pour toute extension abélienne finie M de F, d'expo-
sant 2, on a W(M/F) = WD(M/F) ; le corps F est fortement 1-
docile ("strongly 1- amenable") si, pour toute extension abé-
lienne finie M de F, d'exposant 2, la sulte de groupes abé-
liens : .
@ 5x
O+ WD (M/AF) + WF > WM - ® WX,
XES(M/F)

aque 1'on note WM/F‘ est exacte.
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L'objet de ce paragraphe est d'étudier les relations entre les

complexes wM/F et C(M/F).

Pour alléger les notations, on pose, pour tout entier positif

n,
I (M/F) = Win/F) A I F

I" DM/F) = wo(M/F) AITF

— n -— ]
1" (m/F) = Eﬁégéﬁl—-et 1" DeMsE) = 3%5%5!EJ~—-
™) ™ omse)

(Par convention, I° (M/F) = W(M/F) et I°D(M/F) = WD (M/F) y,

Les groupes I1 D{M/F) et Izﬂ[M/F] sont caractérisés par le

lemme suivant

7. LEMME : On a : IT'D(M/F) = wO(M/F) = § 1" (K/F)
B KEQ(M/F)
et TDM/F) = § 12 (K/F).
KEQ(M/F )

Les deux premiéres égalités
sont immédiates, car toute forme sur F qul devient hyperboli-

que sur une extension de F est évidemment de dimension paire.

On a done W(M/F) = T' (M/F) et WK/F) = I (K/F), pour K € Q(M/F) .
Pour établir la derniére eégalité, 11 suffit de montrer que

12 D(M/F) est inclus dans ) I2[K/F], car 1'inclusion ré-
KEQ(M/F)

ciprogue est évidente.

. . R x -
Soit [unGEA une famille d’'éléments de F~ telle qus (nh]aeA
soit une base de {H]F. En utilisant [7, ch.7, thm 3.21, 11

n'est pas difficile de voir que
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WD(M/F) = §  WF. <1, - m> "
a€A

(C'est ainsi que R. Elman, T.Y. Lam et A.R. Wadsworth définis-
sent WO(M/F) : voir {4]).

Tout élément g de WO(M/F) peut donc s'écrire comme une somme

q = E » <1, - m }~.
a€A % &

Pour achever la démonstration, 1l suffit de prouver que si

g € 12 F, alors q € IF pour tout o € A, Soit

B={a€nA | Ay ¢ IF}. En appliquant 1’homomorphisme "discri-
minant” d+ aux deux membres de 1'équation ci-dessus, on trou-

ve, si g € 12 F

1 =717 d { « <1, - m >7).
a€EA z qa a

Tous calculs faits, le membre de droite est égal a

T ma.
a€B

C 1 .
omma la famille {@a}aﬁﬁ est une base de (MIF, 1'égalité

1= TT M.
a€El a

implique que B est vide, ce qui termine la démonstration.

8. CORQLIAIRE : On a I° D(M/F) = 0. L'isomorphisme "discrimi-
nant d+ induit un tsomorphisme de T D(M/F} sur (M) et 1'in-
variant de Witt induit un épimorphisme de I2 D(M/F} sur

Déc (m/F).

Cela résulte immédiatement du lemme précédent et de 1a commu-

tativité des diagrammes :
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IZF_—-——-+ Br_ (F)

—

1)
N

ra—

1

K —— K I K —— B (K)
d+ Cy

pour K € Q(M/F),

D'aprés Arason [2. Satz 3.3} pour X € S(M/F) et pour tout en-
tier positif n, 1'image par 5, de " M est incluse dans I" X4

On peut donc considérer pour tout entier positif n, le complexe

de groupes abéliens ;
@s*
0-+>1"DMF)+I"F>1"M - ® 1" x.
XES(M/F)

. n
que 1l'on note I M/E "

La suits IZM/F est plus facile & comparer au complexezc[ﬂ/F],
car 1l'invariant de Witt définit un homomorphisme de I° F dans
Br2 (F). On commence par prouver, par deux réductions succes-
sives, que 1'homologie de la suite wM/F est la méme que celle

2
de la suite I M/F *

S. LEMME : L'homologie du complexe WM/F est naturellement iso -

morphe & celle du complexe I1M/F'

Pour tout entier positif pn, on désigne par EﬂM/F le complexe

suivant ds groupes ab&liens :
@s*
=n
15 B ® I Xx.
XES(M/F)

0+T"DM/F) >+ T "FaTO

C'est le conoyau du monomorphisme cancnique du complexe

I n+1 vers le c 1 In
M/F Ve e complexe M/F

Comme le complexe I°

M/F &st acyclique, la suite exacte d'homolo-
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gle associée & la suite exacte de complexes :

1 —0
O Tue ™ Wasr > 1 e

donne les isomarphismes cherchés.

=+ 0

10. PROPOSITION : L'homologie du complexe W est naturelle-

ment isomorphe a4 celle du complexe I;/F'

D'aprés le lemme, il suffit de démontrer que 1'homologie du

M/F

complexe I;/F est naturellement isomorphe a celle du complexe
Im/F‘ La démonstration est semblﬁble a celle du lemme. Il suf-
fit de prouver que le complexe IM/F @5t acyclique. Pour cela,
on utilise 1'isomorphisme d+ ("discriminant”) de I F sur F-

Cet 1somorphisme transforme la suite I;/F en :
- ®y -

1 + (M]F -+ E + M ® X
XES(M/F)
od ® N est la somme des homomorphismes de ﬁ dans i induits par
les homomorphismes *norme” NM/X de M° dans X~, Cette derniére
suite est exacte, d'apres un théoréme de R. Elman, T7.Y. Lam
et A.R. Wadworth. {6, Th. 2-1). La proposition en découla.

17. PROPOSITION : L'Znvariant de Witt induit des h omomorph 18 -

mes des groupes d'homologie du compleze Ifm: en 12§ et 1° M

dars les groupes N2 (M/F) et N3 (M/F), respectivement.

Le corollaire 8 indique que 1'image de 12 DM/F} par 1'inva-
riant de Witt ¢ est le groupe Déc (M/F). En utilisant un théo-
réme de J.K. Arason [2, Satz 4.18], on peut vérifier que le

diagramme suivant est commutatit :
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@s*

0+ 12 0/F) + T2 F>12mM o ® 1°x
1 1 1 XES(M/F) 1
CF Cr Cy ® Sy
® Cor
1> Dée (M/F) + Br, (F) > Br, (M - ® B, (x)
XES(M/F)

d'od la proposition.

12. COROLLAIRE : Soit M une extension abélienne élémentaire
d'un corps F, de rang 8, L'invariant de Witt induit un épimor-
phisme du quotient de WIM/F) par WO(M/F} sur Nz(M/F).

Cela résulte des propositions 10 et 11, et du fait que tout
€lément de Brz(M/F] est dans 1'image de 1'invariant de Witt Cp -
({151, (16, Th.2]1}.

Comme d'aprés [1, Th. 5.11, [17, ch. 4, §3], 1e corps Q(t) des
fractions rationnelles en une indéterminée t sur le corps des
nombres rationnels posséde une extension M abélienne é&léman-
taire de rang 8 telle que NZ(N/U(t)] n'est pas réduit a 1'élé-
ment neutre, ce corollaire montre que le corps 0O(t) n'est pas
1- docilae.

{Le corps M est obtenu en adjoignant & Q(t) des racines carrées

de t, de -1 et ds t2 + 1).

D'apregs une proposition de R, Elman, T.Y. Lam et A.R. Wadsworth,
[5, Prop. 3.4], les extensions de rang 4 de Q{t) contenues dans
M ne sont pas excellentes, (voir {4, §2]). Cette observation

permet de répondre négativement & la question 6.3 de [4].

A.R. Wadsworth m'a communiqué une autre démonstration, utili-
sant également 1'exemple de [1), du fait que 1le corps @(t)

n'est pas 1- docile. Il démontre en fait le résultat suivant
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[8]:

pour qu'une extension L/F abélienne dlémentaire de rang 4 soit
excellente, tl faut et il suffit que, pour toute extension M/F,
abélienne élémentaire de rang 8, contenant t, le groupe Nz(M/F]
801t réduit d l'élément neutre. En particulier, un corps possé-
de la propriété P2{3] sl et seulement si toute extension abé-

lienne élémentaire de rang 4 est excellente.

Par ailleurs, la proposition 11 permet de donner des exemples
de corps possédant les propriétés P2 st P3, a 1'aide des exem-
ples de corps fortement 1- dociles indiqués dans 1'article de

R. Elman, T.Y. Lam et A.R. Wadsworth déja cite [6].

13. COROLLAIRE : 57 un corps F est fortement 1- docile et que,
pour toute extension abélienne finie M d'exposant 2, tout &lé-
ment de Br,(M} est la classe d'une algébre de quaternions,
alors f possdde les propridtés P, et Py

En conséquence, les corps locaux {c'est-a-dire les COrps com-
plets pour une valuation discréte, dont le corps residuel est
fini), dyadiques ou non, les corps globaux, les extensions de
degreé de transcendance 1 du corps des nombres réels possedaent

les propriétés P, et P, ([6, Cor. 3.5, Prop. 3.6, Th. 3.7]).
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