
QU’EST-CE L’ADMISSIBILITÉ
DE NELSON MARTINS-FERREIRA?

TIM VAN DER LINDEN

Résumé. In his Ph.D. thesis [MF08a], Nelson Martins-Ferreira introduced a
technical condition (for a certain type of diagram in a category) which he
called admissibility. His first aim was to efficiently describe internal categor-
ical structures, but the flexibility of the condition allowed him to use it for
expressing commutativity conditions as well.

Admissibility allowed us to conveniently describe the so-called Smith is
Huq condition [MFVdL12, HVdL13] and its close relationship with weighted
commutativity [GJU14, MFVdL14]. We were, however, not entirely happy to
be using a pure technical definition which at first sight does not seem to have
a conceptual meaning. Clearly it should model commuting in some sense, but
for which kind of objects?

The aim of my talk is to explain that admissibility is indeed a commut-
ativity condition, namely for the same objects that answer the question raised
in [MFMUVdL15].
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1. Introduction

L’admissibilité est une condition technique, en fait une piece de terminologie,
introduite par Nelson Martins-Ferreira dans sa thèse de doctorat [MF08a] 1. Nelson
avait besoin d’une manière pour exprimer que dans une certaine situation, une
certaine flèche existe. Je donnerai les détails plus tard. Le but de mon exposé est
de faire de la publicité pour cette condition technique en donnant des exemples
concrets, mais aussi de fournir une explication conceptuelle.

Pourquoi cette condition m’intéresse-t-elle? Elle est d’une flexibilité énorme, qui
a permis à Nelson de décrire des structures catégoriques internes (c’était son but
dans [MF08a]) tout comme des conditions de commutativité (à la Smith ou à la
Huq). Dans notre travail sur les categories internes avec Manfred Hartl [HVdL13],
c’était exactement ce qu’il nous fallait pour pouvoir décrire la condition Smith =
Huq en termes de commutateurs de Higgins. Puis, dans [MFVdL14], on s’est aperçu
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1. Étudiant de George Janelidze à Aveiro (Portugal). Pendant son travail de doctorat les Ja-
nelidze ont déménagé vers l’Afrique du Sud, et il a donc présenté et défendu sa thèse à Cape
Town.
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2 TIM VAN DER LINDEN

qu’aussi le commutateur pondéré de [GJU14] peut être exprimé en utilisant la notion
d’admissibilité.

Ce qui nous embêtait en utilisant cette terminologie est le manque d’une expli-
cation conceptuelle. Il était clair que d’une certaine manière, l’admissibilité doit
modeler la commutativité—le fait que deux choses commutent—mais pour quel
genre d’objet? On était très content donc d’apprendre, en étudiant les idéaux en
collaboration avec Nelson Martins-Ferreira, Andrea Montoli et Aldo Ursini dans
l’article [MFMUVdL15], qu’en effet une telle explication conceptuelle existe. En
fait, la réponse à cette question-ci est exactement la même que celle à la question
posée dans [MFMUVdL15].

2. La condition d’admissibilité; les structures catégoriques internes

Dans sa thèse [MF08a], Nelson travaille dans le cadre d’une catégorie qui est
pointée, régulière et faiblement de Mal’tsev [MF08b].

Définition 2.1. Une catégorie finiment complète C est faiblement de Mal’tsev
si, pour tout produit fibré d’épimorphismes scindés

AˆB C

π1

��

π2

,2 C

g

��

e2lr

A

e1

LR

f
,2 B

s

LR

rlr

les morphismes e1 “ x1A, s˝fy et e2 “ xr˝g, 1Cy, induits par la propriété universelle
du produit fibré, sont conjointement épimorphes.

Rappelons que C est une catégorie de Mal’tsev si et seulement si pe1, e2q sont
conjointement fortement épimorphes [Bou96, BB04]. Dans la suite on travaille donc
dans une catégorie pointée, régulière et faiblement de Mal’tsev C.

Définition 2.2. Un diagramme d’admissibilité (aussi appelé cerf-volant, ou
kite en anglais, par Nelson) est un diagramme de la forme

A
f ,2

α

�%

B
r

lr
s

,2

β

��

C
glr

γ

y�
D

(A)

où f˝r “ 1B “ g˝s et α˝r “ β “ γ˝s.

En prenant le produit fibré de f avec g, on obtient un diagramme

C

e2
w�

g

�$

γ

"*
AˆB C

π2

7A

π1

�'

B

r

z�

s

Zd

β ,2 D.

A

f

:D
e1

]g

α

4<

Définition 2.3. Le triple pα, β, γq est admissible relatif à pf, r, g, sq s’il existe
un morphisme ϕ : AˆB C Ñ D tel que ϕ˝e1 “ α and ϕ˝e2 “ γ. On dit aussi alors
que le cerf-volant (A) est admissible (il vole).
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Lemme 2.4. Un tel morphisme ϕ (que dans la suite on appellera un connecteur)
est forcément unique.

Démonstration. Si aussi ψ˝e1 “ α and ψ˝e2 “ γ, alors ψ˝e1 “ ϕ˝e1 et ψ˝e2 “ ϕ˝e2.
On a donc ϕ “ ψ car e1 et e2 sont conjointement épimorphes. �

Remarque 2.5. Dans le cadre faiblement de Mal’tsev, l’admissibilité est donc une
condition, et non une structure additionnelle, d’un cerf-volant donné.

Comme exemple d’application de cette terminologie dans l’étude des structures
catégoriques internes, mentionnons le théorème suivant [MF08a] (déjà connu sous
une autre forme [CPP92]—voir la prochaine section).

Théorème 2.6. Un graphe réflexif

C1

d ,2

c
,2 C0elr d˝e “ 1C0 “ c˝e

est une catégorie interne si et seulement si le cerf-volant

C1

d ,2 C0
e

lr
e

,2

e

��

C1

clr

C1

est admissible.

Démonstration. La condition d’admissibilité nous donne une flèche

m : C1 ˆC0 C1 Ñ C1

telle que m˝x1C1
, e˝dy “ 1C1

et m˝xe˝c, 1C1
y “ 1C1

. Ce m est donc une structure
de graphe multiplicatif sur le graphe réflexif donné, qui « envoie une paire

px, yq ¨ ¨
xlr ¨

ylr

sur sa composée mpx, yq ». Cette multiplication a déjà des unités à gauche et à
droite. Il suffit maintenant de montrer que dans une catégorie faiblement de Mal’-
tsev, tout graphe multiplicatif est une catégorie interne: que la multiplication est
automatiquement associative, et que d˝m “ d˝π2 et c˝m “ c˝π1.

On montre, par exemple, que d˝m “ d˝π2 en constatant que les flèches d˝m et
d˝π1 sont toutes les deux connecteur du cerf-volant

C1

d ,2

d

�%

C0
e

lr
e

,2 C1.
clr

d

y�
C0

En effet,
#

pd˝mq˝x1C1 , e˝dy “ d “ d˝e˝d “ pd˝π2q˝x1C1
, e˝dy,

pd˝mq˝xe˝c, 1C1
y “ d “ d˝1C1

“ pd˝π2q˝xe˝c, 1C1
y.

Le résultat suit donc du Lemme 2.4. �

C’est de telle manière que Nelson Martins-Ferreira utilise l’admissibilité dans sa
thèse [MF08a].
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3. La commutativité pondérée

Bien sûr la Définition 2.3 a été fort inspirée par la notion de connecteur entre deux
relations d’équivalence [BG02, BB04], et l’approche à la théorie des commutateurs
de Borceux et Bourn en général. En effet, simplement par définition, étant donné
deux congruences

R
r1 ,2

r2
,2 XiRlr iS ,2 S

s1
lr

s2lr

sur un objet X, les relations R et S commutent dans le sens de Smith (ou sont
connectées dans la terminologie de [BB04], voir aussi [Smi76, Ped95]) si et seulement
si le diagramme

R
r1 ,2

r2

�%

X
iR

lr
iS

,2 S
s1lr

s2

y�
X

est un cerf-volant admissible. (En fait, dans [BB04], on inverse les rôles de r1 et r2;
par symétrie de R on obtient une notion équivalente.) De la même manière, étant
donné un cospan

K
k ,2 X L

llr

sur on object X, les flèches k et l commutent dans le sens de Huq (collaborent
dans [Bou04], voir aussi [Huq68, BB04]) si et seulement si le diagramme

K ,2

k

�%

0lr ,2

��

Llr

l

y�
X

est un cerf-volant admissible.

Les deux notions ont été unifiées dans l’article [GJU14] où on introduit le concept
de commutativité pondérée dans le cadre d’une catégorie homologique finiment co-
complète [BB04].

Définition 3.1. Dans une catégorie homologique finiment cocomplète, un cospan
pondéré est un triple de morphismes

W

w

��
X

x
,2 D Y

y
lr

(B)
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dans lequel px, yq joue le rôle de cospan et w est le poids. Considérons le produit
fibré

W ` Y

p 1W 0 q

�'
pW `Xq ˆW pW ` Y q

π2

3:

π1

$,

W

W `X

p 1W 0 q

7A

et le diagramme extérieur

W `X

@

1W`X ,ιW ˝p 1W 0 q

D

,2

pw x q

&-

pW `Xq ˆW pW ` Y q

ϕ

��

W ` Y

@

ιW ˝p 1W 0 q,1W`Y

D

lr

pw y q

ry
D

induits. Dans [GJU14] on dit que les morphismes x et y commutent au-dessus
de w si et seulement si une flèche ϕ (appelée une multiplication interne) existe
telle que le diagramme reste commutatif.

Remarque 3.2. Il est immédiatement clair par définition que les morphismes x
et y commutent au-dessus de w si et seulement si le cerf-volant

W `X
p 1W 0 q ,2

pw x q

�'

W
ιW

lr
ιW

,2

w

��

W ` Y
p 1W 0 qlr

pw y q

w�
D

est admissible. Il est aussi possible (mais un peu plus difficile) de montrer que,
réciproquement, l’admissibilité peut être exprimée comme une commutativité pon-
dérée: voir [MFVdL14].

Remarque 3.3. Comme l’explique l’article [GJU14], et tout en accord avec la re-
marque précédente, en prenant W “ 0 on retrouve les paires collaborantes (x et y
commutent au-dessus de 0 ssi ils commutent dans le sens de Huq), et w “ 1D
capte les congruences commutantes dans le sens de Smith (les normalisations res-
pectives x et y de deux congruences R et S sur D commutent au-dessus de 1D si
et seulement si R et S sont connectées, point de vue menant vers le commutateur
d’Ursini [Man12]).

4. Conditions en termes des commutateurs de Higgins

Restant pour le moment dans le cadre d’une catégorie homologique finiment
cocomplète, on donne une analyse de l’admissibilité en termes du commutateur
(binaire et ternaire) de Higgins [Hig56, MM10, HL13, HVdL13].

Définition 4.1. Étant donné deux sous-objets k : K Ñ X et l : L Ñ X d’un
objet X, leur commutateur de Higgins rK,Ls ď X est l’image du morphisme
induit

K ˛ L
� ,2ιK,L ,2 K ` L

p k l q ,2 X,
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où
K ˛ L “ Ker

`v

1K 0
0 1L

w

: K ` LÑ K ˆ L
˘

.

Remarque 4.2. Comme expliqué dans [GJU14], le commutateur binaire de Higgins
peut être vu comme un commutateur pondéré.

Remarque 4.3. L’objet K ˛ L (et aussi l’objet K ˛ L ˛M défini en bas) est un
exemple d’un co-smash produit [CJ03].

Définition 4.4. Si m : M Ñ X est un troisième sous-objet de X, alors le com-
mutateur ternaire (de Higgins) rK,L,M s ď X est défini comme l’image de la
flèche composée

K ˛ L ˛M � ,2ιK,L,M ,2 K ` L`M
p k l m q ,2 X,

où ιK,L,M est le noyau du morphisme

K ` L`M

$

’

’

’

%

iK iL 0
iK 0 iM
0 iL iM

,

/

/

/

-

,2 pK ` Lq ˆ pK `Mq ˆ pL`Mq.

Le théorème suivant [HVdL13] exprime d’admissibilité des cerfs-volants en termes
des commutateurs de Higgins.

Théorème 4.5. Le cerf-volant

A
f ,2

α

�%

B
r

lr
s

,2

β

��

C
glr

γ

y�
D

est admissible si et seulement si

rK,Ls “ 0 “ rK,L,Bs

où

K

� �%

� ,2 kerpfq ,2 A
f ,2

α

�%

B
r

lr
s

,2

β

��

C
glr

γ

z�

L

?z�

�lrkerpgqlr

K ,2
k

,2 D Llr
l

lr

k : K Ñ D est l’image de α˝ kerpfq, l : L Ñ D est l’image de γ˝ kerpgq et B est
l’image de β. �

Comme une conséquence immédiate du Théorème 2.6, on trouve [HVdL13] une
version générale de la caractérisation des catégories internes, valide dans les groupes
[Lod82, Mac98] où le commutateur ternaire est invisible, car inclus dans le commu-
tateur binaire:

Corollaire 4.6. Un graphe réflexif

C1

d ,2

c
,2 C0elr d˝e “ 1C0 “ c˝e

est une catégorie interne si et seulement si

rKerpdq,Kerpcqs “ 0 “ rKerpdq,Kerpcq, Impeqs
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où

Kerpdq
�  )

kerpdq

'.

� ,2 kerpdq ,2 C1

d ,2 C0
e

lr
e

,2

e

��

C1

clr Kerpcq3u~

kerpcq

pw

�lrkerpcqlr

C1

et Impeq est l’image de e. �

La commutativité pondérée s’exprime de façon suivante [MFVdL14].

Corollaire 4.7. Étant donné un cospan pondéré

W

w

��
X

� ,2
x

,2 D Y,
�lr

y
lr

où x et y sont des monomorphismes normaux, alors x et y commutent au-dessus
de w si et seulement si

rX,Y s “ 0 “ rX,Y, Impwqs.

Démonstration. Dans le diagramme

W 5X

� �(

� ,2 κW,X ,2 W `X
p 1W 0 q ,2

pw x q

�'

W
ιW

lr
ιW

,2

w

��

W ` Y
p 1W 0 qlr

pw y q

w�

W 5Y

7w�

�lrκW,Ylr

X � ,2
x

,2

^h

D Y

7A

�lr
y

lr

le monomorphisme normal x est l’image de pw x q ˝κW,X , tandis que y est l’image
de pw y q ˝κW,Y . En effet, le morphisme W 5X Ñ X existe car x est un noyau, et il
est scindé par ηX : X ÑW 5X, composante de l’unité de la comonade W 5p´q. �

Rappelons [BB04, MFVdL12] qu’une catégorie homologique satisfait la condition
Smith = Huq si et seulement si deux congruences R, S sur un objet X commutent
dans le sens de Smith quand leurs normalisations

k “ r2˝ kerpr1q : K “ Kerpr1q Ñ X

et
l “ s2˝ kerps1q : L “ Kerps1q Ñ X

commutent dans le sens de Huq.

Corollaire 4.8. La catégorie donnée satisfait Smith = Huq si et seulement si pour
toute paire de sous-objets normaux K et L d’un objet X,

rK,Ls “ 0 ñ rK,L,Xs “ 0.

Démonstration. Ceci suit ou bien du corollaire précédent en tenant compte du fait
que la commutativité pondérée caractérise les commutativités de Smith et de Huq
(voir Remarque 3.3), ou bien directement du Théorème 4.5 en utilisant l’expres-
sion de commutativité de Smith ou de Huq en termes d’admissibilité (début de la
Section 3). �
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5. Les idéaux et les relations scindées surjectives

Selon [JMU07], un idéal dans une catégorie pointée régulière est l’image directe
d’un noyau le long d’un épimorphisme régulier. Cette définition coincide avec celle
proposée dans les variétés [Hig56, Mag67, Urs72].

Dans l’article [MFMUVdL15] on explique qu’un morphisme i : I Ñ Y est un
idéal précisément quand il existe une relation scindée surjective de laquelle il est la
normalisation. Rappelons-nous la définition:

Définition 5.1. Un span scindé à gauche de X vers Y est un diagramme

R

d

y�

c

�%
X

e

9D

Y

(C)

où d˝e “ 1X . Un span scindé à gauche pd, c, eq est appelé une relation scindée à
gauche quand le span pd, cq conjointement monomorphe.

Un span surjectif de X vers Y est un diagramme

R

d

y�

c

�%�%
X Y

où c est un épimorphisme régulier. Un span surjectif pd, cq est une relation sur-
jective quand le span pd, cq conjointement monomorphe.

La normalisation (la classe de zéro) d’un span pd, cq est la flèche

c˝ kerpdq : Kerpdq Ñ Y.

Une flèche i : I Ñ Y est donc un idéal si et seulement si un diagramme comme (C)
existe tel que d et c sont conjointement monomorphes, c est un épimorphisme
régulier et c˝ kerpdq “ i.

Retournons maintenant à la condition d’admissibilité dans une catégorie pointée,
régulière et faiblement de Mal’tsev. Quand (A) est un cerf-volant admissible, alors

α˝r “ ϕ˝e1˝r “ ϕ˝e2˝s “ γ˝s,

et donc la flèche β “ α˝r “ γ˝s dans (A) est déterminée. Ceci mène naturellement
vers la définition suivante, ou le diagramme (A) est remplacé par le diagramme
plus simple (D).

Définition 5.2. On dira que deux spans scindés à gauche pf, α, rq et pg, γ, sq de B
vers D comme dans le diagramme

A
f ,2

α

�%

B
r

lr
s

,2 C
glr

γ

y�
D

(D)
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se centralisent ou commutent s’il existe un morphisme (forcément unique)
ϕ : AˆB C Ñ D, appelé le connecteur, du produit fibré AˆB C

C

e2
w�

g

�$

γ

"*
AˆB C

π2

7A

π1

�'

B

r

z�

s

Zd

β ,2 D

A

f

:D
e1

]g

α

4<

de f et g vers l’objet D tel que ϕ˝e1 “ α et ϕ˝e2 “ γ.

Il est clair que cette condition est équivalent à l’admissibilité du cerf-volant (A).
Ceci explique donc l’admissibilité en termes conceptuels: clairement c’est une condi-
tion de commutativité, mais sans la notion de span scindé il était impossible d’ex-
primer ce qui commute exactement.

Remarque 5.3. Bien sûr, cette notion de commutativité de spans scindés est aussi
flexible que l’admissibilité. Elle est une extension immédiate de la notion de deux
relations d’équivalence connectées dans le sens de [BB04]. Par exemple, dans une
catégorie homologique finiment cocomplète, la commutativité pondérée peut être
exprimée de manière suivante. Étant donné un cospan pondéré px, y, wq comme
dans (B), les morphismes x et y commutent au-dessus de w si et seulement si les
spans scindés à gauche pp 1W 0 q , pw x q , ιW q et pp 1W 0 q , pw y q , ιW q

W `X
p 1W 0 q ,2

pw x q

�'

W
ιW

lr
ιW

,2 W ` Y
p 1W 0 qlr

pw y q

w�
D

commutent.

On finit en mentionnant un théorème de [MFMUVdL15] qui explique pourquoi
dans le cadre d’une catégorie semi-abélienne, il était possible de décrire la condition
Smith = Huq en termes d’admissibilité de cerfs-volants—une notion a priori plus
générale que la commutativité (dans le sens de Smith) des congruences. En effet,
dans une catégorie semi-abélienne, les idéaux et les noyaux coincident; tandis que,
par le résultat principal de [BMFVdL13], la condition (i) est exactement Smith =
Huq.

Théorème 5.4. Dans une catégorie pointée, régulière et faiblement de Mal’tsev C,
les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) tout foncteur noyau Ker: PtXpCq Ñ C reflète la commutativité des paires de
flèches qui ont un idéal comme image;

(ii) une paire de relations surjectives scindées à gauche commute dès que ses
normalisations commutent;

(iii) une paire de spans surjectifs scindés à gauche commute dès que ses normali-
sations commutent. �
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