QU’EST-CE L’ADMISSIBILITE
DE NELSON MARTINS-FERREIRA?

TIM VAN DER LINDEN

REsuME. In his Ph.D. thesis [MF08a], Nelson Martins-Ferreira introduced a
technical condition (for a certain type of diagram in a category) which he
called admissibility. His first aim was to efficiently describe internal categor-
ical structures, but the flexibility of the condition allowed him to use it for
expressing commutativity conditions as well.

Admissibility allowed us to conveniently describe the so-called Smith is
Hug condition [MEVALI2 and its close relationship with weighted
commutativity [GJUT4, [MFVALI4]. We were, however, not entirely happy to
be using a pure technical definition which at first sight does not seem to have
a conceptual meaning. Clearly it should model commuting in some sense, but
for which kind of objects?

The aim of my talk is to explain that admissibility is indeed a commut-
ativity condition, namely for the same objects that answer the question raised

in [MEMUVALIH].
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1. INTRODUCTION

L’admissibilité est une condition technique, en fait une piece de terminologie,
introduite par Nelson Martins-Ferreira dans sa thése de doctorat Mmm Nelson
avait besoin d’une maniére pour exprimer que dans une certaine situation, une
certaine fleche existe. Je donnerai les détails plus tard. Le but de mon exposé est
de faire de la publicité pour cette condition technique en donnant des exemples
concrets, mais aussi de fournir une explication conceptuelle.

Pourquoi cette condition m’intéresse-t-elle? Elle est d’une flexibilité énorme, qui
a permis a Nelson de décrire des structures catégoriques internes (c’était son but
dans [MF08a]) tout comme des conditions de commutativité (a la Smith ou a la
Huq). Dans notre travail sur les categories internes avec Manfred Hartl [HVAL13],
c’était exactement ce qu’il nous fallait pour pouvoir décrire la condition Smith =
Hug en termes de commutateurs de Higgins. Puis, dans [MFVdL14], on s’est apercu
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quaussi le commutateur pondéré de [GJU14] peut étre exprimé en utilisant la notion
d’admissibilité.

Ce qui nous embétait en utilisant cette terminologie est le manque d’une expli-
cation conceptuelle. Il était clair que d’une certaine maniére, ’admissibilité doit
modeler la commutativité—le fait que deux choses commutent—mais pour quel
genre d’objet? On était trés content donc d’apprendre, en étudiant les idéaux en
collaboration avec Nelson Martins-Ferreira, Andrea Montoli et Aldo Ursini dans
Particle [MFMUVAL15], qu’en effet une telle explication conceptuelle existe. En
fait, la réponse a cette question-ci est exactement la méme que celle & la question
posée dans [MEMUVALT5].

2. LA CONDITION D’ADMISSIBILITE; LES STRUCTURES CATEGORIQUES INTERNES

Dans sa thése [MFO08al], Nelson travaille dans le cadre d’une catégorie qui est
pointée, réguliére et faiblement de Mal’tsev [MFOSD].

Définition 2.1. Une catégorie finiment compléte C est faiblement de Mal’tsev
si, pour tout produit fibré d’épimorphismes scindés
ez
AxpC<——=C

2

s

As=————=RB

{

les morphismes e; = (14, s0f) et ea = (rog, 1¢), induits par la propriété universelle
du produit fibré, sont conjointement épimorphes.
Rappelons que C est une catégorie de Mal’tsev si et seulement si (e1,es) sont

conjointement fortement épimorphes [Bou96l, [BB04|. Dans la suite on travaille donc
dans une catégorie pointée, réguliére et faiblement de Mal’tsev C.

Définition 2.2. Un diagramme d’admissibilité (aussi appelé cerf-volant, ou
kite en anglais, par Nelson) est un diagramme de la forme

ol for = 1p = gos et aor = f = ~os.

En prenant le produit fibré de f avec g, on obtient un diagramme

€2

p———> D.

er

Définition 2.3. Le triple (o, 8,7) est admissible relatif a (f,r, g, s) s’il existe
un morphisme ¢: A xp C — D tel que goe; = a and woey = 7. On dit aussi alors
que le cerf-volant est admissible (il vole).
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Lemme 2.4. Un tel morphisme ¢ (que dans la suite on appellera un connecteur)
est forcément unique.

Démonstration. Si aussi oe; = o and Woeg = 7y, alors Yoe; = poey et hoey = poes.
On a donc ¢ = 9 car e; et es sont conjointement épimorphes. O

Remarque 2.5. Dans le cadre faiblement de Mal’tsev, I’admissibilité est donc une
condition, et non une structure additionnelle, d’un cerf-volant donné.

Comme exemple d’application de cette terminologie dans I'étude des structures
catégoriques internes, mentionnons le théoréme suivant [MF08a] (déja connu sous
une autre forme [CPP92]—voir la prochaine section).

Théoréme 2.6. Un graphe réflexif

d
Cl %H C’O doe = 100 = coe
C

est une catégorie interne si et seulement si le cerf-volant

d c
C1 Co Ch

€ €

Cq
est admissible.

Démonstration. La condition d’admissibilité nous donne une fléche
m: Cl X o Cl — Cl

telle que mo(l¢g,,eod) = 1¢, et moleoc, 1,y = 1¢,. Ce m est donc une structure
de graphe multiplicatif sur le graphe réflexif donné, qui « envoie une paire

(2,9) R
sur sa composée m(z,y) ». Cette multiplication a déja des unités a gauche et a
droite. Il suffit maintenant de montrer que dans une catégorie faiblement de Mal’-
tsev, tout graphe multiplicatif est une catégorie interne: que la multiplication est
automatiquement associative, et que dom = doms et com = comy.
On montre, par exemple, que dom = doms en constatant que les fléches dom et
domy sont toutes les deux connecteur du cerf-volant

d c
& Co Ch.
d d
Co

En effet,

(dom)o(l¢,, eody = d = doeod = (domy)o{1¢, , eod),

(dom)o(eoc, 1o,y = d = dol, = (domg)oleoc, 1, ).
Le résultat suit donc du Lemme 2.4 O

C’est de telle maniére que Nelson Martins-Ferreira utilise ’admissibilité dans sa
these [ME08al.



4 TIM VAN DER LINDEN

3. LA COMMUTATIVITE PONDEREE

Bien stir la Définition[2.3]a été fort inspirée par la notion de connecteur entre deux
relations d’équivalence [BG02l, [BB04], et 'approche a la théorie des commutateurs
de Borceux et Bourn en général. En effet, simplement par définition, étant donné
deux congruences

T1 S92
R<—ir X —is—> S
T2 S1

sur un objet X, les relations R et S commutent dans le sens de Smith (ou sont
connectées dans la terminologie de [BB04], voir aussi [Smi76, [Ped95]) si et seulement
si le diagramme

iR is
T2 S2

X

est un cerf-volant admissible. (En fait, dans [BB04], on inverse les roles de 71 et ra;
par symétrie de R on obtient une notion équivalente.) De la méme maniére, étant
donné un cospan

K—F ox L

sur on object X, les fleches k et [ commutent dans le sens de Hug (collaborent
dans [Bou04|, voir aussi [Huq68, [BB04]) si et seulement si le diagramme

K 0 L

est un cerf-volant admissible.

Les deux notions ont été unifiées dans l'article [GJUI4] ou on introduit le concept
de commutativité pondérée dans le cadre d’une catégorie homologique finiment co-
compléte [BB0O4].

Définition 3.1. Dans une catégorie homologique finiment cocompléte, un cospan
pondéré est un triple de morphismes

S
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dans lequel (z,y) joue le role de cospan et w est le poids. Considérons le produit
fibré
W+Y

Pl
e

<1W+X,LW0 (1w 0) LWO 1w 0) 1W+y>

W+X XW W+Y

induits. Dans [GJUI4] on dit que les morphismes z et y commutent au-dessus
de w si et seulement si une fleche ¢ (appelée une multiplication interne) existe
telle que le diagramme reste commutatif.

(W+ X) x

et le diagramme extérieur

Remarque 3.2. Il est immédiatement clair par définition que les morphismes x
et y commutent au-dessus de w si et seulement si le cerf-volant
(1w 0) (1w 0)
W+ X W W+Y

‘w tw

(w ) (wy)

est admissible. Il est aussi possible (mais un peu plus difficile) de montrer que,
réciproquement, ’admissibilité peut étre exprimée comme une commutativité pon-

dérée: voir [MEVAL14].

Remarque 3.3. Comme l'explique larticle [GJU14], et tout en accord avec la re-
marque précédente, en prenant W = 0 on retrouve les paires collaborantes (z et y
commutent au-dessus de 0 ssi ils commutent dans le sens de Huq), et w = 1p
capte les congruences commutantes dans le sens de Smith (les normalisations res-
pectives x et y de deux congruences R et S sur D commutent au-dessus de 1p si
et seulement si R et S sont connectées, point de vue menant vers le commutateur
d’Ursini [Manl12]).

4. CONDITIONS EN TERMES DES COMMUTATEURS DE HIGGINS

Restant pour le moment dans le cadre d’une catégorie homologique finiment
cocompléte, on donne une analyse de ’admissibilité en termes du commutateur
(binaire et ternaire) de Higgins [High6, IMMI0, [HL13| [HVdL13].

Définition 4.1. Etant donné deux sous-objets k: K — X et {: L — X d'un
objet X, leur commutateur de Higgins [K, L] < X est "image du morphisme
induit

KoLtk + 1 MY x
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ou
KoL=Ker(('§2):K+L—KxL).

Remarque 4.2. Comme expliqué dans [GJU14], le commutateur binaire de Higgins
peut étre vu comme un commutateur pondéré.

Remarque 4.3. L'objet K ¢ L (et aussi 'objet K o L o M défini en bas) est un
exemple d'un co-smash produit [CJ03].

Définition 4.4. Si m: M — X est un troisiéme sous-objet de X, alors le com-
mutateur ternaire (de Higgins) [K, L, M] < X est défini comme I'image de la
fleche composée

LK, L, M (k1m)

KoLoM>—K+L+M-——X,
ol vk 1, a est le noyau du morphisme
ik ip O
[iK 0 iM]

0 47 in

K+L+M (K+L)x (K+ M) x(L+M).

Le théoréme suivant [HVALI13| exprime d’admissibilité des cerfs-volants en termes
des commutateurs de Higgins.

Théoréme 4.5. Le cerf-volant

f g
A B C
o 5/
D

ol
er f er
KD 4 B<—t——vc <Y g
\4 \ B/
K — D _ L
k l

k: K — D est l'image de aoker(f), I: L — D est l’image de yoker(g) et B est
ltmage de 5. O

Comme une conséquence immédiate du Théoréme on trouve [HVALI13| une
version générale de la caractérisation des catégories internes, valide dans les groupes
[Lod82, Mac98]| ou le commutateur ternaire est invisible, car inclus dans le commu-
tateur binaire:

Corollaire 4.6. Un graphe réflexif
d

S —
Cl %Z S

Co doe = 1¢, = coe

est une catégorie interne si et seulement si

[Ker(d), Ker(c)] = 0 = [Ker(d), Ker(c), Im(e)]
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ot
ker(d d c ker(c
Ker(d) DL Ci Co Ci ;()4 Ker(c)
ker(d) ker(c)
q
et Im(e) est limage de e. O

La commutativité pondérée s’exprime de fagon suivante [MEFVALI14].

Corollaire 4.7. Etant donné un cospan pondéré

w

w

X D m <Y,
ot x et y sont des monomorphismes normaux, alors xr et y commutent au-dessus
de w si et seulement si

[X,Y] =0=[X,Y,Im(w)].
Démonstration. Dans le diagramme

(1w 0) (1w 0) KW,y
W+Y «<——<WhY

WhHX X S w4 X

(A% Lw

(wz) (wy)

Y

le monomorphisme normal z est 'image de (w =)ok, x, tandis que y est 'image
de (w v)orw,y. En effet, le morphisme WbhbX — X existe car x est un noyau, et il
est scindé par nx: X — WbhX, composante de I'unité de la comonade Wh(—). O

Rappelons [BB04, MFVAL12] qu’une catégorie homologique satisfait la condition
Smith = Hugq si et seulement si deux congruences R, .S sur un objet X commutent
dans le sens de Smith quand leurs normalisations

k = rooker(r): K = Ker(r;) - X
et

I = sqoker(sy): L = Ker(sy) > X
commutent dans le sens de Hugq.

Corollaire 4.8. La catégorie donnée satisfait Smith = Huq si et seulement si pour
toute paire de sous-objets normauzr K et L d’un objet X,

[K,L]=0 =  [K,L,X]=0.

Démonstration. Ceci suit ou bien du corollaire précédent en tenant compte du fait
que la commutativité pondérée caractérise les commutativités de Smith et de Huq
(voir Remarque , ou bien directement du Théoréme en utilisant 'expres-
sion de commutativité de Smith ou de Huq en termes d’admissibilité (début de la

Section . O
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5. LES IDEAUX ET LES RELATIONS SCINDEES SURJECTIVES

Selon [JMUQT7], un idéal dans une catégorie pointée réguliére est 'image directe
d’un noyau le long d’un épimorphisme régulier. Cette définition coincide avec celle
proposée dans les variétés [Hightl [Mag67], [Urs72].

Dans larticle [MFMUVAL15| on explique qu'un morphisme i: I — Y est un
idéal précisément quand il existe une relation scindée surjective de laquelle il est la
normalisation. Rappelons-nous la définition:

Définition 5.1. Un span scindé a gauche de X vers Y est un diagramme

R
(C)

X Y

ol dee = 1x. Un span scindé a gauche (d, ¢, e) est appelé une relation scindée a
gauche quand le span (d, ¢) conjointement monomorphe.
Un span surjectif de X vers Y est un diagramme

R

2y
X Y

ol ¢ est un épimorphisme régulier. Un span surjectif (d, ¢) est une relation sur-
jective quand le span (d, ¢) conjointement monomorphe.
La normalisation (la classe de zéro) d’un span (d, c) est la fleche

coker(d): Ker(d) — Y.

Une fleche i: I — Y est donc un idéal si et seulement si un diagramme comme (C)
existe tel que d et ¢ sont conjointement monomorphes, ¢ est un épimorphisme
régulier et coker(d) = i.

Retournons maintenant & la condition d’admissibilité dans une catégorie pointée,
réguliére et faiblement de Mal’tsev. Quand est un cerf-volant admissible, alors
QOT = (oejoT = PoEg08 = YOS,

et donc la fleche 8 = aor = os dans est déterminée. Ceci méne naturellement
vers la définition suivante, ou le diagramme (A)) est remplacé par le diagramme

plus simple (]ED

Définition 5.2. On dira que deux spans scindés a gauche (f, a, ) et (g,7, s) de B
vers D comme dans le diagramme

f g
A - B - C
\ / D)
D
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se centralisent ou commutent s’il existe un morphisme (forcément unique)
p: AxpC — D, appelé le connecteur, du produit fibré A xg C

€2

el

de f et g vers 'objet D tel que woe; = a et woeq = 7.

Il est clair que cette condition est équivalent a ’admissibilité du cerf-volant .
Ceci explique donc ’admissibilité en termes conceptuels: clairement ¢’est une condi-
tion de commutativité, mais sans la notion de span scindé il était impossible d’ex-
primer ce qui commute exactement.

Remarque 5.3. Bien sfir, cette notion de commutativité de spans scindés est aussi
flexible que I’admissibilité. Elle est une extension immédiate de la notion de deux
relations d’équivalence connectées dans le sens de [BB04]. Par exemple, dans une
catégorie homologique finiment cocompléte, la commutativité pondérée peut étre
exprimée de maniére suivante. Etant donné un cospan pondéré (z,y,w) comme
dans , les morphismes x et y commutent au-dessus de w si et seulement si les
spans scindés a gauche ((1w 0),(w =), o) et ((1w 0), (wv), )

(1w 0) (1w 0)
W+ X w W+Y

LW Lw

(wz) (wy)

commutent.

On finit en mentionnant un théoréme de [MFMUVALI15] qui explique pourquoi
dans le cadre d’une catégorie semi-abélienne, il était possible de décrire la condition
Smith = Huq en termes d’admissibilité de cerfs-volants—une notion a priori plus
générale que la commutativité (dans le sens de Smith) des congruences. En effet,
dans une catégorie semi-abélienne, les idéaux et les noyaux coincident; tandis que,
par le résultat principal de [BMEFVAL13], la condition (i) est exactement Smith =
Huyg.

Théoréme 5.4. Dans une catégorie pointée, réguliere et faiblement de Mal’tsev C,
les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) tout foncteur noyau Ker: Ptx(C) — C refiéte la commutativité des paires de
fléches qui ont un idéal comme image;

(ii) une paire de relations surjectives scindées & gauche commute dés que ses
normalisations commutent;

(i) une paire de spans surjectifs scindés a gauche commute deés que ses normali-
sations commutent. U
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