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Résumé. Nous montrons que deux problémes sont NP-durs. Le premier est le probléme bien connu de
la réalisation minimale dans le demi-anneau max-plus. Le second probléme, le probléme de
Pisot, consiste a savoir si une suite récurrente linéaire d’entiers a umizZ&061 Académie
des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

The minimal realization problem in the max-plus semiring and Pisot’s
problem are NP-hard

Abstract. We prove the NP-hardness of two problems. Thefirst is the well-known minimal realization
problem in the max-plus semiring. The second problem (Pisot’s problem) is the problem
of determining if a given integer linear recurrent sequence has a zero coefficient. 0 2001
Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction et définitions

Commencons par rappeler quelques définitions :

DEFINITION. — La structurg K, +, x ) est undemi-anneau si les deux opérations binaireset x sont
associatives, ont des éléments neutres, est commutative, si le neutre deest absorbant pour et si x
est distributive par rapport-&.

Dans la suite, nous nous intéressons plus particulierement au demi-gi¥ea{—oo}, max, +), que
nous appelons demi-anneau max-plus.

Les demi-anneaux avec deux éléments seulement sont au nombre de deux. Le premier est un corp
nous notons par 0 et 1 les éléments neutres respectifsate<, nous avond + 1 = 0. Si hous imposons
1+ 1 =1, nous obtenons 'algebre de Boole a deux éléments :

NOTATION. —L'algébre de Boole B est le demi-anneaq{0,1},V, A).

Note présentée par Etienne GYS.
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DEFINITION. — Un automate non-déterministe sur I'alphabet: = {z}, an états, oun est un entier
naturel, est un ensemble de trois matrices a coefficients Bans matrice ligneb, la matrice carréed
et la matrice colonne, toutes trois de dimensiom. Si p est un entier naturel, le ma# est accepté par
'automate si et seulementisit?c est égal . Le langage reconnu par I'automate est I'ensemble des mots
accepteés.

Cette notion se généralise a un demi-anneau quelconque :

DEFINITIONS. — Soit (K, +, x) un demi-anneau. Une série sur l'alphabet {z} et & coefficients
dansK est une fonction d&* dansK . Sip est un entier naturel, 'image d€ est appelé son coefficient
dans la série.

La série estationnelle s'il existe un ensemble de trois matrices a coefficients dana matrice ligne,
la matrice carréel et la matrice colonne, toutes trois de méme dimension, et telles queest un entier
naturel, le coefficient dans la série g soitbAPc. Le triplet est uneeprésentation linéaire de la série, et
sa dimension est la dimension commune des matrices.

Les représentations linéaires sont aussi appeléeK emstomates. SK est I'algébre de Boolé3 nous
retrouvons les automates non-déterministes.

Sur un alphabet a plusieurs lettres, on peut associer a chaque lettre une matrice carrée et définir
K-automates et des séries rationnelles sur plusieurs lettres.

DEFINITION. — Le probléme de la minimisation est le suivant : étant donnée une représentation linéaire
d’'une série rationnelle et un entier naturé| la série a-t-elle une représentation linéaire de dimension au
plusN ?

Nous nous intéressons au cas ou les coefficients sont dans le demi-anneau max-plus. Une cl
particuliere de systéemes a événements discrets se décrit trés naturellement par des systemes linéaire
le demi-anneau max-plus [1]. Dans le contexte de ces systémes, le probléme de la réalisation minin
est I'exacte transcription du probléme fondamental d’identification. On cherche la plus petite dimensi
possible d’'un systéme donnant lieu a une sortie donnée. Pour cette raison, le probléme de la réalise
minimale dans le demi-anneau max-plus a donné lieu a de nombreux travaux [4,5,9-11]. |l reste néanm
irrésolu. Nous montrons qu'il e$tP-dur. Pour cela, nous utilisons un théoréme de L.J. Stockmeyer et
A.R. Meyer sur les expressions rationnelles [12].

DEFINITION. — Lesexpressions rationnelles sur 3 sont définies par induction et chacune représente un
langage, c’est-a-dire un sous-ensembl&de
— Le mot vides etz sont des expressions rationnelles, et représentent respectivement les ldagages
et{z}.
— Si E; et E, sont des expressions rationnelles qui représentent les lanfa@td.,, alorsE; U Es,
FE1.FE> et Ef, sont des expressions rationnelles et représentent les langageb,, Li.Lo et
T = {E} U L1 ULl.Ll ULl.Ll.Ll U---.

DEFINITION. — Lataille d'une expression rationnelle est le nombre de symholetss qui apparaissent
dans I'expression.

Dans [12], L.J. Stockmeyer et A.R. Meyer montrent le théoréme suivant :

THEOREME 1. —Savoir si une expression rationnelle sur une lettre représente le méme langage que x*
est un probléme NP-compl et.

S.C. Kleene a montré que les langages reconnaissables par un automate sont exactement ceux repré
par une expression rationnelle. Le résultat suivant est un corollaire du théoréme 1 :

THEOREME 2. —-Savoir s un automate non-déterministe sur une seule lettre reconnait z* est un
probléme NP-complet.
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Le probléme de Pisot est NP-dur

Ce probléme eshP [12]. Pour prouver gu'il esNP-dur, nous utilisons le lemme suivant, qui nous
montre que ce probléme est plus compliqué que dans le cas des expressions rationnelles. Le lemrr
montre facilement par induction sur les expressions rationnelles, voir par exemple [13].

LEMME 1.-Soit n un entier naturel et soit £ une expression rationnelle sur une lettre de taille n. 11
existe un automate non-déterministe de taille au plus 3n qui reconnait le méme langage. De plus, nous
pouvons le construire en temps polynomialement borné en n.

2. Le probléme de la réalisation minimale en max-plus

THEOREME 3. —Dansle demi-anneau max-plus, le probléme de la minimisation est NP-dur.

Il suffit de montrer que ce probléme est d8jB-dur si nous nous restreignons a déterminer s'il existe
une représentation de dimension un, et & des matrices a coefficienfdans }. En effet, nous pouvons
montrer que si une série 8, —oo} a une représentation linéaire, elle en a une de méme taille a coefficient
dans {0, —oco}. En identifiant({0, —oco}, max,+) et I'algébre de BooleB = ({0,1},V,A) en posant
0 = —oo et1 =0, nous nous ramenons au probléeme de savoir si un automate reconnait le méme lang
qu’un automate a un seul état.

Or un automate & un état reconnait soit I'ensemble vide, soit le mot vide;*stmitit entier. |l est facile
de savoir si un automate reconnait I'ensemble vide ou le mot vide : il suffit de savoir s'il y a un éte
d’'arrivée dans la composante connexe d'un état de départ. Nous sommes donc ramenés au théoréme :
théoréme 3 est prouvé.

Nous pouvons en déduire que le probléme de savoir si deux séries rationnelles & coefficients dan
demi-anneau max-plus sur une lettre sont différentedlBadur. D. Krob a montré [8] que ce probléme
avec deux lettres est indécidable, et il a montré avec M. Kanta [7] que ce probléme est décidable sur
lettre.

3. Le probléme de Pisot

Soit G un automate non-déterministe sur une seule lettre méats, oth est un entier naturel. Jusqu'a
présent, nous avons considéré un automate comme un triplet de matrices a coefficients dans I'algebr
Boole. Mais nous pouvons aussi voir les coefficients des matrices comme des éléments du sous-ense
{0,1} de(Z,+, x). Pour tout entier naturel, 'automateG acceptex? si et seulement giAPc n'est pas
nul, c’est-a-dire est un entier strictement positif. Nous en déduisons le :

THEOREME 4. —Le probléme de savoir pour un entier naturel n et des élémentsb de Z' <", A de Z"*"
et c de Z"*! gl existe un entier naturel p tel que bAPc = 0 est NP-dur.

Considérons une suite récurrente linéaire; c’'est une suite,cn d’entiers pour laquelle il existe
un entier natureh non nul et des entiersy, ...,a,_1 tels que pour tout entier naturel nous ayons
Upih = Qp_1Upth_1 + -+ + aguy,. Le théoréme de Skolem nous dit que I'ensemble des indices pour
lesquels la suite s’annule est une union finie de progressions arithmétiques, et J. Berstel et M. Mign
ont montré [2] que savoir si cet ensemble est fini ou infini est décidable. Cet ensemble est-il vide ? C'es
probléme de Pisot ([3], p. 84). Nous ne savons pas s'il est décidakitér([11] pour un commentaire sur la
difficulté probable du probléme).

THEOREME 5. —Le probléme de Pisot est NP-dur.

Pour le prouver, nous montrons que c’est un probléme équivalent a celui du théoréme 4h3oient
entier naturel et des élémerttsle N <" A deN"*" etc de N"*1. |l existe des entiers;_1, ..., ag tels
que le polynéme caractéristiqpés) de A soit égal as" — aj,_15"~! — - — ay. Le théoréme de Cayley—
Hamilton nous prouve qug A) est nul. Sin est un entier naturel, en multipliant & gauchelpé’t, a droite
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parc et en posant pour todtentier naturety; = bA’c nous obtenons la relation de récurrence suivante :

Yn+h = OGh—1Yn+h—1 +---+ a0Yn-

Comme le calcul de(s) est le calcul du déterminadtt(sl;, — A), il peut étre fait en temps polynomial,
ce qui nous permet de conclure.

Réciproquement, soient un entier naturel non hubes entiersig,...,ap—1 €t (un)nen UNE suite
d’entiers définie par la relation de récurreneg i, = ap—1Un1+p—1 + - - - +agu, pour tout entier naturel.
Nous écrivons cette relation sous forme matricielle : pour tout entier natued lignes du vecteur colonne
U, sontu,p_1,...,u,. SOit A la matrice carrée d'ordre définie de la maniére suivante : sa premiéere
ligne esta,_1 ---ag, il y a des 1 sous la diagonale principale, et tous les autres éléments sont nuts. Soi
le vecteur ligne de dimensiandont le dernier élément est égal & 1 et tous les autres a 0. Pour tout entie
natureln, nous avons I'égalité,, = cA™ Uy, ce qui nous raméne au probleme du théoreme 4.

“ Travail financé par la communauté européenne a travers le réseau de recherche ALAPEDES, the «Algeb
Approach to Performance Evaluation of Discrete Event Systems », contrat RB-FMRX-CT-96-0074.
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