FORMULAIRE

1. Vecteurs et tenseurs

Coordonnées cartésiennes: xj, X2, X3

Vecteurs de la base orthonormée associée: ej, e, €3, avec |ej|=|es|=es|=1

Composantes du vecteur a: a = aje| + ae; + azes
2 1/2
Norme du vecteur a: |a| = (a1 +a)” + a3 )

Produit scalaire des vecteursaetb: a*b = aib; + arbr + azbs

Produit vectoriel des vecteurs a et b:
axb = (axbz —asby)e; + (azby — aibz)es + (aiby — azby)e;

Double produit vectoriel: ax(bxc) = (a*c)b—-(a*b)c
Produits scalaire et vectoriel: a*(bxc) = be(cxa) = c*(axb)
(axb)e(cxd) = (a*c)(bed)-(asd)(bec)
Al A A

Tenseur A: A=| Ay; Az A3 | (matrice associée au tenseur)
Azl Aszp Asj

Produits scalaires entre le vecteur a et le tenseur A:
3 3 3 3
a*A = E E aiA,-,jej ou Aea = E E Ai,jaje,-
=1 j=1 i=1 j=1

arby arby aibs
Produit “tensoriel” entre les vecteurs aetb: ab=|axb; axbr as b3

azby azby azbs
Produits tensoriel et scalaire: (a*b)c=a*bc=a°*(bc)

3 3
Double produit scalaire entre les tenseurs A et B: A :B = E E Ai B
i=1 j=1

2. Opérateurs différentiels en coordonnées cartésiennes

. day day Jda
Divergence du vecteur a: Vea = Ly 222,25
Jdx; Jdxy» dx3

i 9 A
i dx;j

3
Divergence du tenseur A: VA = E e
i=1 /



3

J
Divergence du produit tensoriel ab: V ¢ (ab) =(V *b)a + (Va)b = E —(a;bj)e;
21 i 9%
0 J J
Gradient du scalaire ¢: V¢ = ¢ e+ ¢ e+ ¢ €3
Jdx1 dx) Jdx3

day, da1 Jda

Jdx; Jdxpy dJdx3

da, dapy dap ) ..
(matrice associée au tenseur)

Gradient du vecteur a: Va =
ox1 Jdxp 0JXx3

day daz Jdas

ox1 Jdxp 0JXx3

Jd J J J 0 J
Rotationnel du vecteur a: V xa = 79 7% e+ oa 29 €+ 7a o4 e3
Jdxy 0x3 Jdx3 dxi Jdxy dxa
. . 92 3?2 92
Laplacien du scalaire c: V2c = C2 + C2 + c2
dx1 dx) Jx3

Laplacien du vecteur a: V2a = (V2a)e; + (V2az)es + (V2az)ez3 =V(Vea)-V x(V xa)

Quelques formules utiles:
VxVe=0
Ve(Vxa)=0
Ve(ca)=a*Vc+cVea

Vx(ca)=cha+cha
3 3

db
a*Vb= a1—+a2—+a3— a; ;
ax x> =22 T ox; €

i=1 j=1
V(a*b)=a*Vb+be*Va+ax(Vxb)+bx(Vxa)
Ve(@axb)=be(Vxa)-a*(Vxb)
Vx(axb)=(VebJa-(Vea)b+b*Va-a*Vb

Vecteur position (en 3 dimensions): X = xj€e] + x2€> + x3€3

Vex=3, Vxx=0, V'——i

X[

3. Intégrales

V: volume limité par la surface S, de normale extérieure unitaire n (|n| =1); t: temps;
u’ : vitesse des points de la surface §

fV‘a dv = fa’n das
s

foa dv = fnxa das
s
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4. Coordonnées curvilignes orthogonales
Coordonnées cartésiennes: (x1,x2,x3); vecteurs orthonormés associés: (ej,e;,e3)

Coordonnées curvilignes orthogonales: (x1,x2,X3); vecteurs orthonormés associés: (€1,€2,€3)

.. . 1%). -
Coefficients métriques: (hy,h2,h3), avec 077 = hie; (i=12,3)
Xi

Composantes d'un vecteur:
a=ae| +azer + azes = 51161 + &2é2 + C~l3é3 , (a,- =ae*e;, c~li =a 'é,‘, i= 1,2,3)

Gradient: Vc = e—laTC + e—zaTC + e_3({_c

hy dx; hy dxy hs dx3

1
Divergence: Vea = —(hyhza +—hha +—hha
g Il lxl( 2h3ap) axz( shas) a)63( 1h2 3)]
Rotationnel:
Vxa o L |93a3) (o) e (d(may) d(hsaz) e3 |d(haay) d(mar)
hohs |  dx» ox3 hshi| dx3 ox1 hihy | dx oxy
1
Laplacien: V2 - 0" hohs 07C) Jd (h3h1 (90) J (h1h2 07C)
hihahs (9)61 hy dx; oxy hy dxo ox3  hy dxz

Coordonnées cylindriques:
x=rcosQp , y=rsing, z=§
€, =cosqgey +singe, , ep=-—singe, +cosge, , ez =e;
hy=1, hy=r, hg =1
a = ae, + age, + ageg

e, e i

Ve = e,— + + ez —
or r dp 173

Vitray) | Ly | das
roor r dp o5

Vea =



rdp J§ 0E  or r o or r dgp
19( o 1 92 d?
V2 = ——(r—c) LA
ror\ or r2 dg? JE?

Coordonnées sphéeriques “géographiques” (rayon - longitude - latitude):

x=rcospcosf , y=rsinpcosf , z=rsinf

e, = cospcosBe, + singcosbe, + sinbe,
e, = —singe, + cosqe,
€9 = —cosgsinfle, + sin@sinfle, + cosbe;

hy =1, hy=rcost, hg=r
a = ae, + agey + agey

ey, Jdc L & dc
rcosQ dp r 00

e,
Ve = e,—c +
or

1 2 1 o 1
Vea = 1 90a) + Y . i(cos@ag)
r2 or rcosf dp rcos 90
Vxa = —& %—i(cosea(p)
rcos@| dp 90
N e_(p|:% &(rag)] N €9 d(ragp) 1 dar
r o0 or r| or cosO dp
1 1 2 1
Vi = —i(rza—c) + o , i((:0549(?—0)
r2or\  or r2cos?0dp?  rZcos?0d0 96



