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FORMULAIRE

1. Vecteurs et tenseurs

Coordonnées cartésiennes: xj, X2, X3

Vecteurs de la base orthonormée associée: ej, e, €3, avec |ej|=|ex|=es|=1

Composantes du vecteur a: a = aje| + axe; + azes
2 1/2
Norme du vecteur a: |a| = (a1 +a)” + a3 )

Produit scalaire des vecteursaetb: a*b = aib; + arbr + azbs

Produit vectoriel des vecteurs a et b:
axb = (axbz —aszby)e; + (azby — aibz)es + (aiby — azby)e;

Double produit vectoriel: ax(bxc) = (a®c)b—-(a*b)c
Produits scalaire et vectoriel: a*(bxc) = be(cxa) = c*(axb)
(axb)e(cxd) = (a*c)(bed)-(asd)(bec)
Al A A

Tenseur A: A=| Ay; Az A3 | (matrice associée au tenseur)
Azl Asp Asgj

Produits scalaires entre le vecteur a et le tenseur A:
3 3 3 3
a*A = E E aiA,-,jej ou Aea = E E Ai,jaje,-
i=1 j=1 i=1 j=1

aiby aiby ajbs
Produit “tensoriel” entre les vecteurs aetb: ab=|axb; axbr as b3

azby asby azb;
Produits tensoriel et scalaire: (a*b)c=a°*bc=a°*(bc)

3 3
Double produit scalaire entre les tenseurs A et B: A :B = E E AijBi
i=1 j=1

2. Opérateurs différentiels en coordonnées cartésiennes

. day day Jda
Divergence du vecteur a: Vea = Ly 222,25
Jdx; Jdxy» Jdx3

i 9 A
i dx;j

3
Divergence du tenseur A: VA = E e
i=1 /
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J
Divergence du produit tensoriel ab: V ¢ (ab) =(V *b)a + (Va)b = E —(a;bj)e;
21 i 9%
0 J J
Gradient du scalaire ¢: V¢ = ¢ e+ ¢ e+ ¢ €3
Jdx1 dx) Jdx3

day, da1 Jda

Jdx; Jdxpy dJdx3

da, dapy dap . ..
(matrice associée au tenseur)

Gradient du vecteur a: Va =
dx1 Jdxp 0JXx3

day daz Jdas

dx1 Jdxp 0JXx3

Jd J J d 0 Jd
Rotationnel du vecteur a: V xa = 79 7% e+ oa 29 €+ 7a o4 e3
Jdxy 0x3 Jdx3 dxi Jdxy dxap
. . 92 3?2 92
Laplacien du scalaire ¢: V2c = C2 + C2 + c2
J X1 dx) Jx3

Laplacien du vecteur a: V2a = (V2a)e; + (V2az)es + (V2az)e3 =V(Vea)-V x(V xa)

Quelques formules utiles:
VxVe=0
Ve(Vxa)=0
Ve(ca)=a*Vc+cVea

Vx(ca)=cha+cha
3 3

db
a*Vb= a1—+a2—+a3— a; ;
ax x> =22 T ox; €

i=1 j=1
V(a*b)=a*Vb+be*Va+ax(Vxb)+bx(Vxa)
Ve(@axb)=be(Vxa)-a*(Vxb)
Vx(axb)=(VebJa-(Vea)b+b*Va-a*Vb

Vecteur position (en 3 dimensions): X = xj€e] + x2€> + x3€3

Vex=3, Vxx=0, V'——i

X [

3. Intégrales

V: volume limité par la surface S, de normale extérieure unitaire n (|n| =1); t: temps;
u’ : vitesse des points de la surface §

fV‘a dv = fa’n das
s

foa dv = fnxa das
s



f =fcndS
1% S
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dv + f cuden dS
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dv + f a(uSen) dS
s
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4. Coordonnées curvilignes orthogonales
Coordonnées cartésiennes: (x,x2,x3); vecteurs orthonormés associés: (ej,e;,e3)

Coordonnées curvilignes orthogonales: (x1,x2,X3); vecteurs orthonormés associés: (€1,€2,€3)

. . ) ox - .
Coefficients métriques: (h,h2,h3), avec 077 =he; (i=1273)
Xi

Composantes d'un vecteur:
a=ae| +azer + azes = 51161 + &262 + C~l3é3 , (a,- =aece;, c~li =a 'é,‘, i= 1,2,3)

Gradient: Vc = e—laTC + e—zaTC + e_3({_c

hy dx; hy dxy hs dx3

1
Divergence: Vea = —(hohza +—hha +—hha
g Il lxl( 2h3ap) axz( shas) a)63( 1h2 3)]
Rotationnel:
Vxa o L |93a3) (o) e (d(may) d(hsaz) e3 |d(haay) d(mar)
hohs | dx» ox3 hshi| dx3 ox1 hihy | dxy oxy
1
Laplacien: V2 - 0" hohs 07C) Jd (h3h1 (90) J (h1h2 07C)
hihahs (9)61 hy dx; oxy hy dxo ox3  hy dxz

Coordonnées cylindriques:
x=rcosQp , y=rsing, z=§
€, =cosqgey, +singe, , ep=-—singe, +cosge, , ez =e;
hy=1, hy=r, hg =1
a = ae, + age, + azeg

e, e i

Ve = e,— + + ez —
or r dp 173

Vitray) | Ly | das
roor r dp 05

Vea =



rdp 9§ 0E  or r o or r dgp
19 o 1 92 d?
V2 = ——(r—c) ML
ror\ or r2 dg? JE?

Coordonnées sphéeriques “géographiques” (rayon - longitude - latitude):

x=rcospcosf , y=rsinpcosf , z=rsinf

e, = cospcosBe, + singcosbe, + sinbe,
e, = —singe, + cosge,
€9 = —cosgsinfle, + sin@sinfle, + cosbe;

hy=1, hy=rcost, hg=r
a = ae, + agey + agey

ey Jdc L & dc
rcosQ dp r 00

e,
Ve = e,—c +
or

1 2 1 o 1
Vea = 1 90a) + Y . i(cos@ag)
r2 or rcosf dp rcos 96
Vxa = —& %—i(cosea(p)
rcos@| dp 90
N e_(p|:% &(rag)] N €9 d(rag) 1 dar
r o0 or r| or cosO dp
1 1 2 1
Vi = —i(rza—c) + o , i(cos@é’—c)
r2or\  or r2cos?0 dp?  rZcos?0d0 96



Problemes susceptibles d'étre posés a 1'examen

1. Dans I'océan mondial, le processus auquel est associée la plus petite échelle de longueur est
la dissipation visqueuse d'énergie cinétique turbulente. La longueur caractéristique associée
est de l'ordre d'un millimetre. On consideére que 1'échelle microscopique maximale est de
l'ordre de la distance moyenne entre les molécules d'eau. Sachant que le volume de 1'océan
mondial est de l'ordre de 1.4 x10'¥m3 et que ce dernier contient environ 5 x10%® molécules
d'eau, vérifier I'hypothése de séparation nette des échelles de longueur microscopiques et
macroscopiques.

2. On peut estimer la puissance d'une éolienne par une formule du type kp?S?V ¢, ouk, p, S et
V désignent, respectivement, un coefficient adimensionnel dépendant de la forme des ailes, la
masse volumique de l'air, la surface des ailes et la vitesse du vent. Déterminer la valeur des
exposants a, b et c. Expliquer comment utiliser le résultat d'essais sur un modele réduit placé
dans une soufflerie.

3. On considere un corps solide de volume V dont la conductivité thermique A est une
constante positive dont la valeur se mesure en m2s!. On immerge complétement le corps
étudié dans un liquide dont la température est constante — dans l'espace et le temps. Au
moment de 1'immersion, la température du solide étudié était homogene et inférieure a celle
du liquide. Apres un temps 7, la température du centre de gravité du solide s'est élevée d'une
quantité¢ A6. On répete cette expérience avec un autre solide qui a la méme forme que le
premier mais dont le volume V' et la conductivité thermique A' sont différents de ceux qui
caractérisent le premier corps. On demande d'évaluer le temps nécessaire a ce que la
température du centre de gravité du second solide s'éleéve de A6. On traitera ce probléme sans
faire d'hypothéese simplificatrice quant a la forme des corps étudiés. Ainsi, par exemple, on ne
supposera pas qu'il s'agit de spheres ou de cubes.

4. Donner la dimension des expressions suivantes impliquant la fonction f{s):

df d*f dkf %
d_J; dzf, d{,ff(s) ds, fs4f(s) ds .

2

On notera [ f] et [s] la d1mens1on de fet celle de s.

5. On souhaite étudier la propagation dans la Mer du Nord de la marée semi-diurne lunaire,
dont la période vaut environ 12 heures et 25 minutes. Pour ce faire, on utilise les équations de
la mécanique des fluides géophysiques. Une premiere analyse des équations de bilan de
quantit¢ de mouvement horizontale révele que 1’accélération de Coriolis devrait faire partie
des termes dominants. Celle-ci s’écrit fe,xu, ou f, e, et u dénotent respectivement le
facteur de Coriolis (= 107 s_l), le vecteur unitaire vertical pointant vers le haut et la vitesse
horizontale. L.’accélération du/dt est-elle susceptible de faire partie des termes dominants des
équations de bilan de quantité de mouvement horizontale? Justifier votre réponse

6. Dans un probléme de mécanique des fluides, on est amené a considérer la quantité 1y qui est
fonction du temps, ¢, et des trois coordonnées spatiales cartésiennes, x, y et z. La géométrie du



probleéme est telle qu’il est préférable d’effectuer une transformation de coordonnées. C’est
ainsi que I'on est amené a exprimer la grandeur ¢ comme une fonction des nouvelles
variables indépendantes, qui sont définies par

(1,%,5,2) = [t,x,9,2/Z(1)] .
On considere les expressions suivantes:

ap Y Y Y Yy oy dp 1y

g G ok &k dy & g ZE

Parmi les 4 relations ci-dessus, lesquelles sont correctes? Justifier votre réponse!

7. On mesure souvent des grandeurs utiles a la compréhension des processus atmosphériques
a l'aide d'instruments fixés a un mat attaché a un avion. On considére un avion de ce type qui
se déplace selon une trajectoire rectiligne horizontale a la vitesse de 360 km/heure par rapport
au sol. L'avion traverse un front dans lequel la température, qui ne dépend pas du temps, varie
de 1 °C par 100 km selon I'horizontale. L'angle entre le gradient horizontal de température et
la vitesse de l'avion est de 60 degrés — de sorte que l'avion enregistre des températures
croissantes a mesure que le temps s'écoule. A l'instant initial, la température au point ou se
situe I'avion est de 15 °C. Faire un schéma indiquant les isothermes et la trajectoire de 1'avion.
Evaluer le taux de variation temporelle de la température mesuré par l'avion. Calculer la
température enregistrée par l'avion 30 minutes apres le début des mesures, sachant que le cap
et la vitesse de l'avion restent inchangés durant la période concernée.

8. Expliquer pourquoi la dérivée matérielle du vecteur-position est égale a la vitesse du fluide.
Expliquer pourquoi la dérivée matérielle d'une grandeur stationnaire — c'est-a-dire
indépendante du temps — n'est pas nécessairement nulle.

9. L'expression

t
r() = ro + [ w(@®ro) do
0
permet de construire la trajectoire r(z) de la particule située au point ry en =0 si la vitesse du
fluide, u(#,x), est spatialement homogene. Expliquer pourquoi il en est ainsi.

10. Soient 7, x et y le temps et deux coordonnées cartésiennes. La vitesse d'un fluide vaut

u = aye, - a(x-br)e,
Déterminer la dimension des constantes a et b. Montrer que la trajectoire d'une particule
fluide appartient a la famille des cycloides, tandis que les lignes de courant sont des cercles.

11. Les composantes de la vitesse horizontale associée a la composante de marée dont la
fréquence angulaire est @ sont généralement de la forme

u(t,x,y) = U(x,y) sin[wt+@(x,y)],

v(t,x,y) = V(x,y) cos[awr+y(x,y)],
ou U et V représentent les amplitudes des composantes de la vitesse, w est la fréquence

angulaire tandis que ¢ et y sont les phases correspondantes. Déterminer la période de la
composante de marée étudiée. La moyenne sur une période de la vitesse est évidemment nulle
en chaque point. Toutefois, la trajectoire d'une particule fluide n'est généralement pas une



courbe fermée. Expliquer la raison de ce phénomene. Calculer la trajectoire d'une particule
fluide qui se situe au point de coordonnées (0,0) en =0, si ¢=0=y, U =a+ by, et V=const.
Spéculer sur la possibilité pour 1'écoulement considéré de transporter sur de grandes distances
des particules de substances polluantes en dépit du fait que sa vitesse moyenne est nulle.

12. Pour étudier des écoulements marins, on peut travailler dans le systeme de coordonnées
spatio-temporelles (#,x,y,z) ou ¢ désigne le temps tandis que x, y et z sont des coordonnées
cartésiennes, z €tant la coordonnée verticale — qui croit vers le haut. L'interface eau-air est
situé a la distance 7n(z,x,y) du plan de référence horizontal défini par la relation z=0. Le fond
de la mer est une surface dont l'équation est z=-h(x,y). La surface et le fond sont
imperméables. Expliquer pourquoi les conditions d'imperméabilité de la surface et du fond
peuvent s'exprimer sous la forme

[Di(z - r))]zzn =0 et [D(z+m]_, =0,

ou l'opérateur différentiel D; est la dérivée matérielle, c'est-a-dire
d d d d
Di = —+u—+v—+ w—,
ot ox ay 0z
ou u, v et w désignent les composantes de la vitesse selon les axes x, y et z. Il est parfois

avantageux d'introduire les nouvelles coordonnées,

(1,%,5,2) = [txy,(z+ )/m+h)],
ainsi qu'une “vitesse verticale alternative”, qui vaut w = D;z. Déterminer la signification
physique de la nouvelle coordonnée verticale 7. Vérifier 1'égalité suivante:

D; = i+ ui~+ vi+ vT/iN.

at ox ay az

Montrer qu'en utilisant les nouvelles variables, les conditions d'imperméabilité se simplifient
en

[#].o =0 et [W]., =0.
Montrer que, dans un écoulement pour lequel la “vitesse verticale alternative” est nulle a tout
instant et en tout point, une particule fluide initialement située a mi-hauteur restera au cours
de ses déplacements a mi-hauteur de la colonne d'eau. Généraliser ce dernier résultat!

13. On étudie un écoulement dans lequel la trajectoire de toute particule fluide est donnée par
r(t) = ryoefe, + ry,oe"“ey ,

ou ryp et ryo sont des constantes dont la valeur permet d'identifier chaque particule fluide.

Donner la signification physique de r.o et r,o. Montrer que le champ de vitesse

correspondant est u(x) = kxe, —kye,. Montrer que les trajectoires sont des branches

d'hyperbole. Qu'en est-il des lignes de courant?

14. On considere 4 particules fluides, qui sont situées a l'état initial aux sommets d'un
rectangle. Ces particules sont transportées par un écoulement plan, de sorte que le rectangle se
transforme en une des formes géométriques identifiées ci-dessous par (a), (b), (c) ou (d), selon
les caractéristiques de 1'écoulement considéré. Déterminer quels processus — parmi
translation, rotation, dilatation, ou déformation a volume constant — sont présents dans
chacun des écoulement considérés.



(b)

état initial

(©)

(@

15. On considére un écoulement dont le quotient d'aspect est tres petit — le quotient d'aspect
étant le quotient de l'échelle de longueur verticale et de 1'échelle de longueur horizontale.
L'approximation de Boussinesq s'applique. Expliquer pourquoi, dans un tel écoulement, la
vitesse verticale est sans doute beaucoup plus petite que la vitesse horizontale.

16. On peut écrire 1'équation de continuité sous la forme

Dip + pVeu = 0,
ou p est la masse volumique du fluide et u sa vitesse; D; symbolise la dérivée matérielle.
Dans le cadre de l'approximation de Boussinesq, 1'équation de continuite est réduite a la forme
approximative

Veu = 0.
Cette approche implique-t-elle que la dérivée matérielle de la masse volumique doive Etre
nécessairement nulle?

17. On considere 'écoulement plan dont la vitesse est
UR?

u(x, = Ue, +
(x,y) e

(y2 - x%)ex - 2xye
y

ou U est une échelle de vitesse, tandis que x et y sont des coordonnées cartésiennes. Montrer
que le cercle de rayon R dont le centre est situé au point (x,y) = (0,0) est imperméable.

18. Si x et y sont des coordonnées horizontales, on définit généralement la profondeur A(x,y)
de I'océan comme la distance séparant le fond de 'océan d'une surface de référence considérée
comme ‘“horizontale” qui correspond a peu pres a la position moyenne de la surface de 1'océan
et dont I'équation est z=0 — z étant une coordonnée verticale appropriée, qui croit vers le
haut. L'interface océan-atmosphere est une surface libre dont 1'équation est n(z,x,y)—z=0.
La hauteur d'une colonne d'eau est donc H=h+mn. Montrer que les conditions
d'imperméabilite de la surface et du fond de 1'océan s'écrivent
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a—n+ua—n+v5—n—w} =0,
v,

| ot ox
oh  oh
U—+v—=+w =0,
ox
z==h

ou u, v et w représentent les composantes de la vitesses associées aux coordonnées x, y et z.
On peut écrire ces relations sous la forme [D;(n-2);=y=0 et [Di(h+2)];—— =0, on
l'opérateur Dy est la dérivée matérielle. Interpréter ceci physiquement.

¥
""" i -X surface horizontale

y de référence

h(x,y)

fond de | ’océan

19. On étudie — en utilisant les notations du problémes (14) — un écoulement océanique
pour lequel on peut négliger les variations spatio-temporelles de la masse volumique de I'eau.
La moyenne sur la verticale des deux composantes horizontales de la vitesse s'écrit

__ 1
(u,v) = E :{Z(u,v) dz .

On integre l'équation de continuité sur la hauteur d'une colonne d'eau. On utilise les
conditions d'imperméabilite de la surface et du fond de l'océan. Montrer que 1'on obtient

finalement
ﬁ _ d(Hu) J(HV)
ot ox dy

Proposer une interprétation physique de cette relation.

20. Montrer que la fonction de courant est constante sur la frontiere d'un obstacle
imperméable.

21. On considere 1'écoulement décrit par la fonction de courant suivante:

y=—h=(x)
ht(x)-h"(x)
ou @ est une constante positive; les fonctions h*(x) et h~(x) satisfont l'inégalité
h=(x) <h*(x) pour tout x. Montrer que les courbes y—-h*(x)=0 et y—h (x)=0 sont
imperméables. Calculer la trajectoire de la particule fluide, qui est située a l'instant /=0 au

Y(x,y) =

point de coordonnées (x,y) ={xo,[A~(x0)+ h*(x0)]/2}.

11



22. La figure ci-dessous illustre quelques iso-lignes de la fonction de courant associée a un
écoulement plan a divergence nulle. Esquisser le vecteur vitesse aux points identifi€s par les

lettres A, B et C.
v,
W,
-/
B
/
/qu . ]/—

Y <P <P <y

23. Montrer que le débit volumique traversant toute courbe joignant deux points d'un
écoulement plan a masse volumique constante vaut la différence entre les valeurs de la
fonction de courant aux points concernés. Expliquer pourquoi le débit ainsi calculé s'exprime

en m2s! et nonen m3s!.

24. On considere la circulation générale de l'océan mondial, qui est, en premicre
approximation, sationnaire. La divergence du transport barotrope — 1'intégrale sur la hauteur
de la colonne d'eau de la vitesse horizontale — est nulle pour un tel écoulement. La
composante zonale, Up, et la composante méridienne, Vj, sont positives si le transport
correspondant est dirigé, respectivement, vers l'est et vers le nord. Les composantes de ce
transport vérifient I'équation de continuité

Uy d
— + —(Vpcosh) = 0,
op 00
ou @ et 0 désignent, respectivement, la longitude et la latitude.
-_’“—_‘_j 3 , 0
1= ) S 2
’ 1 120 /|
s L N 5 B ‘
T ”" k_,__’-(¥> 1 5 v - n'vvlr.‘?
~ = 20 rTa f
. £ , 20 AT
30N Y & °
o | ‘
. o ;\/\Mu’ﬂ' 20 2 \
Q S g t/ ‘
d :
E \)0’_/—/ A \\—”\() o
2( |
E anc 40 ; q |
30S 20 S
9 40 | 20 }
E:: =208 =20 20 = 0= 0=——=20—=—o
70/~ =m0, T =20 e
: = 10 =20=70 M AUy 1102
60S 140: l”),, e ”_17() =110 T 14Q 140= = ~170
170 . 170 T |
40 E 80 E 120 E 160 E 160 W 120 W 80 W 40 W 0

longitude: ¢ —

Montrer que l'on peut représenter le transport a l'aide de la fonction de courant barotrope,
Y, (@,0), qui est telle que
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Up V) = = (— ™ 1 W”) ,

R d0 cosO Jdp
ou R est le rayon de la Terre. Dans la figure ci-dessus, qui représente des iso-lignes de la
fonction de courant barotrope simulée dans 'océan mondial a l'aide du modele numérique,
avec des valeurs de W, valeurs exprimées en 10m3s!, indiquer la direction du transport en
quelques points bien choisis des grands bassins océaniques. Evaluer le flux d'eau traversant le

Passage de Drake — qui sépare I'Antarctique de I'Amérique du Sud.

25. L'intégration dans la direction zonale — selon la longitude — de la vitesse de 1'eau dans
l'océan mondial conduit au transport méridien, qui est, en premiere approximation,
stationnaire. La composante méridienne, V,,, et la composante verticale, W,,, est positive
quand le transport correspondant est orienté, respectivement, vers le nord et le le haut. Si z
désigne la coordonnée verticale, qui croit vers le haut, I'équation de continuité satisfaite par le
transport méridien est

1V W

R 06 0z
ou R est le rayon de la Terre. Montrer que 'on peut représenter le transport méridien a 1'aide
de la fonction de courant méridienne, ¥, (6,z), qui est telle que

-0,

Cette fonction de courant est généralement calculée de telle sorte qu'elle soit nulle a I'interface
océan-atmosphere et au fond de 'océan. Dans la figure ci-dessous, qui représente des iso-
lignes de la fonction de courant méridienne simulée dans I'Atlantique a l'aide d'un modele
numérique, avec des valeurs de ¥, exprimées en 10°m?3s!, indiquer la direction du transport
en quelques points bien choisis du domaine d'intérét. Estimer le flux d'eau traversant les
sections AB, CD et EF. Expliquer pourquoi la notion de fonction de courant méridienne perd

largement de sa pertinence pour des latitudes inférieures a 40° S.

Atlantic

Depth (km)

60 S 30 3 Eq. 30 N 60 N 90 N
Latitude (degrees)
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26. On considere un écoulement plan dans lequel on place une source ponctuelle de fluide. Le
débit de celle-ci vaut Q. On la place au point de coordonnées (x,y)=(xs,Vs). La source
engendre engendre le champ de vitesse
0 (x=Xg5, y=Ys)
[M (X,y)» v (xay)] = — .
' ' 21 (x=x)%+(y - ys)?
Montrer que la fonction de courant permettant de représenter ce champ de vitesse est

Wixy) = % arg(x = xo,y = vs) -

Discuter les difficultés mathématiques — singularité et discontinuité — de cette fonction de
courant.

27. On considere un écoulement a vitesse constante, U, dans une mer semi-infinie définie par
—o<x<o et y>0, la cote étant située en y=0. Cet écoulement est perturbé par usine qui
pompe de l'eau au point (- L,0) et rejette des eaux usées au point (+L,0). Le débit pompé, P,
est égal au débit rejeté. En supposant que l'écoulement peut étre représenté comme un
écoulement plan résultant de la somme d'un courant stationnaire parallele a la coté de vitesse
U et de champs de vitesse similaires a celui du probléme (26), évaluer le débit maximum que
l'usine peut prélever en évitant d'absorber des eaux usées au point de pompage. Discuter le
raisonnement exposé ici a I'aune du principe dit “pollueur = payeur”...

28. La fonction de courant de 1'écoulement plan, indivergentiel et irrotationnel dans un diedre
(voir figure ci-dessous) imperméable d'ouverture o s'écrit en coordonnées polaires (7,¢)
comme suit:

. T
Y(r,p) = Crrla sin 2% ,
a
ou C est une constante. La vitesse correspondante vaut
1 0¥ v
ur,e) = ——e, — —egp,
r dp or

avec e, =Ccos@e, +singe, et e, =-sin@e, +cosqge,. Vérifier I'imperméabilite du diedre.
Montrer que le rotationnel de la vitesse est effectivement nul. Evaluer, en fonction de I'angle
a, la vitesse au sommet du diedre, c'est-a-dire au point de coordonnées (x,y)=(0,0).

/

domaine d' intérét: 0 <@ < a

angle du
diedre: a
(x,y)

¥ (x,y) = r(cos,sin @)
\

r
X

14



29. On considere le champ de vitesse u(x,y) dans le domaine x € [-L,+L] et y € [-L,+L], ou
L>0. On souhaite extraire la partie non-divergente de la vitesse u, que 1'on exprime a l'aide de
la fonction de courant ¥(x,y). On impose que cette vitesse indivergentielle ne traverse pas la

frontiere du domaine et on souhaite qu'elle minimise l'intégrale
+L +L 5
[ [ |VxWe, v dxdy .
-L -L
Expliquer ce que représente l'intégrale ci-dessus. Montrer que la fonction de courant doit
satisfaire 1'équation différentielle suivante:
V¥ = - (Vxu)*e;.
Interpréter physiquement ce résultat. En utilisant la méthode variationnelle exposée ci-avant,

déterminer la partie indivergentielle des champs de vitesse Ue,, U[(x/L)e, +(y/L)ey], et
Ul(y/L)e, —(x/L)ey].

30. On étudie la distribution stationnaire d'un traceur radioactif dans un écoulement
stationnaire non-diffusif. La concentration C(x) du traceur obéit a I'équation u*VC + yC =0,
ou y est une constante positive. Evaluer la demi-vie du traceur radioactif étudié. Montrer que
la concentration du traceur est donnée par C(x)= Cpexp[-yr(x)]. Donner la signification
physique de la constante positive Cg et de la variable 7(x), sachant que cette derniere est
régie par 1'équation u*Vr-1=0.

31. Soit un écoulement unidimensionnel dans lequel la concentration C(#,x) d'un traceur passif
obéit a 'équation d'advection-diffusion

o« + U£ = q()o(x-0) + Ké’z_C ,

ot ox ox
ou U est la vitesse du fluide; K (>0) est la diffusivité constante du traceur; g(¢) est le taux de
rejet d'une source de traceur située au point x=0, d désignant la fonction de Dirac. Le domaine
d'intérét est dépourvu de frontiere: —oo < x <+o. Si la concentration du traceur est nulle a

l'instant initial et si g(¢) = (¢ —0), montrer que la concentration vaut

1 —(x — 2
C(t,x) = exp (x-Un .
47Kt 4Kt
Montrer que la solution pour une source quelconque s'écrit
q(t - ~(x-U6)?
C(t,x do .
(60 = f 1/4711( =P 4K0

Que deviennent les résultats ci-dessus si la source est située au point x = xo au lieu de x=0?
On pourrait devoir utiliser 1'intégrale de Poisson, c'est-a-dire

f e-at? d¢ = \/z (a>0).
0 4a

32. Soient ¢ et x le temps et le vecteur position. Le vecteur constant u désigne la vitesse du
fluide tandis que K est le tenseur des diffusivités, qui est symétrique et défini positif. Si les
composantes de K sont des constantes, alors, dans un domaine d'intérét infini, la
concentration
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_(x-uneKle(x-ur)
4t

(4mt)"'2+/det K

est la solution du probléme différentiel
O;—C + u*VC = V¢ (K*V()
t

[Ctx)]_, = 6(x-0)

ou O est la fonction de Dirac tandis que l'entier n représente le nombre de dimensions de

exp

C(t,x) =

l'espace dans lequel le probléme est posé. Si U et K sont des constantes strictement positives,
utiliser les informations ci-dessus pour déterminer la fonction y(x,y) qui est la solution de
'équation différentielle

Ny %y
E = (S(X—O)é(y—()) + Kﬁ

dans le domaine infini —% < x <®,—0 <y<o. Par ailleurs, dans le domaine semi-infini
défini par les inégalités —oo < x <o,0<y<oo, on demande de déterminer la solution de
'équation

Y I*yp
PRl 8(x = x0)8(y = yo) + Kﬁ
avec yo >0, sachant que I'on impose la condition frontiére suivante
d
[—wl - 0.
]

33. Un liquide de masse volumique constante p est au repos dans un récipient. La pression
atmosphérique p, est constante sur l'interface liquide-atmosphere, dont l'aire est S. Sachant
que le volume du liquide est V et que I'accélération de la pesanteur vaut g, établir la force que
le liquide exerce sur les parois du récipient.

34. Deux observateurs, identifi€s par les lettres “A” et “B”, enregistrent le signal associé a une
onde plane et déterminent respectivement les périodes T4 et T5. A tout instant 7, le vecteur-
position des observateurs est r4(r)=Ute, et r8(t)= Vtey, ou U et V sont des vitesses
constantes tandis que e, et e, sont des vecteurs unitaires orthogonaux. Un troisiéme
observateur est immobile; la période du signal qu'il mesure vaut 7¢. Déterminer la longueur
d'onde du signal.

35. On considere un récipient cylindrique de section S dont le fond est plat et horizontal. Il
contient un volume SH d'un liquide au repos dont la densité est constante. Donner la
signification physique de la constante H. On perce ensuite un trou de section s dans le fond du
récipient, ce qui engendre un écoulement que 1'on peut considérer comme idéal. La pression
dans le jet de liquide qui se développe sous le récipient est €gale a la pression atmosphérique
— qui est supposée constante dans le temps et l'espace. Si g dénote l'accélération de la
pesanteur, montrer que la temps nécessaire a vider le récipient est approximativement égal a
[2HS? /(gs?)]"/2 dans I'hypothése ou s<<S.
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36. On considere la fonction u(z,x) qui satisfait le probleme différentiel suivant:

ot ox
[u(t,x)]x=0 =0 et [u(t,x)]t=0 = U,

ou les constantes U et V sont strictement positives. Proposer une interprétation physique de U

M,y _ .

et de V. Déterminer la valeur de u(z,x) en tout point du domaine d'intérét défini par les
inégalités O<st<oet Osx=<L.

37. On note v et v la partie moyenne et la partie fluctuante/turbulente de la vitesse d'un fluide
en écoulement turbulent. Bien entendu, on a v=0. On considére les paramétrisations
suivantes:

vw = -v,Vv,

VW= —v, [Vv+(Vv)T],

Wo= —v, [Vv+(Vv)T] + %d,

ou v; et e=vev/2 représentent respectivement la viscosité cinématique turbulente et
I'énergie cinétique turbulente; I est le tenseur identité, de sorte que toutes ses composantes
sont nulles, sauf celles appartenant a la diagonale principale, qui sont toutes égales a 1; le
tenseur (Vv)T est le résultat de la transposition du tenseur Vv. Dans quelles unités exprime-t-
on v; et e? Expliquer pourquoi 2 des 3 paramétrisations ci-dessus sont inacceptables.

38. On considere deux écoulements fluides, dont les parametres sont identifi€s par 1'indice i
(i=1, 2). Le fluide i de masse volumique p; et de viscosité dynamique y; s'écoule dans une
conduite de section circulaire de rayon R;. Le débit massique — qui s'exprime en kg s!—
vaut Q;. On a:

(P1, 1, Ri, Q1) = 10 (p2, w2, Ra, Qo) .
L'écoulement identifié par l'indice i=1 est turbulent. L'autre 1'est-il aussi? Justifier

39. On considere une riviere qui connait un écoulement turbulent. Si g, & et Cp symbolisent
respectivement l'accélération de la pesanteur, la hauteur de la colonne d'eau, qui est supposée
constante, et un coefficient — adimensionnel — de trainée approprié, expliquer pourquoi u, la
moyenne sur la verticale de la vitesse de l'eau, peut obéir approximativement a 1'équation
ghsina =C D|u|u, ou o représente 1'angle mesurant l'inclinaison du lit de la riviere par rapport
a I'horizontale. Montrer qu'il est possible d'estimer le débit de la riviere a partir d'une mesure
de la hauteur d'eau.

40. Dans le domaine 0=<& <1, la fonction y(&) est la solution du probleme différentiel

suivant:
d*yp dy
— —_— - =0
e TS Y .

PO) =1, p)=2

Déterminer le terme dominant de la solution asymptotique de ce probléme pour & — .
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41. Une couche de liquide d'épaisseur constante s descend en régime stationnaire sous
l'influence de la pesanteur sur un plan incliné d'un angle a par rapport a 1'horizontale. La
masse volumique du liquide est supposé constante. L'angle o est défini de telle sorte qu'il
serait nul si le plan était horizontal. A l'interface liquide-atmosphere, la pression
atmopshérique est supposée constante et la tension tangentielle est négligeable. Montrer que
la vitesse moyenne du liquide vaut gh?sina /(3v), ol les constantes positives g et v désignent
l'accélération de la pesanteur et la viscosité cinématique du liquide. Etablir la relation entre le
débit descendant la pente et la hauteur de la couche de liquide

42. Montrer que la surface d'un liquide de masse volumique constante placé dans un récipient
cyclindrique a fond plat de rayon R en rotation a vitesse angulaire constante @ autour de son
axe de symétrie est un paraboloide de révolution — une propriété qui est exploitée pour
construire des télescopes a miroir liquide. Montrer que le volume de liquide présent dans le
récipient doit étre supérieur & mw?R* /(4g) pour que la couche de liquide s'étende jusqu'au
centre du récipient.

43. On se place dans l'océan. Donner 1'ordre de grandeur, ou le range des ordres de grandeur,
de la viscosité moléculaire et turbulente ainsi que de la diffusivite moléculaire et turbulente
d'un traceur.

44. On consideére un écoulement pour lequel l'approximation de Boussinesq, l'équilibre
géostrophique et I'équilibre hydrostatique s'appliquent. Le facteur de Coriolis est supposé
constant. Montrer que, dans cet écoulement, la variation verticale de la vitesse horizontale est
due a la variation horizontale de 1a masse volumique.

45. On considere un écoulement marin stationnaire a masse volumique constante pour lequel
I'équilibre géostrophique et I'équilibre hydrostatique s'appliquent. Le facteur de Coriolis est
supposé constant. Le fond et la surface de la mer ne sont pas horizontaux. La pression a la
surface de la mer est égale a la pression atmosphérique, qui est une constante. Montrer que la
vitesse horizontale ne dépend pas de la coordonnée verticale. Montrer que la vitesse verticale
est nulle. Montrer que la vitesse horizontale est parallele aux iso-courbes de 1'élévation de la
surface et aux isobathes — c'est-a-dire les iso-courbes de la profondeur.

46. On étudie un écoulement marin qui est tel que la position d'une bouée est donnée a
l'instant ¢ par le vecteur horizontal

r(¢t) = a + bt + csin(dt) + e; xccos(dt)
ou a, b et ¢ sont des vecteurs constants; e, est le vecteur unitaire vertical, qui pointe vers le
haut; d est une constante scalaire. Montrer le mouvement de la bouée est susceptible d'€tre
provoqué par des oscillations d'inertie en présence d'un courant géostrophique constant. Dans
ce cas, donner l'interprétation physique de a, b, ¢ et d.

47. Les équations les plus simples qui permettent de représenter avec un certain réalisme les
marées et tempétes sur le plateau continental nord-ouest européen (Mer du Nord, Mer
d'Irlande, etc.) sont les équations des eaux peu profondes linéarisées:

an

= - Ve(hu) ,
P (hu)
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ou ts -t/
— + fe,xu = - gVn + ,
P fe: gvn o

ou les constantes positives f, g et p désignent le facteur de Coriolis, 1'accélération de la

pesanteur et la masse volumique de l'eau; e, est le vecteur unitaire vertical pointant vers le
haut. Si ¢ et x représentent le temps et le vecteur position, les fonctions du temps et de la
position 7(z,x) et u(#,x) désignent respectivement 1'élévation de la surface de la mer — par
rapport a un niveau de référence horizontal — et la vitesse horizontale. Le vecteur horizontal
t5(¢,x) est la tension que le vent applique a la surface de la mer, tandis que la tension de fond,

t/, est paramétrisée par l'expression t/ = CD|u u, ou le coefficient de trainée Cp est une

constante positive. La valeur approchée de la profondeur de la mer est A(x). Une partie de la
frontiere du domaine d'intérét, la cOte européenne, est imperméable. Sur le reste de la
frontiere, on impose 1'élévation — qui est une fonction du temps et de la position. On
demande de montrer que 1'élévation et le vecteur vitesse tendent a se comporter de fagcon
indépendante des conditions initiales a mesure que le temps augmente. Il est utile de
considérer 2 solutions, [n!(z,x), ul(#,x)] et [n3(t,x), u?(z,x)], qui satisfont les mémes
conditions aux limites mais des conditions initiales différentes; on montrera que

%f[g(nz—nl)2+h‘u2—ul‘2] dx = 0,
Q

ou £ représente le domaine d'intérét. On pourra aussi invoquer le théoréme suivant: si
w&) =0 et du/df>0, alors (b-a)e*[u(b)b-u(a)al>0 si et seulement si b=a et
(b—a)e*[u(b)b- u(a])a]=0 si et seulement si b=a. Expliquer l'intérét de la propriété de
convergence obtenue ci-dessus pour la simulation numérique des marées et tempétes sur le
plateau continental nord-ouest européen.

48. Dans le domaine —-% < x <o, on considére les équations linéaris€ées des eaux peu
profondes adaptées a un probléme a une dimension:

ad 0

AinZ oo,

ot 0x

ou an

= =1 _ =0,
ot gax W
—+ fu =0,

ot /

ou g, h et f sont des constantes positives. Donner la signification de ces constantes. Montrer
que les équations ci-dessus admettent la propagation a la vitesse i@ d'une discontinuité de
I'élévation n. Evaluer la discontinuité de la vitesse u associ€ a la discontinuité d'élévation.
Montrer que la vitesse v reste continue.

49. On considere un canal a fond plat et surface libre. La largeur du canal vaut /(x), ou x est
une coordonnée liée a 1'axe de symétrie du canal. Dans le canal se trouve un liquide a masse
volumique constante dont la vitesse longitudinale, u, ne dépend que de la coordonnée x. La
hauteur d'eau vaut H(x). Les effets de diffusivité moléculaire sont négligeables. Montrer que
les équations de bilan de masse et de quantité de mouvement horizontale peuvent s'écrire

d
—({Hu) = 0,
dx( )
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2
i(u—+gH) = 0.

dx\ 2
Etablir les relations suivantes:
1 dH Fr? 1dl l@ -1 1dl

Hdx 1-Fr ;a o udx  1-Fr2 EE ’
ou Fr est le nombre de Froude, c'est-a-dire
|4
@ .

Existe-t-il, dans le cadre de I'écoulement considéré ici, une analogie entre le nombre de

Fr =

Froude et le nombre de Mach? Discuter de 1'impact d'un rétrécissement du canal sur la vitesse
du fluide.

50. On étudie un lac dont la longueur est tellement supérieure a la largeur qu'il peut étre
modélis€é dans le cadre d'approximations uni-dimensionnelles. On suppose que la masse
volumique de l'eau, p, est une constante. On fait alors I'hypothése que les équations des eaux
peu profondes suivantes suffisent a représenter approximativement la dynamique du lac:

1% 1%

oan h_” -0,

ot ox

ou on N Tcos(wr)
ot ox ph

ou ¢ représente le temps tandis que x est la coordonnée spatiale qui est telle que O=sx <L, L
étant la longueur du lac; les constantes 4, g et 7 représentent respectivement la profondeur
non-perturbée du lac, 'accélération gravitationnelle et I'amplitude de la tension éolienne, qui
varie dans le temps avec une fréquence angulaire w; finalement, n(¢,x) et u(z,x) désignent
I'élévation de la surface du lac et la vitesse de 1'eau. Comment imposer I'imperméabilité des
extrémités du domaine d'intérét? Quelles sont les valeurs de la fréquence angulaire w qui sont
susceptibles de conduire au phénomene de résonance? Pour répondre a cette derniere
question, il faudra avoir recours a la série de Fourier suivante:

Y wysin(k,x) = 1
n=1

avec u, =4/(k,L) et k, =Q2n-1)x/L.

51. On considere la houle comme une superposition d'ondes planes linéaires. Montrer que la
relation de dispersion relative a la houle dans un océan infiniment profond de densité
constante est w? = glk

, ou w, g et k désignent respectivement la fréquence angulaire,
l'accélération de la pesanteur et le vecteur-nombre d'onde horizontal. On montrera aussi que
les composantes de la vitesse et la pression réduite décroissent exponentiellement a mesure
que 1'on s'éloigne de la surface de 1'océan.
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