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Résumé

Le but de ce travail est d’étudier 'article Metabelian groups with quadratic Dehn
function and Baumslag-Solitar groups, dont le résultat principal est de montrer que
certains groupes métabéliens, contruits a partir d’une action sur un produit de corps
locaux, ont une fonction de Dehn quadratique.

En application, il est prouvé que les groupes de Baumslag-Solitar BS(1,n), qui
ont une fonction de Dehn exponentielle, peuvent étre plongés dans un groupe ayant
une fonction de Dehn quadratique. Ce résultat est optimal dans le sens ou ils ne
peuvent pas étre plongés dans un groupe dont la fonction de Dehn est linéaire, et
que toute fonction de Dehn sous-quadratique est linéaire.

Il est également prouvé que les groupes de Baumslag A, ont une fonction de
Dehn quadratique.
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Chapitre 1

Présentation d’un groupe

1.1 Définitions

Rappelons qu'un monoide est un ensemble muni d’une multiplication associa-
tive admettant un élément neutre. Si S est un ensemble quelconque, le monoide
libre sur S est par définition I'ensemble W (S) des suites finies d’éléments de S, la
multiplication étant la juxtaposition et ’élément neutre la suite vide.

Définition 1.1.1. Si (G});cs est une famille de groupes, soit S = L;c;G; leur réunion
disjointe, et soit ~ la relation d’équivalence sur W (S) engendrée par we;w’ ~ ww’
des que e; est I’élément neutre de G;, et wabw’ ~ wew’ dés que a, b, c € G; vérifient
ab = c¢. L’ensemble quotient W (S)/ ~ est alors muni d'une structure de groupe, on
I'appelle produit libre des groupes (G )icr-

Définition 1.1.2. Soit S un ensemble. Le groupe libre engendré par S est le produit
libre d’une famille de copies du groupe Z indexée par S, on le note Fg. On identifie
chaque s € S avec le générateur +1 de la copie de Z correspondant a s, de sorte que
S soit un sous-ensemble de Fyg, ce qui permet d’identifier Fis a I’ensemble des mots
réduits, c’est-a-dire sans occurrence de ss~! pour s € S, sur S U S~

Définition 1.1.3. Soit G un groupe et soit S un ensemble de générateurs. On définit
sur G une distance, appelée métrique des mots, par la formule

ds(g,h) :min{n €N|3sy,...,s, € ST, g= hsl...sn}.
On note |g|s la longueur de g € G, c’est-a-~dire la distance de g a eg.

Définition 1.1.4. Une présentation d'un groupe G est la donnée d’un ensemble S
et d'une surjection Il : Fg — G, ou Fg désigne le groupe libre sur S, et d'un sous-
ensemble R du noyau N = ker Il qui engendre N en tant que sous-groupe distingué
de Fs. On dispose alors d’une suite exacte courte

1— {(R)) — Fs — G — 1,

et on écrit G = (S, R). Les éléments de S sont les générateurs et les éléments de R
sont les relateurs.



1.2 Groupes de présentation finie

Définition 1.2.1. Une présentation G = (S, R) est dite bornée si les éléments de
R sont de longueur bornée relativement a la distance définie par S.

Remarque 1.2.2. Si de plus S est fini, alors R est également fini et on parle de
présentation finie : G = (s1,...,8, | 71, -, Tm)-

Proposition 1.2.3. Soit G = (S, R) une présentation finie. Alors pour tout systéme
fini T' de générateurs, le groupe G est finiment présenté par T.

Preuve. Si T C S alors écrivons chaque s € S\ T' comme un mot en les éléments
de T, ce qui est possible puisque T engendre G, et remplacons chaque occurence de
s = t1...t, dans un relateur par le mot ¢;...t.. On obtient ainsi une présentation
finie de G avec T pour systeme de générateurs. Si S C T alors pour chaque t € T'\ S,
on écrit t = s1...s, et on ajoute r = t~!s; ...s, au systéme de relateurs R. Comme
T est fini, on garde un systeme de relateurs fini. Dans le cas général, on considere
le systeme fini de générateurs S UT. D’apres le second cas, G est finiment présenté
par SUT, et puisque T' C S UT on peut appliquer le premier cas pour obtenir que
G est finiment présenté par 7. m

Remarque 1.2.4. L’hypothese de finitude pour T' est nécessaire. En effet, on peut
montrer que le groupe Z, qui est finiment présenté par {1}, n’est pas finiment pré-
senté par le systeme de générateurs {n! | n € N}.

Corollaire 1.2.5. Soit Gy un groupe de présentation finie et soit m : Gog — G un
morphisme de groupes surjectif. Alors G est de présentation finie si et seulement
si K = kerm est engendré en tant que sous-groupe distingué par un nombre fini
d’éléments.

Preuve. Soit Go = (s1,...,8, | r1,...,7y) une présentation finie. Si K = ({r},...,7}.))
alors (s1,...,8, | 71y« Tm,Th, ..., 7)) est une présentation finie de G. Réciproque-
ment, soit L le noyau de la fleche

Fs 5 Gy 5 G,

Si G est de présentation finie alors d’apres la proposition 1.2.3, L est engendré en
tant que sous-groupe distingué par un nombre fini d’éléments, c’est donc également
le cas de K = p(L). O

1.3 Groupes de présentation compacte

1.3.1 Propriétés

Définition 1.3.1. Soit G un groupe topologique. On dit que G est de présentation
compacte si G est séparé et s'il existe une présentation bornée (S, R) de G avec S
compact.



Lemme 1.3.2. Soit G un groupe localement compact et soit S un ensemble de
générateurs compact qui est symétrique et qui contient 1. Alors pour tout ensemble
de générateurs compact T, il existe un entier n tel que T C S™, ou S™ désigne
I’ensemble des produits de n éléments de S.

Preuve. Par hypotheése, G = U,>1.S™ et chaque S™ est fermé car S est compact.
D’apres le théoreme de Baire, qui affirme que tout espace topologique localement
compact est de Baire, il existe un entier n tel que S™ ne soit pas d’intérieur vide. Si
est dans l'intérieur de S™, alors 2! aussi, et donc 1 est dans l'intérieur de S?*. Ainsi,
pour tout entier k, S* est inclus dans I'intérieur de S?"**. On en déduit donc que les
intérieurs des S?"* recouvrent G et donc en particulier 7. Par compacité, on peut
extraire de ce recouvrement d’ouverts un sous-recouvrement fini. Enfin, I’hypothese
que 1 € S rend croissante la suite des (S*),. Comme T est inclus dans une réunion
finie d’entre eux, il est inclus dans I'un d’entre eux, ce qui conclut. O]

Proposition 1.3.3. Soit G un groupe localement compact de présentation compacte.
Alors G est présenté de maniére compacte par tout sous-ensemble compact T de
générateurs.

Preuve. Le schéma de la preuve est le méme que dans le cas d’une présentation finie.
Soit G = (S, R) une présentation bornée avec S compact. Le groupe G est présenté
de maniere compacte par 1" si et seulement s’il est présenté de maniere compacte
par TUT~1U{1}, on peut donc supposer que T est symétrique et contient 1. Quitte
a changer S en SUS ! U {1} et & garder le méme R, on peut également supposer
que S est symétrique et contient 1. D’apres le lemme précédent, on dispose d’entiers
m,n tel que S C T™ et T' C S™. Si T C S, écrivons chaque s € S\ T sous la
forme s = t;...t, et remplagons chaque occurrence de s dans un relateur par le
mot ty...%,. On obtient ainsi une présentation de G dont ’ensemble de relateurs
reste borné. Si S C T, pour chaque t € T\ S, on écrit t = s1...5,, et on ajoute
r =t1s...5, au systétme de relateurs R. On garde ainsi un ensemble borné de
relateurs. Dans le cas général, on prend comme ensemble de générateurs S U T, qui
reste compact, et on applique successivement les deux cas précédents. [l

Remarque 1.3.4. L’hypothese de locale compacité pour G est nécessaire. En effet,
fixons un nombre premier p et munissons Z de la topologie p-adique. Soit u, = n!
pour n € N et s0it uo = 0. T = {u, | n < 0o} est un sous-ensemble compact tel que
Z n’est pas de présentation bornée pour T', alors que Z est de présentation bornée

pour {1}.

Corollaire 1.3.5. Soit Gy un groupe localement compact de présentation compacte
et soit m : Gy — G un morphisme de groupes surjectif. Alors G est de présentation
compacte si et seulement si K = ker 7 est engendré en tant que sous-groupe distingué
par un ensemble d’éléments de longueur bornée.

Preuve. Identique au cas d’un groupe de présentation finie. [l



1.3.2 Un exemple de groupe qui n’est pas de présentation
compacte

On étudie dans ce paragraphe le groupe (Q, x Q,) x Z, dont on montre qu’il
n’est pas de présentation compacte. Pour cela on a besoin de la notion d’extension
HNN topologique.

Définition 1.3.6. Soit G = (S, R) un groupe topologique séparé, soient Hy, Hj
deux sous-groupes ouverts de G et soit ¢ : H; — Hs un isomorphisme. On définit
I'extension HNN(G, Hy, Ho, ¢) par la présentation

I = <S,t | R, tht ™' = ¢(h) Vh € H1> .

Définition 1.3.7. Si X est un espace topologique, on appelle net sur X toute
fonction (z;) de I dans X, ou [ est un ensemble muni d’un préordre filtrant.

Remarque 1.3.8. Avec les notations précédentes, on définit une topologie sur I' en
disant qu'un net (g;) dans I' converge vers g € I" si pour tout sous-groupe ouvert L
de G, ultimement ¢g~'g; € L.

Lemme 1.3.9. La topologie définie sur I' en fait un groupe topologique séparé, et le
plongement de G dans I est un homéomorphisme entre G et un sous-groupe ouvert
de I'. En particulier, si G est localement compact alors I' est localement compact.

Preuve. Voir [6]. O

Proposition 1.3.10. Si [’extension HNN est non ascendante, c’est-a-dire si aucun
des deux sous-groupes Hy et Hy n’est inclus dans 'autre, alors elle contient un sous-
groupe libre non abélien.

Preuve. 1’idée de la preuve est la suivante. On commence par faire agir 'exten-
sion HNN sans inversion sur un arbre, c’est-a-dire qu'une aréte ne peut pas étre
envoyée sur la méme en la renversant, avec pour domaine fondamental un sommet
de stabilisateur G et une aréte (émanant de ce sommet) de stabilisateur H;. On
trouve ensuite deux éléments hyperboliques, ¢’est-a-dire deux éléments qui ne fixent
ni aréte ni sommet, d’axes disjoints, ou 'axe d’un élément hyperbolique désigne
I'unique droite de I'arbre qu’il fixe. Le sous-groupe engendré par deux tels éléments
est alors libre (voir par exemple [10]). O

Proposition 1.3.11. Le groupe G = (Q, X Q,) X Z, ou l’élément 1 de Z agit sur le
premier facteur par multiplication par p et sur le second par multiplication par p~!,
n’est pas de présentation compacte.

Preuve. Ce groupe admet la présentation
(71, Zy,t |V € Zy tat™' = aP Yy € Zy t 1yt = 9P,
Vo € ZyVy € Zo Vk, 0 € N [t™* otk t'yt™] =1),

>



ou Z; et Z désignent deux copies de Z,. Soit G, le groupe obtenu a partir de la
présentation précédente en faisant varier les entiers k, £ entre 0 et n. En particulier,

Go=(7Z1,Zy,t |Vx € Z) tot™" = 2P, Yy € Zy t 1yt = 9P,
‘v’xEZl‘v’yEZg [x,y]zl)

est une extension HNN de Z, x Z, par l'isomorphisme diag(p,p~') entre les deux
sous-groupes ouverts Z, X pZ, et pZ, x Z,. C’est donc un groupe localement compact
de présentation compacte, et par le corollaire 1.3.5 il nous suffit de montrer que le
noyau N de ¢ : Gy — G n’est pas engendré en tant que sous-groupe distingué par
un ensemble d’éléments de longueur bornée.

On dispose d’une suite de fleches

GO%Gl—»...Gn—»Gn_H—»...—»G.

Pour n > 1, posons N, = ker(y, : Go - G,,), de sorte que N soit la réunion
croissante des (NNV,,). L’intersection de N avec le sous-groupe ouvert Z, x Z, de Gy
est réduite a l'identité, ce qui prouve que N est discret, et donc fermé en tant
que sous-groupe discret d'un groupe topologique séparé. Ainsi, pour tout entier k,
I'intersection de N avec la boule de rayon k, c’est-a-dire I’ensemble des éléments de
longueur au plus k respectivement au systéme de générateurs compact 21, Zs, t; est
Iintersection d'un fermé discret avec un compact, et est donc finie. Il existe donc
un entier ny tel que cet ensemble fini de points soit dans N,,. On a donc montré
que le sous-groupe distingué engendré par tout ensemble dont les éléments sont de
longueur borné est inclus dans un certain N, . Il nous suffit donc de prouver que
tous les V,, sont des sous-groupes stricts de N pour conclure la preuve.

On vérifie facilement dans la présentation définissant G, que tout relateur pour
lequel (k,¢) # (n,n) est redondant, et que le morphisme de groupes

@Z)nZGo—)Gn

rE€Zi—p e

Y€ Zy—ply
t—1

est bien défini et est un isomorphisme. Ainsi, par la proposition 1.3.10, chaque
G, contient un sous-groupe libre non abélien, et la fleche GG, — G ne peut étre
injective. Supposons par 'absurde que N = N,, pour un certain entier n, et soit
y € ker(G,, — G). 1l existe © € Gy tel que y = ¢, (x), et en poussant cette égalité
dans G on obtient que z € N. Or, N = N,, par hypothese et donc 1 = ¢, (x) = y.
On a montré que G,, - G est injective, ce qui constitue une contradiction. m

Remarque 1.3.12. Le résultat reste vrai dans le cas d’une action par multiplication
par diag(p®, p~?) avec a, 3 > 0, et la preuve est identique.



Chapitre 2

Géomeétrie a grande échelle

2.1 Quasi-isométries

On introduit dans ce paragraphe la notion de quasi-isométrie. L’idée qui nous
guide est la suivante. Si 'on place sur une droite du plan euclidien des marqueurs a
chaque point entier, alors, vus de tres loin, notre ensemble de marqueurs et la droite
sont indistinguables. On dira alors que cet ensemble de marqueurs et la droite sont
quasi-isométriques.

Définition 2.1.1. Soient (X, d;), (Y, ds) deux espaces métriques et soient A > 1,
e > 0. Une application f : X — Y est un plongement (), €)-quasi-isométrique si
pour tous xq,xs € X

1

Xdl(lﬁl,l’g) — & S dg(f(l’l), f(ZL‘Q)) S )\dl(fEl,l’Q) + €.

Si de plus il existe une constante C' > 0 telle que tout point de Y soit a une distance
inférieure a C' de I'image de f, alors on dit que f est une (A, €)-quasi-isométrie, et
que l'espace (X, d;) est quasi-isométrique a 'espace (Y, ds).

Proposition 2.1.2. S’ existe une (A, €)-quasi-isométrie f : X — Y alors il existe
une (XN, &')-quasi-isométrie f' : Y — X, N > 1, & >0, et une constante k > 0 telles
que di((f o f)(z),z) <k pour tout x € X et do((f o f')(y),y) < k pour touty € Y.

Définition 2.1.3. Une telle application est appelée un quasi-inverse de f.

Preuve. Pour tout y € Y il existe x € X tel que dy(f(z),y) < C. Posons f'(y) = .
Démontrons que f” ainsi définie est bien une quasi-isométrie. Soient 1,y € Y.

di(f (), f'(y2))

d1($1,$2)

A+ do(f(21), f(z2)))

Ae +da(f(21),y1) + da(y1, y2) + da(y, f(22)))
s (y1,Yy2) + Ae + 20C,

IA N CIA

7



et

di(f' (1), f'(y2)) = dilzr,22)
> (d(f@). f) — 2
> () — dalyns F(0) — (). 2) — 9
> idQ(y17yQ)_i_2)(\;’~

I1 suffit donc de prendre A’ = X et &/ = \e + 2)\C.
Si y € Y, la majoration da(f(f'(y)),y) < C résulte de la définition de f’. Si
désormais x € X, on cherche a majorer dy((f' o f)(z), z).

di(f'(f(x),2) < Xe+ Ao (f(f'(f(2))), f(x))
< e+ MO

toujours par définition de f’. Il suffit donc de prendre k = Ae + AC. O

Remarque 2.1.4. La proposition précédente affirme que la relation de quasi-isométrie
est symétrique, ce qui nous permet de dire que deux espaces métriques sont quasi-
isométriques.

Proposition 2.1.5. La composition d’un plongement (\,¢)-quasi-isométrique et
d’un plongement (XN, €')-quasi-isométrique est un plongement (u, v)-quasi-isométrique,
avec 1t = AN et v = Ne + &', De plus, la composition de deuzr quasi-isométries est
une quasi-isométrie.

Preuve. 11 suffit d’écrire la définition. ]

Remarque 2.1.6. Ce résultat signifie que la relation de quasi-isométrie est transitive,
et est donc une relation d’équivalence sur la classe des espaces métriques.

Exemple 2.1.7. Tout espace métrique borné est quasi-isométrique a un point. Plus
généralement, l'inclusion Y — X d’un sous-ensemble d'un espace métrique X est
une quasi-isométrie si et seulement s’il existe une constante C' > 0 telle que tout
point de X se situe a une distance de Y inférieure a C'. En particulier, si G est un
groupe localement compact et si [ est un réseau co-compact de G, alors 'inclusion
I' < G est une quasi-isométrie. Par exemple, 'inclusion Z < R est une quasi-
isométrie.

2.2 Simple connexité a grande échelle
Définition 2.2.1. Un espace métrique (X, d) est dit géodésique si pour tous z,y € X,

il existe un plongement isométrique du segment [0, d(x,y)] dans X envoyant 0 sur
et d(x,y) sur y.



Définition 2.2.2. Soit (X, d) un espace métrique. Un C-chemin dans X de longueur
n entre x et y est une suite de points = = zy,...,z, = y telle que d(z;,x;41) < C
pour tout ¢. On parle de C-lacet lorsque x = y.

Définition 2.2.3. Un espace métrique (X,d) est dit C-géodésique si pour tout
entier n et tous x,y € X a distance au plus n, il existe un C-chemin entre = et y de
longueur au plus Cn.

Proposition 2.2.4. Un espace métrique (X, d) est C-géodésique pour un certain C
st et seulement s’il est quasi-isométrique a un espace géodésique. En particulier, le
fait d’étre quasi-géodésique est invariant par quasi-isométrie.

Définition 2.2.5. Un espace métrique est dit connexe a grande échelle s’il existe
une constante C' telle que pour tous z,y € X, il existe un C-chemin entre x et y.

Définition 2.2.6. Dans un espace métrique (X, d), deux lacets xo, ..., T, €t Yo, - .., Ym
sont C-homotopes si I’'on peut passer de 'un a l'autre en itérant un nombre fini de
fois les opérations suivantes :

i) ajouter un point x entre x; et z;41 tel que d(z,z;) < C et d(z,z,41) < C;
ii) enlever un point z; deés que d(x;, x;42) < C.

Définition 2.2.7. Un espace métrique est dit simplement connexe a grande échelle
s’il est C-géodésique et si tout C-lacet est C-homotope au lacet trivial.

Remarque 2.2.8. On peut également définir la simple connexité a grande échelle par
le fait d’étre quasi-isométrique a un espace géodésique simplement connexe.

La proposition suivante, qui admet une généralisation aux groupes localement
compacts et o-compacts, établit le lien entre la géométrie a grande échelle du groupe
et les notions introduites plus haut.

Proposition 2.2.9. Soit G un groupe dénombrable muni d’une métrique d inva-
riante a gauche telle que les boules sont finies. Alors :
i) G est de type fini si et seulement si (G, d) est conneze d grande échelle;

ii) G est de présentation finie si et seulement si (G,d) est simplement conneze a
grande échelle.

2.3 Complexe de Cayley

Proposition 2.3.1. Soit G un groupe de type fini, et soient Sy et Sy deuxr ensembles
finis de générateurs. Alors les distances dg, et dg, sont Lipschitz-équivalentes, c’est-

a-dire qu’il existe une constante A > 0 telle que
1
del <g7 h) < dSZ(g7h) < )‘d51 (g7h>

pour tous g,h € G.



Preuve. En exprimant chaque lettre d'un systeme de générateurs en fonction des
éléments de 'autre systeme de générateurs, on voit que la constante

A = max (Hg}qx [sls,, max |SIsl)
convient. ]

Remarque 2.3.2. Si deux distances d; et dy sur X sont Lipschitz-équivalentes alors
I'identité Id : (X, d;) — (X, dy) est une quasi-isométrie. La proposition précédente
permet donc de parler de la classe de quasi-isométrie d’un groupe de type fini.

Définition 2.3.3. Soit G un groupe et .S un ensemble symétrique de générateurs. On
définit le graphe de Cayley I'(G, S) comme le graphe dont les sommets sont indexés
par les éléments de G et ayant pour ensemble d’arétes {(g, gs)|g € G,s € S}.

Remarque 2.3.4. Si on donne a chaque aréte du graphe la longueur 1 et que 'on
munit I'(G, S) de la métrique des chemins, alors 'action du groupe G sur I'(G, S)
par multiplication a gauche est une action par isométries.

Définition 2.3.5. On définit le complexe de Cayley I'(G, S, R) d’une présentation
G = (S, R) comme le complexe polygonal dont le 1-squelette est le graphe de Cayley
['(G,S), et dont les 2-cellules sont des polygones réguliers ayant pour sommets
g,9S81,---,9Sn_1, pour tout g € G et tout r = s1...5s, € R de longueur n > 3.

Remarque 2.3.6. Munissons chaque n-gone régulier de la distance euclidienne, chaque
aréte étant de longueur 1. Ceci permet de définir de maniére naturelle une distance
géodésique comme ceci : si z,y sont dans I'(G, S, R), on considére ’ensemble des
suites finies o = z, ..., x, = y de points de ['(G, S, R) tels que x; et x;11 sont dans
un méme polygone, et on définit la distance de x a y par

dx(z,y) = inf {z”: d(ifz',l‘iﬂ)} )

i=1
ol la borne inférieure est prise sur I’ensemble des telles suites de points de I'(G, S, R).
Proposition 2.3.7. Le plongement de G dans l'un quelconque de ses complexes de
Cayley T'(G, S, R) est un plongement quasi-isométrique. C’est une quasi-isométrie
si et seulement si la présentation (S, R) est bornée.

Preuve. 1l s’agit clairement d’'une application 1-lipschitzienne. Si X désigne le com-
plexe de Cayley, on vérifie sans difficulté que pour tous g,h € G,

jidsaq, h) < dx (g, h).

la constante 1/ V2 provenant de la longueur de la diagonale d’un carré de coté de
longueur 1. Le plongement est donc bi-lipschitz. De plus,

sup dx(z, G) = sup {px | R contient un mot de longueur k} ,
zeX

ol pg désigne le rayon du k-gone régulier de c6té unité, d’ou la seconde assertion. [
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Chapitre 3

Fonction de Dehn

3.1 Fonction de Dehn d’une présentation et lien
avec le probleme du mot

Soit (G, S, R) une présentation, et soient w,w’ € Fg. On écrira w = w’ si ces deux
éléments sont égaux dans Fg et w = w' si les deux mots représentent le méme élément
dans le groupe G. Exposer précisément le probleme du mot nécessite des notions
sur les machines de Turing, nous nous contenterons ici d’'une définition informelle.
Résoudre le probleme du mot consiste, étant donné w,w’ € Fg, a répondre par
un algorithme si oui ou non I'égalité w = w’ a lieu dans G. Supposons que w' =
w1 (ugug)we a été obtenu a partir de w = wyuy Lw, en appliquant le relateur r =
(uyugus) ™t Dans le groupe libre Fs, on a

-1, -1, —1 —1 —1y,
W = Wilzly Uy U] UWe = (T17x] )wiugugwe = (x17x] )W’

avec r1 = wyug. Si w” est obtenu a partir de w’ en appliquant un autre relateur
7' alors on a une égalité du type w = (x1rzy ) (2o’ sy )w”. En procédant ainsi, on
voit que si le mot w peut étre réduit au mot trivial en appliquant N relateurs de R,
alors on dispose d'une égalité du type

N
_ -1
w = H Q?ﬂ'iﬂfi s
i=1

avec z; € Fg, r; € R*'. On voit donc qu’en attaquant le probléme du mot a la main,
on essaie de maniere implicite d’écrire un mot w € Fs comme produit de conjugués
de relateurs, ce qui souligne le lien avec la définition de fonction de Dehn.

Définition 3.1.1. Soit (G, S, R) une présentation et soit N le noyau du morphisme
Fs — G. On définit l'aire algébrique d’un élément g € N comme étant le minimum
des entiers k tels que g est produit de k conjugués de relateurs ou de leurs inverses :

k
a(g) :min{k‘ eEN|g= Hviriﬂv[l, v; € Fg, 1; € R}.

i=1

11



La fonction de Dehn de la présentation (G, S, R) est définie par

d(n) = sup{a(g) | g € N, |gls < n}.
On prolonge la fonction § a R>( en posant d(z) = o([z]).

Remarque 3.1.2. Dans le cas d'un groupe localement compact de présentation com-
pacte, il peut arriver que la fonction de Dehn définie comme ci-dessus prenne des
valeurs infinies. Cependant, il est prouvé dans [6] qu'on peut toujours trouver une
présentation compacte telle que la fonction de Dehn correspondante prenne des va-
leurs finies.

Remarque 3.1.3. En prolongeant la fonction aire & Fg tout entier par a(g) = +o0
si g ¢ N, on définit une distance invariante a gauche a valeurs dans [0, +o0], ¢ :
Fs x Fs — [0,+00], par ¢(g,h) = a(g~'h). La notion d’aire étant invariante par
conjugaison, cette distance est également invariante a droite. On peut voir ¢ comme
le cotit nécessaire pour passer de g a h.

Définition 3.1.4. Une inégalité isopérimétrique pour la présentation (G, S, R) est
la donnée d’une fonction f: N — R telle que pour tout entier n, é(n) < f(n).

Le théoreme suivant, dont nous ne donnons pas la preuve, précise le lien entre le
probléme du mot et la fonction de Dehn d’une présentation (voir [3]).

Théoréme 3.1.5. Pour une présentation finie P = (G, S, R), les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

i) Le probléme du mot est résoluble ;

it) dp satisfait une inégalité isopérimétrique op < f, ou f est une fonction récur-
sive (c’est-a-dire calculable par une machine de Turing) ;

1. 6p est récursive.

3.2 Fonction de Dehn d’un groupe

Considérons les groupes définis par les présentations P = (z | () et Q = (y, z | 2),
qui sont tous deux isomorphes au groupe Z, et calculons les fonctions de Dehn cor-
respondantes. Pour la premiere, le seul mot réduit qui représente 1’élément neutre de
Z est le mot vide, donc dp(n) = 0 pour tout entier n. Pour @), parmi les mots réduits
de longueur n qui représentent 1’élément neutre de Z, le mot 2™ a une aire maximale
qui est égale a n, donc dp(n) = n. Les fonctions de Dehn de deux présentations d'un
méme groupe ne sont donc pas égales, ce qui motive la définition suivante.

Définition 3.2.1. Soient f, g deux fonctions [0, +o00[— [0, 400l
On dit que ¢ majore asymptotiquement f, et on écrit f < g, s’il existe une
constante C' > 0 telle que, pour tout [ € [0, +oo[, on ait f(I) < Cg(Cl+C)+Cl+C.
On dit que f, g sont équivalentes, et on écrit f ~g,si f<Xget g f.

12



Cette définition s’étend immédiatement aux suites de nombres réels positifs. La
relation ~ préserve le comportement asymptotique. Par exemple n? ~ n? implique
p = q et nP & " pour tout r > 1. De plus cette relation identifie les fonctions
linéaires aux fonctions constantes, les polynéomes de méme degré entre eux et les
fonctions exponentielles entre elles : p™ ~ r™ pour tous 7, p > 1.

Théoréme 3.2.2. Soit G un groupe de présentation finie, et soient (S, R) et (S", R')
deux présentations finies de G. Alors les fonctions de Dehn § et §' sont équivalentes.

Preuve. Considérons d’abord le cas § = 5" et R C R'. Chaque " € R\ R peut
s’écrire dans Fg comme produit de m,, conjugués de relateurs de R. Soit m le
maximum des m,.. Si un mot de Fg s’écrit comme produit de k conjugués d’éléments
de RH'UR'*!, alors il peut s’écrire comme produit d’au plus mk conjugués d’éléments
de R*!. Cela montre que d(n) < md'(n). Comme par ailleurs il est clair que §'(n) <
d(n), on obtient bien que § ~ §'.

Considérons désormais une présentation finie (S, R) et ajoutons un ensemble fini
S’ de générateurs. Pour chaque s’ € ', ajoutons un relateur s'u,', ot uy est un
élément de Fs qui représente s’ dans le groupe G. Soit (S”, R”) la présentation
ainsi obtenue, et soit M le maximum des longueurs des mots uy. Etant donné
un mot w € Fg» de longueur n qui représente ’élément neutre du groupe G, on
commence par appliquer les nouveaux relateurs pour remplacer les s’ par les mots
ug . On obtient ainsi un élément de Fs de longueur inférieur & Mn, son aire est donc
inférieure & §(Mn). Ainsi §"(n) < §(Mn), et donc 6” < 4. Montrons que, pour tout
n € N, on a également 6(n) < 6”(n). Pour cela, il suffit de montrer que si un mot
w € Fg peut s’écrire dans Fg» comme produit de n conjugués d’éléments de R"*!,
alors il peut aussi s’écrire dans Fs comme produit de n conjugués d’éléments de
R*!. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer I'image du produit en question par
le morphisme Fg» — Fg qui envoie chaque s’ € S’ sur uy.

Considérons enfin deux présentations finie (S, R) et (S’, R’} du groupe G, et
construisons la présentation ayant pour systeme de générateurs S” = SU S’ et pour
relateurs R = RU R' U {su;'} U {s'u_'}, ol u, (resp. uy) est un mot de Fs (resp.
Fg/) qui représente s (resp. s’) dans G. Ce qui précede montre que que la fonction
de Dehn §” associée a cette présentation est équivalente a la fois a 0 et a ¢’, ce qui
termine la preuve. [l

Remarque 3.2.3. Le résultat reste vrai dans le cas d’un groupe localement compact de
présentation compacte, sous réserve que les fonctions de Dehn prennent des valeurs
finies (ce qui est le cas pour un choix convenable de relateurs, voir [6]), et la preuve
est identique.

La classe d’équivalence de 0 est donc un invariant du groupe G, ce qui nous
permet de parler de classe d’équivalence de la fonction de Dehn du groupe G. Par
abus, on dit aussi fonction de Dehn du groupe G. Le théoréme suivant est un résultat
plus précis, nous l'utiliserons dans la partie 5.
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Théoréme 3.2.4. Soient G,G" deux groupes localement compacts de présentation
compacte. St G,G" sont quasi-isométriques alors les fonctions de Dehn de G et G’
sont équivalentes. Autrement dit, la fonction de Dehn, a équivalence pres, est un
invariant de quasi-isométrie du groupe.

On ne peut en général rien dire sur la fonction de Dehn d un sous-groupe ou d'un
quotient de GG. La proposition suivante traite le cas trés particulier d'un rétract, elle
nous sera utile dans la preuve du théoreme 5.1.6.

Définition 3.2.5. Un sous-groupe H de G est un rétract s’il existe un morphisme
de groupes G — H valant l'identité sur H.

Proposition 3.2.6. Soit G un groupe de présentation finie et soit H un rétract de
G. Alors H est de présentation finie et §g(n) < dg(n) pour tout entier n.

Preuve. Soient (S, R) une présentation finie de H. On peut trouver une présentation
finie (S’, R’) de G telle que S C S et R C R'. Si w € ((R)), on note a(w) son aire
en tant qu’élément de Fs et a/(w) son aire en tant qu’élément de Fs,. Montrons que
a(w) < da/(w). On écrit dans F

a’(w)

I
w=[] viriv,™"
i=1

et on projette cette égalité dans Fg, autrement dit on supprime dans ce mot tous
les s’ € S”\ S. On obtient ainsi une égalité dans Fs du type

o/ (w)
W = H VT, !
i=1
et donc, par définition de l'aire, a(w) < a/(w). O

3.3 Exemples élémentaires de calcul de fonctions
de Dehn

3.3.1 L’exemple de Z>

On donne, dans ce paragraphe, une preuve directe du fait que la fonction de
Dehn du groupe Z? est quadratique. Pour obtenir une minoration, on introduit le
groupe donné par la présentation

H=(zyz|z=lxyllzz=y2]=1).

Considérons également le groupe matriciel

1 Z Z
Hy,wu=10 1 Z
0 0 1
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appelé groupe de Heisenberg, et ses trois matrices élémentaires

110 1 00 1 01
X=(010],Y=|011],Z2=1|0 1 0
0 01 0 01 0 01

Ces trois matrices vérifient les relations Z = XY X 'YL, ZX = XZ et ZY =Y Z.
On dispose donc d’un morphisme de groupes ¢ de H dans H,,.:, qui envoie x sur X
et y sur Y, et le calcul

1 n p
01 m|=Y"X"ZP,
0 0 1

montre que ce morphisme est surjectif. Par ailleurs, tout élément de H peut étre
représenté par un mot du type w(x,y)zP car z est central, mais également par un
mot du type y"z"2P grace aux relations

1 1 1 1

TY = YTz, x_ly = yx_lz_ , a:y_l = y_lxz_ , x_ly_ = y_lx_ Z.
Il en résulte que ¢ est aussi injectif et que ces deux groupes sont donc isomorphes.

Commencons par minorer la fonction de Dehn de la présentation

G=(z,y|[z,y]=1).

Considérons le mot [2",y"] de longueur 4n et notons a son aire. Dans Fg, écrivons

a

(2", y") = [[ vilz, ylFo; Y, e € {£1},
=1

comme produit de a conjugués de relateurs, et prenons l'image de cette égalité dans
le group de Heisenberg. On obtient alors

[mnayn] = [.1', y]zgi'
Or, dans H on a 'égalité [z, y"] = [z, y]”2, comme on le vérifie facilement a I'aide
de la représentation matricielle. Comme de plus [z, y] n’est pas d’ordre fini dans H,
on en déduit que n? = ¥% ;e < a. On a donc montré que 6(4n) > n?, et donc
n? < dz2(n).
Nous allons utiliser le lemme suivant pour majorer la fonction de Dehn du groupe
72,

Lemme 3.3.1. Pour tous x,y € Fg et pour tous m,n € Z, on a :
i) a(lz, y]) = ally, z]),

i) a([z", y™]) < [mnfa([z, y]).
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Preuve. La premicre égalité est claire car [y, ] = [z,y]™'. On commence par établir
la seconde pour m,n > 0. Le résultat est évident si n = 0. De plus,

m

[2,y™] = xy™ Yy = [z, ylyle, vy

donc

a(fz,y™) < a(lz,y]) +alylz,y™ 'y
= a(lz,y]) + a(z,y™ 1)),

et une récurrence sur m permet de conclure que a([z,y™]) < ma([z,y]) pour tout
m > 0. On procede désormais par récurrence sur n :

[:Enl’, ym] — Inxymx—lx—ny—m — xn[x7 ym]x—n[xn7 ym]’

donc

a([z"",y™)) a(z"[z,y™a™") + al[z", y™])
a(lz, y™]) + a([z", y™])
ma([z,y]) +mna(lz,y])

= (n+Dma(lz,y]),

ce qui conclut la récurrence. Pour établir le résultat pour n < 0, il suffit de changer x
en r~ ! dans le résultat précédent, et de remarquer que [z, y] et [y, x] sont conjugués
et donc ont la méme aire. De méme pour le cas m < 0. ]

IN

Proposition 3.3.2. La fonction de Dehn de la présentation

G = <ZL‘,y | [Jf,y] = 1>
vérifie 6(n) < n(n—1)/2. En particulier, la fonction de Dehn du groupe Z* est < n?

Preuve. Tout élément de G s’écrit de maniére unique sous la forme 2%y”. Cela signifie
que pour tout élément g € Fj, il existe un unique couple d’entiers relatifs («, 3) tel
que c(g,2%y”) < +oo. Démontrons par récurrence sur n = |g| que c(g, 2%y’) <
n(n — 1)/2. L’inégalité est vérifiée pour n = 0. Supposons qu’elle est vérifiée pour
un entier n, et soit ¢ € G de longueur n + 1. Si g = 2°m avec e = £1 et |m| = n,
alors

clg,x°"y?) = cla®m,a*Y")
c(m, 2°y")
n(n — 1)
- 2
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par hypothése de récurrence. Donc c¢(g, x*+y?) < n(n + 1)/2, ce qui conclut I’héri-
tage dans ce cas. Dans le cas ou g = y*m avec e = +1 et |m| =mn, on a
e «a, B+e

(g, 2yt = c(ym,x*y")

(

c(m,y z*y’")
aly” exayﬂ“ )
a(ly™, x4y’ m™)

a([y* %)) + a(zy’m ™)
leaja([z,y]) + a(z®ym™")
|| + c(m, z°y")
n(n —1)
2
n(n+1)
——

Sia(g) < +oo alors a« = 5 =0 donc a(g) < |g/(lg| —1)/2, et 6(n) <n(n—-1)/2. O

I IA IA

IN

Remarque 3.3.3. Comme pour tout d > 2 le groupe Z? est un rétract de Z?, on
obtient que la fonction de Dehn du groupe Z¢ est au moins quadratique. En fait
dza(n) ~ n?, par un argument similaire.

3.3.2 Fonction de Dehn du groupe de Heisenberg

Evaluons la fonction de Dehn de la présentation définissant le groupe H. Pour
obtenir une majoration, estimons le nombre de relateurs suffisant a ramener un mot
w de longueur n en un mot de la forme y®z°27. On commence par mettre tous les z*

a droite. Il suffit de n relateurs pour chaque z*', et ceux-ci sont en nombre inférieur
a n, ce qui nous donne au plus n? relateurs. Ensu1te, pour toute paire de lettres
adjacentes du type z'y*!, on passe & yTlatlz*! 4 'aide d'un relateur, et on met

LA droite avec au plus n relateurs. Comme le nombre de telles paires est majoré
par n?, on aboutit & la forme souhaitée a 1'aide d’au plus n? relateurs. En appliquant
cela au cas d’'un mot représentant 1’élément trivial, on obtient que la fonction de
Dehn de cette présentation vérifie 5(n) < n®. Pour obtenir une minoration, nous
allons procéder de maniére analogue au cas de Z2, en construisant une extension
centrale ad-hoc.

Lemme 3.3.4. Le groupe I' défini par la présentation

D=(z,yzt|z=[ry t =z [wt] =y =ly2] =1)

est isomorphe au produit semi-direct (Z[X]/X3) x Z, ou l’élément 1 de Z agit par
multiplication par [’élément inversible 1 + X.
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Preuve. Soient a = 1 € Z, et soient b = 1, ¢ = X, d = X? € Z[X]/X3, que I'on
identifie avec leurs images dans le produit semi-direct (Z[X]/X?3) 1, x Z. Vérifions
que ces éléments satisfont les relations définies par la présentation de I'.

[a,b] = aba™'b!
(a-b)b~*

(14+ X,0)(—1,0)
(X, 0)

C.

De méme,

et

[a,d] = ada™'d™*
=(a-d)d*
= (X4 X3,0)(—X2,0)
— (0,0).

De plus, le fait que les éléments [b, d] et [b, c] sont triviaux est clair car la multipli-
cation s’effectue dans le groupe abélien Z[X]/X?. On dispose donc d'un morphisme
de groupes surjectif

o: T — (Z[X]/X?) ¥y x Z

qui envoie (x,y,z,t) sur (a,b,c,d). Il nous suffit de vérifier que ¢ est injectif. Il
résulte des relations

1 1 1 1

oy =y e !

Ty = 2Yyx, m_ly = z_ltym_ x, m_ly_l = y_lt_lzx_ ,
et du fait que les éléments y, z,t commutent deux a deux, que tout élément de I' peut
s’écrire sous la forme y®2Pt7x% avec «, B,7,8 € Z. Si g = y*2Pt7x? est un élément
du noyau de ¢, on obtient (o + 38X +vX?2, §) = (0,0) et donca = =v=§ =0,
ce qui conclut. O

Lemme 3.3.5. Dans le groupe I', on a [z", [z",y"]] = t”g.
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Preuve. Voir ce groupe comme produit semi-direct nous fournit un moyen de calculer
dans T'. Ainsi 2"y"2z~" s’identifie au résultat de I'action de n € Z sur n € Z[X]/X?3.
D’ou

n7 yn}

= "y "y
=n(l1+X)"—n
=n’X + a, X7,

s =[x

—-n

et
2", [2",y"]] = (a"sz™")s ™
=s(1+X)"—s
= (’X + o, XH((1+X)" = 1)
— n3X2

—
O

Toujours avec les notations de la présentation définissant H, montrons que le
mot [z", [2",y"]] a une aire a supérieure a n3. Cela implique que §(10n) > n3, et
donc n® < §(n). Combiné avec ce qui précede, on obtiendra alors que le groupe de
Heisenberg a une fonction de Dehn cubique.

Pour cela, écrivons dans Fg le mot

a
[mnv [xnayn]] = Hvirzilvi_l
i=1

comme produit de a conjugués de relateurs, et prenons l'image de cette égalité dans
le groupe I' du lemme précédent. D’apres les relations définissant I, les images des r;
sont soit ¢ soit 1. En particulier ces éléments sont dans le centre de I'; et on obtient
donc t"* = 2 t% avec oy € {—1,0,1}. Comme ¢ n’est pas d’ordre fini dans I, ce
qui est clair via la représentation de I' en tant que produit semi-direct, on en déduit
que n® = Y% | a; < a, ce qui conclut.
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Chapitre 4

Groupes de Baumslag-Solitar

4.1 Deéfinition

Définition 4.1.1. Soit n > 1. On appelle groupe de Baumslag-Solitar
BS(1,n) = <t,:c | tot™! = x”>

Proposition 4.1.2. BS(1,n) est isomorphe au produit semi-direct Z[1/n| X Z, ou
lélément 1 de Z agit sur Z[1/n] par multiplication par n.

Preuve. En effet, si on appelle H le sous-groupe de BS(1, n) engendré par {tht_k}kez
et K le sous-groupe engendré par t, alors montrons que
i) BS(1,n) = HK,
ii) H est distingué dans BS(1,n),
i) HNK = 1.
)

i) Etant donné un mot w en t,x, on le parcourt de la gauche vers la droite et

A chaque apparition d’une lettre 2! on écrit t*z*! = (tFa*t %)%, Ainsi, on
peut écrire w comme le produit d’un élément de H par un élément de K.

ii) Il est clair que ¢ centralise H. Montrons que z centralise chaque tfzt=*. C’est
évident si k > 0 car t*2¢t~* est une puissance de z. Si k < 0 alors —k > 0 et

[, thwt ) = tF[t Ptk )t = F e 2 =1

iii) Dans H la conjugaison par t s’identifie a I’élévation a la puissance n, donc
aucune puissance non triviale de ¢t ne peut étre dans H.

On peut voir Z[1/n] x Z comme le groupe de matrices
n% Z[1/n]
0 1 )
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Counsidérons les matrices

et le sous-groupe G de GLy(Z[1/n]) engendré par a et b. La relation
n? q%k — g Fpagrtk
( 0 1 ) =a "ba

o <nZ Z[l/n])

montre que

0 1

La relation aba™' = b fournit un morphisme de groupes surjectif ¢ : BS(1,n) — G

qui envoie t sur a et x sur b. Montrons que ce morphisme est injectif. D’apres ce
qui précede, tout élément de BS(1,n) sécrit d’'une unique maniére sous la forme
thz9t=*t? En poussant un élément du noyau de ¢ dans G, on obtient I’égalité ma-

tricielle
n? qn* (1 0
0 1/ \0 1)

donc p = ¢ = 0 et le seul élément du noyau de ¢ est I’élément neutre, ce qui termine
la preuve. [

4.2 Construction d’un sur-groupe de BS(1,n)

Il est prouvé dans [8] que BS(1,n) a une fonction de Dehn exponentielle pour
tout n > 2. Dans ce paragraphe nous contruisons un groupe I',, contenant une
copie de BS(1,n), et nous déduirons du théoreme 5.1.6 qu’il a une fonction de Dehn

quadratique.
n 0 2 1
()= ()

Les deux matrices
commutent et ne sont pas d’ordre fini dans GLg(Z). Le sous-groupe qu’elles en-
gendrent est donc isomorphe & Z2. Définissons le groupe

Fn = Z[l/n]2 N(A,B) Z2,
ot les éléments (1,0) et (0,1) de Z?* agissent respectivement par multiplication par

A et B.

Proposition 4.2.1. Le groupe I' défini par la présentation

1

I'= <CL,b,QJ,y ’ [Cl,b], ['ray]u ara = = xna a’yail = yna bxbil = SL’Q’y, bybil = SCy>

est isomorphe au groupe I'y,. En particulier T',, est un groupe de type fini qui contient
une copie du groupe BS(1,n).
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Preuve. Considérons les éléments de T', 2/ = ((1,0),(0,0)), v' = ((0,1),(0,0)),
a’' = ((0,0),(1,0)) et v’ = ((0,0), (0,1)). Le fait que ces éléments vérifient les relations
définissant I' fournit un morphisme de groupes I' — T',, envoyant (a,b,z,y) sur
(@', 0, 2',y"), qui est surjectif car o', V', 2,y engendrent I',,. Pour montrer I'injectivité
on identifie une structure de produit semi-direct dans I', comme effectué en 4.1.2.
Enfin, (Z[1/n] x {0}) x (Z x {0}) est un sous-groupe de I',, qui est clairement
isomorphe a BS(1,n). O

Remarque 4.2.2. On peut également voir le groupe I',, comme un groupe de matrices.
En effet, si on considere

n 0 0 2 10 101 100
A=lono|l,B=|110],x=|010],v=[01 1],
00 1 00 1 00 1 00 1

VAR [1/n]
a=|"5" znm
0 0 1

de GL3(Z[1/n]) qu’elles engendrent.
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Chapitre 5

Théoreme principal

5.1 Enoncé

Définition 5.1.1. Une norme sur un corps k est une application | | : k — [0, +00]
satisfaisant

1. |z]=0<=2=0,
2. Va,y €k, |ay| = |z(ly],
3. Vo,y €k, |z +y| < [z + [yl
Exemple 5.1.2. Soit p un nombre premier. On définit le corps des séries de Laurent

sur F, comme le corps des fractions de 'anneau des séries formelles F,[[u]], il est
noté IF,((u)). Il s’agit de l'ensemble des séries du type

f= Z anpu”,

n>N

ou les a, sont dans F, et N € Z. Si N désigne effectivement le plus petit entier tel
que a,, # 0, alors on définit une norme sur F,((u)) en posant |f| =p~.

Remarque 5.1.3. La donnée d’une norme sur k£ permet de définir une distance en
posant d(x,y) = |z — y|. Lorsque nous parlerons des propriétés topologiques de k, il
s’agira, sauf mention contraire, de la topologie définie par cette distance.

Définition 5.1.4. On appelle corps local un corps normé localement compact qui
n’est pas discret.

Le théoréme suivant, dont la preuve se trouve dans [11], est un théoréme de
classification des corps locaux.

Théoreme 5.1.5. Tout corps local est isomorphe soit a R, soit a C, soit a une
extension finie de Q, ou de F,((u)).
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Considérons un groupe abélien A ~ Z% et une famille finie (V3)i=1.m ou chaque
V; est un produit de corps locaux muni d’une action de A par multiplication par un
scalaire, et considérons le produit semi-direct

6= () na

Théoreme 5.1.6. Si pour toute paire d’entiers i, 7 il existe un élément du groupe A
qui agit par contraction sur V; et V;, c’est-a-dire par multiplication par un élément
de norme strictement inférieure a 1 sur chacun des facteurs, alors le groupe G a
une fonction de Dehn quadratique si d > 2 et linéaire si d = 1.

Preuve. Comme le groupe A ~ Z< est un rétract de G, on obtient un minoration
de la fonction de Dehn du groupe G par celle de Z¢, qui est linéaire si d = 1 et
quadratique sinon. Il nous suffit donc de majorer la fonction de Dehn de G.

Quitte a raffiner la décomposition en somme directe, on peut supposer que chaque
V; est un corps local K; sur lequel A agit par multiplication scalaire. Fixons une
norme sur chaque K;, et notons 5; ’ensemble des éléments de norme inférieure ou
égale a 1.

Nous traitons ici le cas d = 1, le cas d > 2 sera démontré plus tard. L’hypothese
signifie dans ce cas qu’il existe un générateur ¢ de Z qui agit par contraction sur
chacun des facteurs. Prenons comme systeme de générateurs S = B U {t}, ou B
désigne le produit des .S;. Il existe un entier k£ > 4, que I'on suppose désormais fixé,
tel que pour tous xy, ...,z € B, il existe 2, ...,2, € B, avec { < k— 3, tels que les
mots txy ... xpt 1 et 2, ... 2} représentent le méme élément du groupe G. Prenons
comme systeme de relateurs toutes les relations dans le groupe G de taille au plus
2k.

On se donne désormais un mot de taille au plus n représentant 1’élément neutre
du groupe G. Si I'un de ses conjugués cycliques contient une suite x ...z, alors en
appliquant un relateur on est ramené a un mot de longueur au plus n — 1. Sinon,
si le mot est de longueur inférieure a k alors son aire est bornée par une constante.
En supposant notre mot de longueur au moins k, il existe une occurrence de t*!
et on dispose donc d'un conjugué cyclique dans lequel tz; ...xz,,t~ ' apparait. Par
hypothese m < k donc txy ... xpt™t = (togt™) ... (Lot ™) S'éerit ) ... 2/, avec un
colit 1, ce qui fait diminuer la taille du mot.

En itérant ce procédé, on voit que I'on a §(n) < n, ce qui conclut la preuve dans
le cas d = 1.

O
5.2 Application au groupe [,

Afin d’estimer la fonction de Dehn du groupe I',,, nous allons montrer qu’il se
plonge en un réseau co-compact dans un groupe de fonction de Dehn quadratique,
et utiliser 'invariance par quasi-isométrie.
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Définition 5.2.1. Un réseau d’un groupe topologique localement compact G est un
sous-groupe discret I' tel que le quotient G/I" possede une mesure borélienne finie
invariante par G.

Exemple 5.2.2. Un sous-groupe discret co-compact, c’est-a-dire un sous-groupe
discret I tel que le quotient G/T" est compact, est un réseau de G.

Exemple 5.2.3. Pour tout n > 2, SL,,(Z) est un réseau non co-compact de SL,,(R).

Proposition 5.2.4. Soit G un groupe localement compact de présentation compacte
et soit I' un réseau co-compact de G. Alors I' et G ont la méme fonction de Dehn.

Preuve. T' et G sont quasi-isométriques d’apres 'exemple 2.1.7, et donc I'invariance
de 9 par quasi-isométrie conclut. [l

Soit Q, le corps des nombres p-adiques. On note Q,, le produit des Q, lorsque p
parcourt I’ensemble des diviseurs premiers distincts de n. Si on munit chaque Q, de
la topologie p-adique, Q,, est alors muni de la topologie produit.

Lemme 5.2.5. L’image du plongement diagonal de Z[1/n| dans Q, x R est un
sous-anneau discret co-compact.

Preuve. Soit n = p{*...pd la décomposition de n en produit de facteurs premiers
distincts. Pour le caractere discret il suffit de montrer que 0 est isolé. Soit x =
.. PP un élément non nul de Z[1/n] tel que g est premier avec chacun des p;
et 5; € Z. Si pour tout entier i on a p{ﬁi = |z|,, < 1 alors §; > 0 et z € Z. Si
on a de plus |z] < 1 alors z = 0, ce qui montre que le plongement est bien discret.
Pour le caractere co-compact, il suffit de montrer que la réunion des translatés du
compact []Z,, x [0, 1] par le plongement diagonal de Z[1/n] est [T Q,, x R. Soit donc
(x1,...,xp,x) avec z; € Q,,. Si |z;|,, > 1 alors on écrit x; = ep; ™, oum > 0 et € est
une unité p;-adique. Par densité de Z dans Z,,, il existe ¢ € Z tel que |c—¢|,, < p; ™,
et donc |z; —ep; ™|y, < 1. On ramene ainsi la coordonnée selon Q,, dans Z,, a I'aide
d’un élément de Z[1/p;], et ceci sans affecter la valuation p;-adique de la coordonnée
selon Q,, pour j # i. En effectuant au plus r telles opérations, on ramene 1'élément
(x1,...,2r,x) dans []Z,, x R a T'aide d'un élément diagonal de Z[1/n]. Il suffit alors
d’ajouter un élément diagonal de Z pour étre dans [[Z,, x [0,1]. O

Considérons désormais le plongement diagonal de Z[1/n]* dans Q? x R? et le
groupe
Gy = (Q x R?) » 27,

ot I'action du groupe Z? est toujours définie par la méme paire de matrices. Il revient
au méme de faire agir ces matrices sur Z[1/n]* puis d’effectuer le plongement dans
Q2 x R? ou de plonger Z[1/n]? puis de faire agir ces matrices. Autrement dit G,
contient une copie de I',,, et on peut identifier I',, a un réseau co-compact de G,,.
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Décomposons R? = V., @ V_ selon les sous-espaces propres orthogonaux de B,
ou V, est la droite propre associée a la valeur propre de B de module strictement
plus grand que 1, et V_ est la droite propre associée a la valeur propre de module
strictement plus petit que 1.

Proposition 5.2.6. I existe un entier naturel k tel que
— B*A contracte d la fois V_ et Q2,
— B7FA contracte a la fois Vy et Q2.

Preuve. La matrice A contracte Q? et la matrice B agit par isométrie sur Q2 (si on
considére la norme infinie par exemple), il est donc clair que B™A contracte Q? pour
tout entier m. Pour que B™A contracte également V_, il suffit de prendre m assez
grand de maniére & compenser le fait que A dilate V_. On raisonne de méme pour
la seconde assertion, et on choisit pour k£ le maximum des deux entiers obtenus. [

Notons que la matrice A~! contracte a la fois V. et V_. Autrement dit, pour
toute paire parmi V, V_ et Q2 il existe un élément du groupe engendré par A, B
qui agit sur cette paire par contraction. Le fait que le groupe G,, ait une fonction de
Dehn quadratique est alors conséquence du théoreme 5.1.6.

5.3 Application aux groupes de Baumslag A,

5.3.1 Produit en couronne

Définition 5.3.1. Soient G, H deux groupes. On définit le produit en couronne
HG de G et H comme le produit semi-direct H x G, ott H® est I'ensemble
des fonctions de G dans H a support fini, sur lequel G agit par décalage d’indices :

(g-N(s) = Ag™'s).

Exemple 5.3.2. Si H = Z/27 et G = 7Z, on obtient un groupe appelé allumeur
de réverbéres. 11 modélise une rue avec une infinité de lampes indexées par Z dont
seulement un nombre fini est allumé, et un allumeur qui se déplace pour allumer ou
éteindre la lampe devant laquelle il se trouve. Si v = An alors A € {0,1}” indique
la position des lampes allumées et n € Z indique la position de I'allumeur, ce que
résument les regles de calcul

(An)oy = (A(n-d))n = (A+d,)n,
(An)n" = A(n+n),

ou 0, désigne la masse de Dirac en x € Z.
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5.3.2 Groupes de Baumslag

Le groupe défini par la présentation
A= <a,3,t | [s,t],[a", al,a® = ata>

a été introduit pour la premiere fois par Baumslag dans [1], en tant qu’exemple
de groupe métabélien de présentation finie possédant un sous-groupe abélien dis-
tingué de rang infini. Il est prouvé dans [9] que ce groupe a une fonction de Dehn
exponentielle. Le sous-groupe (a,t) de A est

7217 = (@Z) NZ:<a,t| [atk,a],k€Z>.

€7

Si on ajoute a la présentation définissant A la relation a? = 1, ou p est un nombre
premier, on obtient un groupe contenant une copie de (Z/pZ)1Z. On l'appelle groupe
de Baumslag et on le note A,.

Soit K un corps local et soit d > 1. On définit le groupe SOLg;_1(K) comme
le produit semi-direct de K¢ par le sous-groupe D}(K) de GL4(K) formé des ma-
trices diagonales de déterminant de norme 1. En ne considérant que les matrices de
D}(K) dont les coefficients sont des puissances d’un élément de K donné, de norme
différente de 1, on obtient un sous-groupe co-compact de SOLg; 1(K) de la forme
K4 x 7471, D’aprés le théoréme 5.1.6, on en déduit que SOLyg_1(K) a une fonction
de Dehn quadratique des que 2d — 1 > 5. Comme application de ce résultat, nous
allons prouver que le groupe de Baumslag A, a une fonction de Dehn quadratique.

Lemme 5.3.3. Le sous-groupe D de A, engendré par {atisj}‘ . est abélien.
Z?J

Preuve. 11 suffit de montrer que tous les a'* commutent avec a. Prouvons par

récurrence sur n > 1 que le groupe engendré par a,al,...,a"" est abélien. C'est

vrai pour n = 1 d’apres les relations définissant A,. Soit n > 1 tel que le groupe
, t tm 7. , t t2 t”+1

engendré par a,a’,...,a" est abélien. Alors le groupe engendré par a*,a"", ..., a

tn

. . 7. . . n +1 n
est lui aussi abélien, si bien que a' commute avec a,a’”, a et a!" commute avec

n+1 , .
a,a’,a’" . On en déduit alors que

1 = [ajat”] — [a’at"]s — [CLS, (at”>s] — [as’ast“] — [as’at"s]
t tn tn+1] tn+l:|

= [ad', (aa")"] = [aa',a"" a = [a,a

9

. 4 , % N
ce qui conclut la récurrence. On a donc montré que les (a');cz commutent deux a

, . - J 412 , J
deux. Désormais, si j > 0 alors a® est un élément du groupe engendré par a, a', . . . a*
tisd

donc a"* commute avec a. Sinon, alors —j > 0 et
—J i —J 1167 igJ
1:[as ’at]:[as ’at]s_[7 ts]’
ce qui conclut la preuve. O
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Lemme 5.3.4. Le sous-groupe D est distingué dans A,,.

Preuve. Le normalisateur de D dans A, contient clairement s et ¢, et il contient a
car a € D et D est abélien, donc c’est A, tout entier. [l

Lemme 5.3.5. Le sous-groupe K de A, engendré par s et t vérifie K N D = 1.

Preuve. Tout élément de D est d’ordre 1 ou p et le seul élément d’ordre fini de K
est ’élément neutre, d’ou le résultat. [l

Proposition 5.3.6. Le groupe A, est produit semi-direct de D et K.

Preuve. D’apres les résultats précédents, il suffit de montrer que A, = DK. Autre-
ment dit, on doit prouver que tout élément de A, s’écrit sous forme de produits de
conjugués de a et d’un élément du type s"t™, mais ceci est clair d’apres les relations
définissant A,,. m

Proposition 5.3.7. Soit F,[X, X~| l'anneau des polynomes de Laurent d coeffi-
cients dans IF,. Le groupe A, est isomorphe au produit semi-direct

QP = Fp[XvX_la (1 +X)_1] A Z27

ot les éléments de la base canonique de Z* agissent respectivement par multiplication
par X et 1+ X.

Preuve. On dispose d'un morphisme ¢ : A, — €2, surjectif envoyant a sur I'élément
unité de Panneau F,[X, X!, (1 + X)™!] et (¢, s) sur la base canonique de Z?. Mon-
trons qu’il est injectif. Soit x = dt"s™ un élément du noyau de ¢, d € D. Comme
d est produit de conjugués de a, I'élément ¢(d) est dans F,[X, X1 (1 + X)7!].
Mais il est également dans Z? car 0 = ¢(d)¢(t)"¢(s)™, donc c’est 1’élément neutre
de Q,, et n = m = 0. Or, il découle des relations définissant A, que les éléments
(at*) kez et (a*"),>1 suffisent & engendrer le groupe D. L’élément d peut donc s’écrire

k n n . .
d=a""...a""a*"" ... a®"™", avec n; > 1, ce qui nous donne la relation
1 1

O=X" 4+  +Xr4+ ——
(I+ X)m (14 X)nm

dans F,[X, X%, (14 X)7!]. Or, il n’existe pas de combinaison linéaire non triviale &
coefficients dans F), liant les éléments X, X!, (14 X))~ dans F,[X, X1 (1+ X))~ 1].
On en déduit que chaque k; et chaque n; a apparait dans d un nombre de fois qui est
multiple de p, ce qui montre que d est une puissance p-ieme dans D et donc d = 1,
ce qui conclut. O

Lemme 5.3.8. Le plongement
o F[X, X L(1+X)"] — Fy((u)?
P — (P(u),P(u_l),P(u—l))

est discret et co-compact.
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Preuve. Si P est non nul alors |P(u™!)| et |P(u)| ne peuvent pas étre simultanément
aussi petits que l'on veut, ce qui prouve que 'image est discrete. Pour le caractere
co-compact, il nous suffit de montrer que tout triplet (P, Py, P3) € F,((u))® peut
s’écrire comme somme d’un élément de 'image de ¢ et d’un élément de F,[[u]]?. Si

on écrit
n n n
P = E au”, Py = E byu", P3 = E cpu”,

n>N1 n>Na n> N3

alors en posant

—1 -1 -1
P= > au"+ > bu"+ > c(l4+uw),
n=N1 n=Ns n=N3
on obtient que (P, — P(u), P, — P(u™'), Ps — P(u—1)) € F,[[u]]*, ce qui termine la
preuve. O

Proposition 5.3.9. Pour tout nombre premier p, le groupe A, se plonge en un
réseau co-compact dans SOLs (F,((u))).

Preuve. Si 'on fait désormais agir les éléments de la base canonique de Z? sur
F,((u))? par multiplication par les matrices diag(u,u™",u — 1) et respectivement
diag(u+1,u~' +1,u), on fait du plongement ¢ du lemme précédent une application
équivariante, c’est-a-dire qui commute a l'action des deux groupes en présence. De
plus, le plongement de Z? dans D3(K) défini par la donnée de ces deux matrices est
lui aussi discret et co-compact, ce qui nous permet d’étendre o en un plongement
discret et co-compact

Qp — Fy((w))” x D3(K) = SOL; (Fy((u))) ,

ce qui conclut. O

5.4 Ensemble de mots efficace

L’objet de ce paragraphe, dont 'idée est due a Gromov, est de ramener le pro-
bleme général du calcul de la fonction de Dehn a son calcul uniquement avec des
mots d’une certaine forme. Le résultat principal est la proposition 5.4.3, que l'on
déduit des deux lemmes techniques suivants.

Lemme 5.4.1. Soit u : R} — R% une famille de fonctions vérifiant
i) lim, ,ur(x) >0 pour tout k > 1,

zu(y)

i)V >03Z2>0; V2> ZVy>1Vk>1
ug(y2)

<.
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Soit f: Rog — Ry localement bornée telle qu’il existe des constantes xg,cy,co > 0
telles que pour tout x > xg, pour tout k > 1,

f(z) <ug(x) + a1k f(cox/k).

Alors il existe des constantes A, x1 > 0 telles que pour tout x > x1, pour tout k assez
grand,

f(z) < Aug(z).

Preuve. Soit n = 1/(2c1¢2) et soit donc 0 < g9 < 1/2 tel que pour tout z > 1/ey,
on ait zug(y) < nug(yz) pour tous y,k > 1. Ainsi, pour tout 0 < £ < g et tout
x > 1/e, on a ug(re) < neug(x). En prenant € = ¢y/k, on obtient que pour tout
k > cy/eg, pour tout x > 1/e,

ug(cox k) < %uk(z)
Fixons désormais un tel entier k, et soit x; > max(1/e, xg) assez grand pour que 'on
ait inf,>,, ug(x) > 0. Puisque f est localement bornée, on dispose d’une constante
A > 2 telle que f(x) < Aug(z) pour tout = € [z1,e  x;]. Prouvons par récurrence
sur n > 1 que f(x) < Aug(x) pour tout x € [z1,e "x1], ce qui démontre le résultat
annoncé. Le cas n = 1 est vrai par ce qui précede, supposons donc la propriété
vérifiée jusqu’a lentier n — 1. Soit = € [zq, e "x4].

f(@) < wlz) +akf(er/k)
< ug(x) + akAug(cax /k)

par hypothese de récurrence,

f(z) ug () (1 + c1Acan)
ur(z)(1+ A/2)

IA AN A

]

Soit G un groupe localement compact, et soit S un systeme de générateurs
symétrique et compact. Si F désigne un ensemble de mots en les éléments de S, nous
noterons Fk] I'ensemble des mots obtenus par concaténation d’au plus k éléments
de F. On définit la fonction de Dehn restreinte dzp)(n) comme le maximum des
aires des mots w € F|k| de longueur au plus n vérifiant w = 1. On dira que F est
efficace s’il existe une constante C' telle que pour tout mot w en les éléments de S,
il existe w’ € F tel que w' = w et |w'|s < Clw|s.

Lemme 5.4.2. Supposons que F est efficace. Alors pour tous k,n > 1, on a

sm) < k6 (€ + 1) [7]) + 6 (k[ ])
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En particulier st n > k,

2n

5(n) < ks ((c +1)7

) + (5]:[k} (2Cn) .

Preuve. La figure 1 de [7] éclaire grandement 'idée de la preuve. Considérons un
lacet v de longueur au plus n et découpons le en k segments [a;, a;11] de longueur
au plus [n/k]. Si on note b; = a; *a;; alors on dispose de b, € F tel que b; = b; et
|bi|s < C[n/k]. Si on appelle v; le lacet bib; ', alors on a découpé le lacet initial ~
en k lacets 7, ..., 7 de longueur au plus (C' + 1)[n/k] et un lacet 4" défini par le
mot b ... b, € F[k| de longueur au plus Ck[n/k]. On en déduit que

k

aire(y) < ) aire(y;) + aire(v)
i=1

< wi(C+n|7|) +omm (ck|7])-

Proposition 5.4.3. Supposons que F est efficace, et qu’il existe & > 1 tel que pour
tout entier k > 1, il existe une constante aj, telle que drp(n) < ayn® pour tout
entier n. Alors il existe une constante C' telle que (n) < C'n® pour tout entier n.

]

Preuve. Soit k > 1. D’apres le lemme 5.4.2, on a

2n
5(n) < ap(2C)n + ks ((c + 1)k)
pour tout entier n > k. Quitte a augmenter la constante ay, on peut supposer que
I'inégalité précédente a lieu pour tout entier n > 1. On est alors dans les conditions
d’application du lemme 5.4.1 avec ug(z) = a;,(2C)%2¢, ce qui nous donne le résultat
souhaité. O

5.5 Preuve du théoréeme

Revenons en au groupe G du théoreme 5.1.6. Quitte a raffiner la décomposition
en somme directe, on peut supposer que chaque V; est un corps local K; sur lequel
A agit par multiplication scalaire. Fixons une norme sur chaque K;, et notons 5;
I’ensemble des éléments de norme inférieure ou égale a 1. Soit 7' un systeme de
générateurs fini symétrique pour A, notons |- | la longueur des mots dans A associée
a T'. Désignons par F l’ensemble des mots de la forme

(H tiviti1> t,
=1

ouwv; €S, et t;,t sont des mots en les éléments de T.
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Lemme 5.5.1. Soit G = (&', K;) X A, ot chaque K; est un corps local muni d’une
action de A par multiplication scalaire. Si l’on suppose que pour tout entier i il existe
un élément de A qui agit par contraction sur K;, alors F est efficace.

Preuve. Notons \;(t) € K I’élément par lequel ¢ € T agit sur K; par multiplication,
et définissons les constantes ¢ = min;(max; ||A;(¢)]|) et C = max(2, max;, || A:i(t)]])-
Par hypothese, on a ¢ > 1. Toujours d’apres I'hypothese d’action par contraction
sur chacun des facteurs, on en déduit que US; UT est un systeme de générateurs du
groupe G.

Commencons par montrer le fait suivant : tout mot de longueur inférieure a n
relativement a ce systeme de générateurs représente un élément xt = ((x;),t) de
BK; x A vérifiant ||z;|| < C™ et |t| < n. Procédons par récurrence sur n, le cas
n = 1 étant clair. Pour I'héritage, le cas d’'un mot de longueur n + 1 se terminant
par une lettre de T est évident, il nous suffit donc de traiter le cas d’un mot du type
rtv, v € S;. De xtv = x(tvt~1)t, on déduit que 'on doit majorer

o+ et < [lal] + [[tot "]
< "+
<

n+1
¢

la seconde inégalité provenant de I'hypothese de réccurence et de la définition de C'.
Trouvons désormais une constante K telle que 'on puisse écrire tout élément
((x;),t), avec ||z;|| < C™ et |t| < n, comme produit d’au plus Kn éléments de F,
ce qui conclura la preuve. Soit donc ((z;),t) un tel élément. Par définition de ¢, on
peut écrire z; = t;v;t; U avec t; un mot en les éléments de T de longueur au plus

[log.(C™)] < n[log.(C)],

et v; € 5;. L’élément considéré est donc représenté par le mot ( motivit; 1) teF,
dont la longueur est plus petite que n(2mlog,(C) + 1). O

Nous somme désormais en mesure de démontrer le cas d > 2 du théoréme 5.1.6,
dont nous rappelons I’énoncé.

Théoreme. Soit G = (", K;) X A, ot chaque K; est un corps local muni d’une
action de A ~ 72 par multiplication scalaire. Si pour toute paire d’entiers 1,7 il
existe un élément du groupe A qui agit par contraction sur K; et K;, alors le groupe
G a une fonction de Dehn quadratique si d > 2 et linéaire si d = 1.

Preuve. Prenons toujours S = US; UT comme systeme de générateurs de G, et
définissons les relateurs R comme étant :
— les relations définissant le groupe A associées au systeme de générateurs 7T';
— les relations de longueur 4 de la forme tst™t = s', pour t € T et 5,5’ € S;;
— les relations de longueur 4 de la forme [s, '] = 1, pour s € S;, s € S;;
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— les relations de longueur 3 de la forme ss’ = §”, pour s,s’,s” € S;.
Nous allons prouver qu’il s’agit bien d’une présentation de G et que la fonction de
Dehn associée est < n2. Si I’on note « la fonction d’aire associée au systéme de rela-
teurs R et c(wy, ws) = a(wy wsy), alors le fait quil s’agisse bien d'une présentation
de G est équivalent au fait que la fonction cotit ¢ prenne des valeurs finies sur les
paires de mots (wy, wy) homotopes, c¢’est-a-dire tels que wy; = ws.

Affirmation 1. Sous les hypotheses du lemme 5.5.1, il existe une constante C' telle
que pour tout i, st v,w € S; et si s est un mot en les éléments de T de longueur au
plus n tel que svs™' = w, alors c(svs™, w) < Cn?.

En effet, soit ¢ = t;t; un mot en les éléments de T tel que s = t et toutes les
lettres de t, contractent K; et toutes celles de ¢; dilatent K. Pour tout suffixe 7;
de t de longueur j, ij'j’l représente un ¢élément w; de S; par construction. Une
récurrence sur j fournit la majoration C(ijrj_l, w;) < |7j], de laquelle on déduit que
c(tvt™',w) < n. Par ailleurs, puisque la fonction de Dehn de A est quadratique, il

existe une constante C; telle que c(s,t) < C1n?, et donc

! c(svs™ ! tut™h) + c(tot ™ w)

2¢(s,t) + c(tvt™, w)
201?12 +n
Cn?,

c(svs™, w)

VAN VAN VANVAN

ce qui justifie I'affirmation.

Par hypothese, on dispose d’éléments s; ; qui agissent par contraction sur K; et
K. Quitte a rajouter des générateurs, on peut supposer que 1" contient tous les s; ;.
Par ailleurs, puisque T est fini, il existe un entier M tel que s}t contracte a la fois

K; et K; pour tout t € T'.

’.j

Affirmation 2. I existe une constante C' telle que pour tout n, pour tous mots t, u
en les éléments de T' de longueur au plus n, et pour tout (v,w) € S; x S;,

af[tot™ uwu™]) < C'n?.

Pour alléger les notations, on note désormais a,, =< b, s’il existe une constante
C dépendant uniquement du groupe G et de T telle que a, < Cb, pour tout n.
Posons s = 5%", de sorte que st et su contractent K; et Kj. Il existe (v/,w') €
S; x S; tel que stvs 17! =0 et suws™tu! = w'. D’apres Daffirmation précédente,
c(stvs™H71 v') < n?, c(suws™ u™t, w') < n?, et donc

af[tot™ vwu ™) of[stott s suwu s 7))

< o[/, w']) + 2c(stot "t s v) + 2e(suwuts T w)
= 1+ 2c(stot™'s™ ) + 2e(suwu™' s )
< n’
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On note toujours F l'’ensemble de mots efficace du lemme 5.5.1. Nous allons
montrer que pour tout entier ko, il existe une constante Cj, telle que 0z, (n) <
Ci,n?. D’apres la proposition 5.4.3, cela implique que la fonction de Dehn de G est
quadratique. Soit donc kg un entier fixé, et soit w un mot de F|kq| de longueur au plus
n qui représente 1’élément trivial du groupe. On peut toujours écrire w = Hle tjv;
avec R = mko, t; un mot en les éléments de T' de longueur au plus n, et v; un
¢lément de US;. En posant u; = ¢, ...t;, on obtient I'égalité

R
w = (H ujvjuj_1> UR.
J=1

Comme ce mot représente 1’élément trivial du groupe, on a ug = 1 et a(ug) < n?.
En appliquant au plus R? relations du type [ujvjuj_l, ukvkulzl], chacune d’entre elles
ayant une aire =< n? d’aprés l'affirmation précédente, on peut écrire le produit ci-
dessus, en rassemblant les termes correspondant au méme S;, sous la forme

m
i=1

avec un coiit < n?. Ici chaque w; est un mot représentant I’élément trivial du groupe

de la forme
R

wi = [ w60 056.0856 8
k=1
avec ), R; = Ret vjir) € 5;. Il nous suffit désormais de prouver que I'aire de chaque
w; est = n?. Soit s = 57", de telle sorte que suj(ivsk)vj(ak)u;(;k)s‘l représente un
élément x(i, k) € S;. D’apres la premiere affirmation, on a
c(5Uj5,50) V(i k) Us i S (8, K)) <,
ce qui nous ramene & majorer l'aire du mot z(i,1)...z(i, R;), qui est bornée par la
constante R. Chaque mot w; a donc une aire < n? et donc le mot w également.
On pourrait également utiliser ce qui précede pour obtenir une preuve du théo-
reme dans le cas d = 1. En effet, la méme preuve montre que la fonction d z,) a une
croissance linéaire pour tout entier ky. On ne peut cependant pas appliquer la pro-
position 5.4.3 pour £ = 1 pour en déduire que la fonction de Dehn du groupe G est
linéaire. Néanmoins, on peut l'appliquer pour £ = 3/2 pour obtenir que la fonction
de Dehn est asymptotiquement bornée par n®/?, et est donc sous-quadratique. Un
résultat général permet alors de conclure qu’elle est linéaire (voir par exemple [2]).
m
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