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ProrosiTion 4.4. Supposons que la suite { By }nzo soit orthogonale. Alors lasuite { Py }nso est orthogonale si et seulement
si les coellicients 0" veérifient :

(4.35) (ot + Prnta)00 ' + Yant2(Bons1 + Frng 202 =0;0<p<n—-1,n>1

{4.36) 'T,’:+1 = Yan41Tm42 + (Pangz + ﬁ:n+3]ﬂ:+1 + Tans2{Fangr + Fang2)0; £0, n 2> 0.

Dans ce cas, la suite {F, Jnyo vérifie la récurrence :

Poiz)=1 , Piz)=xz-5}

(4.37) Paya(z) = (z = Bryr)Pasi(z) = 1 paPulz) , n 2 0

ﬁg =N ﬁﬂﬁl

4,38
el Bhit = Tansz + Tonda + Biapz + (Bansa + Bansa)0oil az0

De méme, la suite {Rnlazo est orthogonale si et seulement si les coefficients A} vérifient :

(4.39) (Bansa + Paasa) 0 + ynsalfansa + Panga) A0 =0, 0<w<n-1,n21

{4.40) ‘rf+| = Tant4272043 + (Bznta + Fanpa) A0t + v2nga(Bonsz + Frapa) g #0, 0> 0

Dans ce cas, la suite {Ra}npo vérifie la récurrence :

Re(x)=1 , j'i.[-‘.:]=:r.--—,ﬂ'¢’:t
Rns2(z) = (z = BNy ) Rnsr(2) = vl Ra(z) , n20

B =1 + 72— (BoPr + 1Bz + B2fo)
B = T+ T+ Pinga + (Pmsa + Banspa) 03l . n2 0

Corollaire. Pour chaque suite symétrique et orthogonale {Sn]'ngn vérifiant :

(4.41)

Solz)=1 , Siz)==
Sns2(z) = 2 Snp1(2) — Toe1Salz) , n=0

la suite {F, )30 est orthogonale et vérifie :

Bf{z)=1 , Plz)=z-m
Frasa(z) = (2 = Yonsz — Tmaa) Pkt (2) — YanstvmaaFal(z) , 020

la suite {Ra}nzo est orthogonale et vérifie :

Ro(z)=1 , Ri(z)=z-m-72
% Roya(z) = (2 = 12043 = T2n44)ni1(2) = Tons2ymmsalla(z) ., n20
* On retrouve bien un résultat classique [10].
bi"* La quasi-orthogonalité. Applications.

L La notion de quasi-orthogonalité (d’ordre un) a été introduite dans la résolution du probléme des moments et dans
-,hlﬂ'ﬁb'lérnﬁ de quadrature liés & une forme définie positive [21][22).
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Dermvition 5.1, [23] Soit v € P’ et s € N. La suite {B,,},»q est dite quasi-orthogonale d’ordre 5 par rapport & u si elle :
veérifie ‘

(5.1) <u,BmBa>=0 , [n-m|zs+1
(5.2) Irzs telque <u B._,B. >#10.
Remarques. :

1. Une suite quasi-orthogonale d'ordre zéro est une suite orthogonale dans un sens plus général que celui déji envisagé,

2. Lorsque la suite {8, }nzo est libre, les conditions (5.1) et (5.2) sont équivalentes &

<u,z"Bulz)>=0 , 0<mEn—-5=1 , n>xs+1 i

3
A3 Irzs telque <uz""'B.(z)>#0.

i

3. Lorsque la forme u est réguliére, soit {Fy}nyo la suite orthogonale correspondante. Alors toutes les suites {Bnlnzo
quasi-orthogonales d'ordre 5 > 1 par rapport & u sont données par :
Baley =3 hipFils) v DEngs=1 2

e

5.4 ]
(54 Bulz) = E bouPu(z) . n2s A
- £

Irzs telquebe._,#0

Derivition 5.2, [24][25][26] La suite {Bn}azo est dite strictement quasi-orthogonale d'ordre s par rapport & u si elle
vérifie (5.1) et A

(5.5) Wn>e:i<u By By >#0.

Remarques.
1} Une telle suite est nécessairement libre et peut done towjours étre normalisée.

2} Une suite strictement quasi-orthogonale d'ordre 2éro est une suite (régulitrement) orthogonale et w est réguligre. Par
contre, si 5 > 1 |a forme u n'est pas nécessairement réguliére. Par exemple, lorsque {By, }nzo est orthogonale par rapport &
uy, elle est alors strictement quasi-orthogonale dordre s par rapport & u,, qui n'est pas régulidre pour s > 1, .

L'utilisation la plus fréquente de la quasi-orthogonalité se fait dans les conditions suivantes : i

Soit { P, }nzo une suite normalisée orthogonale par rapport & u réguliére ; d'autre part, il existe une forme @ telle que 3
la suite {Pﬂ},.au soit quasi-orthogonale d'ordre s par rapport & .

On peut caractériser une telle situation de la fagon suivante [27][26] :

Prorosrrion 5.1, Pour chague suite { P, }n»o normalisée, régulitrement orthogonale par rapport 4 u et. chaque i € ‘P" .
les énonceés suivants zont équivalents : o
a) La suite {Pn}ﬂaq est quasi-orthogonale d'ordre s par rapport & i,
b)Irzsz0telsque < i, P, P >3#0, <, Pa>=0,nZ>s+1
c) Il existe un pnlyndme unique & de degré s tel que

(5.6) i = du
d} La suite {F; }noo est sirictement quasi-orthogonale d'ordre s par rapport & .
elds>0tel que < it, Py £ 0, <&, Py >=0,n>zs+1.

Appliquons ce résultat & la construction de suites orthogonales & partir d'une suite orthogonale donnée.

2. La multiplication (& gauche)} d'une forme par un polyndme.
1l s'agit sans doute d'un des plus vieux problémes de la théorie des polynémes orthogonaux, déja traité par Chmtulfei A
en particulier, en 1858 [28]. A
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Posons le probléme général. Seit u une forme régulitre et soit {F, },>0 la suite normalisée orthogonale correspondante.

Soit d’autre part :
"

Rz)=1F_;(z = =z,)™ , Em, =r,c=(Ti,..-Zp}

r=]

un polynéme de degré r > 1. Dans quelle condition, la forme @ = Ru est-elle réguliere 7 Le résultat suivant est démontré
dans [5][29] : Soit Dng1,n = 0 le déterminant d'ordre r :

Fagi(z1) Poyrlz)
Py ) - P =)
(5:7) D1 = : : = D{e;n+ 1)
Pﬂ+]{:'p] el P,..{_r[IP_:I
P Ne) o ERETUm)

Alors la forme @ est régulizre si et seulement si Dy £ 0,0 2 0. (Ici Pz = £ Pa(x) et non pas le polyndme associé
diordre j.vl-:l- On peut alors construire la suite {F‘"-}"Zn nrt,]]ngnna]qr par rapport & ii et donner les éléments ﬂn1$'n+1.>" 2 0
en fonction de Bn, Tar1, n = 0 [20]. On ne le fera ici que dans le cas ol B(z) = (z — ef™,m=172

PRrOPOSITION 5.2. Pour que la forme & = (z — ¢)u soit réguliére, il faut et il suffit que Puya(c) #0,n 20 {10]. Dans ce

cas, O & :
= FPoprle) i
(5.8) (z — c)Palz) = Pnyilz) — Polc) Palx), n=0
e Puyale)  Faiale)
{59:’ Jl?n = ﬁn+1 + -P‘,;.-fj_{c] - Fnl:c-] » 1 E 0
Poia(c)Fa
(5.10) sl Z%MT““ =0
'rr+1|:':}

Remarque. A l'aide de I'identité de Christoffel-Darboux, on a facilement :

(5.11) Ajn)ey i)

Po(z)avec ry =g , n 2 0.

=t ¥y Pule)
Cette relation traduit le fait que la suite {P, }az0 est strictement quasi-orthogonale d'ordre un par rapport atielon
ade (5.11)
’ = Falc) 5
(5.12) Pas1(z) = Payi(2) = 5=——=Tn+1Fn(z), n 2 0.
Pryale)

Prorosrrion 5.3. Pour que la forme @i = (z — c)"u soit réguliére, il faut et il suflit que
(5.13) D(e;n) = Boyy () Pa(c) = Pasa(c)Pale) £0, n > 1

Dans ce cas, on a

- (e} Pagrc PE i\E
N €)* Pa(z) = {I s %%;;;:—]1_-]};’““”} £ D{t;Eﬂj BE) . Eal
- Pa(e)Pasi(c) | _Pin(d) Pa(@Par(c)y
) An =Past =2 pr ) D(e;n + 1) {e=Parr + =5 ) }n20
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D(e;n+ 2)D(e;n)

19 ot = g

n =0,

Corollaire. Si u est symétrique et réguliére, la forme z?u est symétrique et réguliére si et seulement si

(5.16) Phays(0) = (1" Mg aaga{l + 3 Mo 225} 20, n > 0.
we=0 T2tz
Dans ce cas :
& Fin43(0) ? Fin1(0)
5.17 ] = ———— | nged = — nta , 12 0.
': } Tin+l P;n.‘.j.{u] Ting2 P;n+3'[ﬂ'] Tin42T2n43

3. Le probléme inverse.
Soit v une forme régulitre (v)y = 1 el soit A € C*, ¢ € C. On pose le probleme suivant :
a) Déterminer toutes les formes u Lelles que

(5.18) (z=e)™u=2dv , (upy=1 , m=12

b) Déterminer les valeurs de A pour lesquelles chacune des solutions u{A) de (5.18) est réguliére.
Le cas m = 1. L'éguation (5.18) est équivalente a

(5.19) u=68+Az—c) v
Seit {H.}azo la suite normalisée orthogonale par rapport a v et soit { Pn}nzo la suite orthogonale par rapport & u(})

lorsque u(A) est régulitre. D'aprés (5.18), la suite {Pa}nzo, lorsqu'elle existe, est strictement quasi-orthogonale d’ordre un
par rapport & v. On est amené & chercher {Fy}nzo sous la forme :

(5.20) Pay1(z) = Rogi(z) +auRa(z) , aa#0 , n20.

La suite { P, }n>0 est orthogonale par rapport & u si et seulement si

__Raule)+ ARG(€) 1)
(5:21) o T Ru(c)+ AR () #0 , 20
Notant
(5.22) pm At AlE) >1

R R e

on peut énoncer [30] :

IProPosITIiON 5.4. Soit v une forme réguliére, (v)g = 1 et soit ¢ € C. Pour que la forme u définie par (5.19) soit régulitre,
il faut et il suffit que A # Ay, n = 0. La suite {Pn}nzq est alors donnée par (5.20) et (5.21). :

Si la suite { Ry }nzo vérifie la récurrence :

Ra(z)=1 , Rifz)=2z-(

(5.23) Rapalz) = (2 —CGas1)Bani(z) —bapiRalz) ., n=0

on &, pour A # A, :

Bo=C—a0 , Fas1=Cnpt 00—y
24
(5:34) Tap1 = —Gple—Cutaa) , 020

Dans le cas oli ¢ = 0, on a le résultat :
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ProrosiTioN 5.5. Soil v ré spulitre. Alors la forme u = 6 4 Az~ Ly est régulidre pour chague X £ 0 si el seulement si v est

erel.rrqrrr"
Dans ce cas, on peul préciser (5.21) :
l b
T i2 v T L
{535} dop = _J"]TL:FDHL; b =1 ; dgpgr = E”;ﬂ_, Tgp_ 20

La forme u vérifie : (u)y = 1,({e)z, = 0,n = 1. Une telle formne est appelée une forme quasi-antisymétrique.
Exemple. [31][32]. On considére le produit scalaire suivant :

(fg)= /l_ -—H;I.]f{:] dz

giT={zeC,z=¢"0<0< 7). On veut construire la suite {Fn}nzo orthogonale suivant ce produit scalaire. Celui-ci
eat défini par la forme u

qu,f}:lf fle®)dd , feP.
®Jo

A P'aide du caleul des résidus, on a facilement :
+1
f F(e)d0 + — f‘—” dz = f(0),

cest-hi-dire ey - f{ﬂ}

ir -1 z

<u,fr=<bf>-

donc
2

u=§—- —z~ L
ir

it L est la forme de Legendre définie par
1 e )
{f.,f;:.-:x[ li[lar?jﬂ.r.}dx , FeP.
15 I
On sait que : (voir le §6) :
g (n-1)*
w=0 : & e, =1
“ = et |

et done, aprés quelgues calculs :

. 2 T4 52 L
“=—nrilTeR)) "2

On peut généraliser en considérant le produit scalaire
(z)
(9= [ SR res

oii (7 est holomorphe dans un cuvert contenant le demi-cercle unité. En supposant :

41 +1
f]‘nzf Glz)dz #£0 5 n —-f{D:l——_r[ MJI#U-

1 -1
On a4 encors

u=24+ Az v
avec i teq
<y, f»= =] 1+{] — 25G(2) flz)de
0
i

Le cas m = 2. L'équation {5.18) est équivalente a
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ProrosrTion 5.6. [20] Soit v une forme réguliére, (v)y = 1 et soit { R, }as0 la suite orthogonale correspondante, vérifiant
(5.23). Alors pour chaque ¢, iy € C, Ja forme u donnée par (5.26) est réguliére si et seulement si A vérifie

Ada(A)#£0 , nZz0
ol
dny1(A) = bnprdn(A) = —{ARE(e) + (c — Bo)Rus1(€)}* + 2e - Bo)* Riyi(c) , n20
do(A) = (e~ fo)* = A.

Dans ce cas :

Pn{.t] =1 ¥ Pl{.E] = R_:{.‘l!] +EuRﬂ{=}
Prya(z) = Raga(z) + bnpi Bogr(z) + aaRa(z) , nZ=0

bo = o — Bo
bots = Gt = ¢ = s O = (e = Bo) Rt (DHARK, 6) = (e = Bo) ()
_ dns1(A)
= J:EJ':J y m20D

La suite { Py }nyo vérifie (4.9) avec
Prz1=Cns1+bn—bngs , n20

7= o)y = UGt n>0, 821, 4 = -

Corollaire. Lorsque ffy = ¢, la forme u(A) est régulitre pour chaque A € C* tel que

<, Rg?.+] >
B , n20
Z ROERI (&) - RO ROy '

En particulier, si v est définie positive, la forme u{A) est définie positive pour chague A > 0 et chaque ¢ € IR i
Lorsque f = ¢ = 0 et v est symétrique et régulitre, la forme u(X) est réguliére et symétrique pour chaque A € C* tel

que :
Agpgee———— | nz=0

v b2
E ]Ipzﬂ '5:“‘.[

4. La régularité de u=! [33][34][35).
Considérons le probléme suivant : une forme u réguliére étant donnée, dans quelle condition la forme inverse u~
est-elle réguliere 7 D'aprés (4.6) la forme u™! vérifie I'tquation

(5.27) nul = -z~ | (u)o=1

oit ull) est la forme cancnique de la suite associée {P{n”]-,,zg relativement & u. Notons *{Pfi"j]'ngu la suite normalisée
orthogonale par rapport & u™!, lorsque u™! est régulitre. Elle vérifie (4.8)-(4.9) avec {,ﬂ,{,"}]-,,zn el {TL;_:'I]-“E“,

L'équation (5.27) est un cas particulier de I’équation (5.18) ot m = 2,6 = 0,A = —7;, v = ul!) et u est remplacée par
1

£ &
Autrement dit, on a B, = PtV et P, devient P~ dans les formules de la proposition 5.5.

Prorosrrion 5.7. Soit u une forme réguli¢re, (u)p = 1. Pour que la forme inverse u~' soit régulidre, il faut et il suffit
que la forme z%u soit réguliére. En particulier, si u est définie positive, la forme u™! est réguliére, mais elle n'est pas définie
positive.
Ona:
i@ =1, P i@ =P z)+b

(5:28) PLA(z) = PLs() + bast P\ (2) + an P (z) , n 2 0
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i b” e D{D1 ri:l {Pn+2l:ﬁ:]P"{u:] e p"[(]']}" r?{[]:']' y B
(5-29) . (57
T D0in+1) o
(5.30) D(0;n) = Pa(0) Py (0) — Poga(0)P{(0) £ 0, n =0

A=A +baci=by ,n20,b;=0

i {5_315 (_}'__Dl::ﬂ11}=_{'ﬁ§ + T]]
D{0;n 4+ 2)00(0; )

(-) 5
'Tn-}..i = D?[U;" + I} ?n+] ¥ n .~ D

Remarques.
DPaprés la proposition 5.3, la condition (5.30) traduit le fait que ="u soit régulitre : c'est la condition Ady(A) # 0 de
la proposition 5.6. Avec les notations de la proposition 5.3, si { P, }apo désigne la suite orthogonale par rapport & z%u, on

a de (5.31)

2

(F-n =g, ; f‘r“J:l[ } = Fupa.

Autrement dit ; )
(PN =P, , n20

ce que traduit la formule, d’aprés (4.6)
O

1

Lorsque u est symétrique, la forme u~! est aussi symétrique ; elle est régulicre si el seulernent si Py 4(0) # 0,n = 0,

d'aprés le corollaire de la proposition 5.3,

5. L'adjonclion d'une mesure de Dirac & une forme réguliére.
Pour chaque ¢, A € C, on considére la forme suivante

(5.32) = u4 Ab,

oil la forme u est régulitre. Il s’agit de déterminer les valeurs de A pour lesquelles la forme & est régulibre [35][37][38][39].

ProrosiTioN 5.8. [40] Soit u une forme réguliére et soit {Pp}nzo la suile normalisée orthogonale correspondante. Pour
chaque ¢ € ', la forme & définie par (5.32) est réguliére si et seulement si A vérife

(5.33) A —(i

=0

-1
o :I g ®

Dans ce cas, la suite {f-’q]ng arthogonale par rapport 4 i est donnde par :

(5.34) JI3n+1|:=:' = Pnyi(z) — -]":T"%;I—cjpnﬂ{ﬂ}g EELP_M_} ynzl
O encore par
(5.35) (= ) Pag1(z) = (Ang1n = Tas 1) Pal2) + (2 = Frs1 + Aasine1) Paga(z) , n 20
ol
X dyp1(A, )
! dyl A, e)
(5.36) Antintl = Buy1 — it 5 (1 }P,,{.:}P”H{.:} , n=0

zl"
dal, r]_rn[l-f-)l.zPI:]

w=l



