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L’hyperbole est une figure de rhétorique consistant & augmenter 'effet de la reprsentation des choses
décrites sous le signe de I'exagération. L’énergie, 'intensité d’une expression hyperbolique proviennent
souvent de ’emploi de la métaphore ou de la métonymie : “avoir mangé du lion” ou “étre vacciné avec

une aiguille de phono” rendent les traits d’'un homme courageux ou d’un bavard, a travers le transfert. La
comparaison, dont I'un des termes représente I'incommensurable par rapport a l’autre, procede par
hyperbole : “Cette femme était belle comme une déesse” (Fénelon, Télémaque). La comparaison filée
magnifie davantage son objet dans ces vers de Clément Marot (CLXIXe épigramme) :
Incontinent que je te vis venue,
Tu me semblas le cler soleil des cieulx
Qui sa lumiere a long temps retenue,
Puis la faict veoir luysant et gracieux ;
Mais ton depart me semble une grand nue,
Qui se vient mettre au devant de mes yeulx.
Véronique KLAUBER (©Encyclopaedia Universalis 2005, tous droits réservés
Hyperbolique: Adjectif singulier invariant en genre
1 - poussé l'extréme, tres exagéré
2 - en géométrie, relatif a ’hyperbole, courbe & deux
branches, résultant d’une section de cone
(©ZFEncyclopaedia Universalis 2005, tous droits réservés
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1. Hyperbolicité.

Bizarrement, “hyperbolique” veut souvent dire en mathématiques “normal”, “courant”,
“générique”. Une conique a deux asymptotes, I’hyperbole est donc “hyperbolique”, méme
s'il y a autant d’ellipses (asymptotes imaginaires) que d’hyperboles (asymptotes réelles).
Un polynome de degré n possede n zéros, et est appelé hyperbolique si tous ses zéros sont
réels (ga a quelque chose a voir avec les équations, ou plutot les problemes hyperboliques,
voir plus loin).

1.1. Définition.

Une EDP (scalaire ou systéme) portant sur des fonctions de n variables est hyperbolique
relativement a une variété V de dimension n — 1 C R"™ si le probleme de Cauchy sur
cette variété est bien posé. C’est-a-dire que 'on peut déterminer u partout a partir de
w,0u/on, ..., 0™ tu/On™ 1 sur V si m est 'ordre maximal des dérivées dans 1’équation.

Une EDP est hyperbolique s’il est possible de trouver partout une variété qui convient.

Vaste programme!

2
dre V' = une droite non parallele a la direction (a, 3),

on a alors la dérivée tangentielle du/ds = f\/a2+ 32
sur toute droite de direction («, 3), a partir de son point
d’intersection avec V.

ou ou
1 e — _— = 1 ] -
(1) (a’ﬂ/ o A + 0 o f est hyperbolique: il suffit de pren

Pu 0%

(:?2) —cxy =ct 8—m% —c 8—563 = 0 est hyperbolique: il suffit de prendre
T2 V' = une droite non parallele aux directions (¢, £1), et
¢r1 = ' particulariser la solution générale u = o(xg—cxy)+1p(xa+
cxry) a partir de u = @ + ¢ et Vu = [c(¢V' — ¢'), ¢ + ¢']
sur V', ce qui donne des valeurs de ¢ et 1 a condition que

ni rs — cxy ni T2 + cxy, ne soient constantes sur V.
(3) @ + @ = 0 n’est pas hyperbolique: des

ox? 03 bas Hyb AHe

v v singularités peuvent apparaitre en tout x, >
72 =0 72 >0 0! Une condition initiale peut étre infiniment
J& 1 1 amplifiée en n’importe quelle valeur > 0 de xs:

Le probléme de Cauchy est mal posé.

Exemple: u(xq,x9) = partie réelle de ,e>0.

(4) " Ou _Ou
8$1 81’%
x1 = 0: on peut déterminer partout u a partir de u(0, z5)
mais ici m = 2! Un probléme parabolique est posé d’emblée
sur une variété caractéristique [4]. Mais tout va (presque)
) bien [3, p.355] si on donne u et Ju/Oxs sur xo = O:
les dérivées suivantes en x5 sont toutes déterminées, 9?u/dr3 =

ou/0xy,

(x1 4+ ixg)2 + ¢
= 0 n’est pas hyperbolique relativement a




<
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OPu/0xs = (0/0x,)(0u)0xs),. .. 0%%u )02k = OFu/0xh, 0%+ u/0x2k+! = (9% /0xh)(Ou/ 0o,

> [ gty 22k 9\ ou L2k
u(ar, 2) Z[a 28] +(ak)a %1
. Ty |, (25)! xy ) Oxa|,,_ (2k +1)!
1.2. Condition nécessaire.
équation a statut
(partie principale)
0 0
Qe 4 fo by + B OUI
8.751 81’2
Ou_ 0% €2 262 OUI
ox3 dx3 ! 2
Pu  0*u 0 o
NON (ell.
ox? 03 SIRES ON (ell.)
0u o
8—33‘% 522 OUI (hmlte)
Pu 0u 0u
o7 o2 c? R 42— 32 OUI pour d = [0, 0, 1]
NON pour d = [0, 1, 0]
ou - ou n
proie ; Ckﬁ—xk det (&1 — D5 &ker) OUI, pour
matrices symétriques ¢ d=1[1,0,...,0]

Pour le dernier cas, cf. [6]

1.2.1. Plans caractéristiques.
¢ d

Soit d la direction normale a '’hyperplan V' C R", et ne retenons
que les dérivées partielles d’ordre maximal m. Nous cherchons
a refaire le “coup” de I’équation des ondes a deux variables en
considérant des solutions de la forme ¢(§ - z) de 0 = P(D)u =

o™u

Z caD%u = —————— la somme portant sur des vec-

a al...ax%n

teurs d’entiers posmfs avec a1 +- - -+a, = m. En portant ¢(§-x)
ou, si on a un systeme, ¢(& - x)v (@ reste une fonction scalaire,
v est un vecteur [et les ¢, sont des matrices carrées|), on obtient
@™ P(&)v = 0, d’on la contrainte det P(€) = 0 sur £.
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A chaque & € R” vérifiant cette équation correspond des plans

caractéristiques £ - x = constante. Il y en a beaucoup...On or-

donne cette masse en exprimant £ dans une base constituée de n — 1 vecteurs de V et de

d: £ =&+ 7d, & € V. L’équation pour £ est alors une équation algébrique scalaire pour

le seul réel 7: det P(§y + 7d) = 0. On écrit souvent £ — 7d, avec £ quelconque, cela revient
évidemment au méme.

1.2.2. Polynome hyperboligue. Un polynome F homogene en n variables est dit hyper-
bolique par rapport a une direction d € R™ si F(d) # 0 et si 'équation F(§ — 7d) =0 a
toutes ses racines réelles pour tout & € R" [1,6].

1.2.3. Obtention de la solution par superposition. On a donc des solutions particulieres de
P(D)u = 0 de la forme ¢(§ - z) = ¢(& - + 7d - ) pour toute direction & de V. On se
propose de représenter u comme une superposition

ue) = /506‘/ Z | er(o - @ + d - )k (€o)dpa(So) (1)
léol[=1 racines 75, de

F(€o+rd)=0

ol dp est une mesure naturelle sur la sphere. Pour x € V', u et ses dérivées sont

Du(x)] ey = / oo 2 (@ mad) e (& oyu&)dul&) (2)
[[€0]|=1 racines 7} de
F(&o+71,d)=0
que l'on doit adapter a u et a ses m — 1 premieres dérivées normales sur V. Constatons
qu’il y a donc m fonctions données sur V' et m fonctions inconnues ¢, ..., @,. Pour un
systeme, le nombre de fonctions scalaires est a multiplier par le nombre de composantes de
u.

1.2.4. Domaine d’influence, CFL..

On montre que u(z) et ses dérivées ne dépendent que des valeurs prises dans la base
dans V du plus grand cone de sommet x et tangent aux plans caractéristiques passant par
x. Sion trouve un facteur integrand ® tel que ®P soit une divergence divW, on discute

0= / PP = / - n.
cone Ocone

Exemple: si P(u) = 0u/dx1—Y 5 cr.0u/0xy, u' P(u) = (1/2) div [u’u, —u" cau, . .., —ulc,ul,
et on integre sur la surface du cone u®(n; — nycy — -+ — npep)u > 0 si ny est > la plus
grande valeur propre de nyco + - - - +n,c,: u est nulle dans tout le cone si v = 0 sur la base.

Jadis on nommait “influence” un liquide qui
s’écoulait des astres sur la téte des hommes
et les ondoyait dans la naissance.

P. Quignard, Petits traités, LVI® traité

Définition. Soit un probléme d’évolution bien posé dans R"™1 x [0,T]. Soit ty > t;. Le
domaine d’influence de (x,t3) en t = t; est I'ensemble des (x,t;) ot la donnée de u et
des dérivées temporelles de u suffit a déterminer u(x,t). Pour

ou 0%u K 9%u

% Komtaae = (3)
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(équation des télégraphistes, K = 1/(yr), K/c®> = {/r = ¢ = 1/4/4f), on pourrait encore donner une ex-
pression (compliquée, avec des fonctions de Bessel) montrant comment u(x,t) dépend des données initiales,
mais voici une autre fagon de faire (Courant & Hilbert, vol. 2): Si u est une solution €* de @), et si u
et Qu/Ot sont nulles dans [x — ct,x + ct] au temps t = 0, alors u(x,t) = 0. En effet, multiplions Bl par
20u/0t et intégrons sur le triangle T' de sommets (x — ct,0), (x + ct,0) et (x,t) dans le plan (x, 7):

ou [(’“)u 0%y K(?zu]

=25 lor "ot oo

ou\ > o (Ou d 9 ((ou\*\ K o [[ou\?
=2(2) ok = () kI ((£2) |+ (£
or dx \ Ot Ox or ox c? ot or
et on integre sur tout le triangle T'. Les intégrales des trois derniers termes se résolvent immédiatement en
intégrales sur la frontiéere de T

ou\ > T et [ 7ouN? 1 [ou)\? ™
o=z [ (5) - | [Ea—xldf”(/m (&) += () e

ol x4 = x +c(t —7) sont les abscisses de 9T en t = 7, et 7 =t — |x — x|/c Pordonnée correspondant & x.
Soit s I’abscisse curviligne le long de 9T, on a dx = c|dr| = ds/+/1 + ¢=2 (on ne s’occupe pas de la partie
7 = 0, puisque u et ses dérivées y sont nulles), on a enfin

ou\ > K ou  10ul?
0=2 — | dxd +7/ [—i——] d
~/T(87) xer Vi+c2Jor [Ox cOT 5

u est donc nulle dans tout T', donc en (z,t): les valeurs initiales hors de [x —ct, 2+ c¢t] n’ont aucune influence
sur u(x,t). ORemarque: si ¢ — oo, @) tend vers I’équation de la chaleur, équation parabolique:

les caractéristiques ne rencontrent plus l'axe des = (qui est en fait une courbe caractéristique!), la vitesse
de propagation devient infinie (n’importe quel u(y,0) a une influence sur u(z,t), vt > 0).

Considérations intéressantes dans [10]

Equation discrétisée: P(A)u, = 0, ou A est un opérateur aux différences raisonnable

(consistance). Soit V = {z1 = 0}, Aju(xy, z9,...,2,) =
(w1 + s, ) — w(z1, 2+ hoy .., xn) + u(x1, T2 _h27'“7x27(17)1+.1.).+u(x17'“’xn+hn)+u<xl7'“’xn — hy)
hy ’
Ay, 2, ) = w(zy, Toy .oy T + gy - ’In)QZ w(zy, oy ooy Tk — hgey o, X)) (Friedrichs),
donne une récurrence pour u en ry, r1 + hy,..., T f mhy). Solution (récurrence a coeffi-

cients constants) en puissances de p, en supposant des modes de Fourier exp(iaxe + « -+ +
i&,xy,) dans les variables spatiales:

coséshg + -+ -+ cos & hy,
p —

_ 1 sin &g sin &, h.,
p L - =
? hl Y h,2 Y Y h,n 0
) h .. 9 nhn
Solution: p = (cos&ahg + -+ + cos&phy)/(n — 1) — iy T % e %, ou T

est une des racines réelles de P = 0 associées a la direction des n — 1 derniers arguments
de P. On aura donc |p| < 1 si
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1 <cos§2h2 + -+ cos&hn,

2

1 . n—1 ) . hmin

< min - - OKsi hy  ———.
|7 | max sin? & hs sin? &, h, |7 |max v/ — 1
— S —

2 n
(Utiliser (35 cos&rhy)? < (n — 1)(35 cos? &xhy) = (n — 1)2 — (n — 1) Y4 sin® £, Ay, donc le numérateur
est toujours supérieur a (n — 1)1 >y sin? £xhy, et la condition est vérifiée si by est < & expression avec le

ha

N

nouveau numérateur.)

1.3. Un théoréme. difficile de Garding [2]. La solution d’un probleme hyperbolique est
nulle dans un borné donné de R" si elle est nulle, avec ses dérivées d’ordre < m, dans un
borné assez grand de V. On dit qu'un probleme est intrinsequement hyperbolique si sa
solution tend vers zéro dans un borné de R" lorsqu’elle tend vers zéro, avec ses dérivées
d’ordre < m, dans des bornés de V.

Théoreme: avec V' = {x; = 0}, le probleme P(u) = 0 est intrinsequement hyperbolique
si et seulement si les racines en 7 de F'(7,&y,...,&,) = 0 ont des parties imaginaires bornées
pour tout [&,...,&,] € R™L Ici, F est P ol on remplace chaque 0/0x;, par i&y.
ou  0*u , 5 ou  *u
i 0, F =it + &, non. 0y 022
tiens. Télégraphistes: F = 72 — ic?’7/K — ¢?¢? OK: T a toujours une partie imaginaire
< /K.

Exemple: =0, F = 72 4+ i&, non plus,

2. Transport, advection, diffusion.
2.1. Advection.

Equations de type du/0t + div(au) = f ot u est par exemple une concentration, et a un
vecteur donné. Evidemment hyperbolique: 1’équation est une dérivée directionnelle dans
la direction [1, a].

2.2. Advection-diffusion.

Mais le cas intéressant est la présence discrete d’un opérateur elliptique (diffusion):

Lou=(EE+Au=f (4)
2.2.1. Probleme 1D. Sangalli [8] traite d’abord le probleme
Lou= —cu” +/ (5)

sur (0,27) avec u(0) = u(27) = 0. On cherche une norme telle que L. soit bien conditionné
pour tout e, c’est-a-dire

a.(u,v
0<7<SUpM<5<oo. (6)
vev [[ullullv]lv

2m
Ici, a.(u,v) = / [eu'v' + u'v]d.
0
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(a ne marche évidemment pas avec la norme habituelle de HJ, |lul? = = [u'* puisque

a(u,u) _

u]?

la constante de coercivité

Examinons le probleme a partir des séries de Fourier de u et v: u(z) = 50 Z ay, cos kx + by, sin kx,

o(z) = 3

|v]|? = Z gi(c +d2). Inutile de considérer ag et ¢y puisque les constantes non nulles ne
1
sont pas dans Hi. La norme habituelle de H' correspond a f;, = g = k. Pour H™,
fr = g = k™, valable méme si m n’est pas entier.
On trouve alors rapidement (8] a.(u,v) = 7> 7 [ek?®(akcy + bpdy) + k(—ardy + bicy)].

c o0
=2+ Z cp cos kx + dj sin kx, et essayons des normes ||u* = Z fi(a; +b7),
1 1

Pour u donné, cherchons v qui maximise a.(u,v)/[|v||, ou en-
.7 core une forme linéaire en les gicy, et gpdy,, de coefficients (ek?ay +
g kby)/gr et (ek?by—kay)/ gk, sur un cercle. L’optimum est évidemment
réalisé lorsque le gradient est aligné sur le rayon vecteur, donc,
\ (ek?ay, + k:bk)/gk = Agicr, (ek?bp — kay)/ge = Agrdy, ol )\2 vaut
\J |v]| 2 21 gk *[(ek?ap+kby)*+(ek?br—kay,)?] (effectuer la sommes

des carrés). On trouve finalement

( ac(u,v) )2 221 95 2[(ek2ay, + kby)? + (kb — kag)?]
[[ul[ ] >0 filaf +b7) '

Analyse mode par mode: on minimise et on maximise sur a? + b*> = 1

2 a 4] ek? —k][ek? k] [a
f2q? ko ek?| |=k ek2| |b|>

[5%4 LR 0 ]

0 2kt 4 k2

2
donc 72 fk o -2 fois 02, et o2, de [ikk 522] , bref, il suffit de prendre par exemple f7 =

g2 = V/e2k* + k2. Si on avait pris la norme usuelle de H', f? = g7 = k?, on aurait le rapport
mode par mode g% + k72, proche de 1 aux basses fréquences (trés bien), mais tendant vers
g2 aux hautes fréquences (ouch).

L’auteur de [8] prend, entre autres exemples, le choix équivalent fZ = g2 = ek® + k,
montrant ainsi qu'il s’agit d’un mélange subtil des normes de H' et H'/2.

2.2.2. Cas général. On a maintenant [9]

Lou:=—cAu+cVu=f (7)

dans un domaine €2 de R", avec u = 0 sur la frontiere de w.
Essayons la méme chose sur un rectangle Ly X Ls:
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LE‘) — 2 akezkw-x _ § § Wy z(klwlml—l—kzngg 2 b ezkw T

keZ? k1=—00 kg=—00 keZ?

avec wy = 27/ Ly, wy = 27/ Lo, a_y = G5, b_p = b, |ul> =3 fFaxl?, [[v]]? = 3 g2 bl

Qe ( ) L1L2 Z akbk klwl —+ k2w2) + i(klwlcl + ]fgu)gCQ)]

kez?
= L1L2 Z (aka + a_kbk)e(kfwf + k§w2) + z(aka — a_kbk)(klwlcl -+ ]{52(,0202)
k)EZXZ+
=201L, Z (Re axRe by, + Im aiIm by)e(k3w? + k3w?®) + (Re apIm by — Im azRe by) (kiwicy + kawsacy
k€ZXZ.
max. en

[Re are(k2wi + kiw?) — Im ay(kiwicr + kawsacs)] = AgrRe by,
gk_ Im ape(k2w? + k3w?) + Re ap(kiwicy + kawacs)] = AgpIm by,
ou Agrby = [eap(k2w? + k3w?) + zak(k;lwlcl + kowaco)]/gr, ot A2 =3 g; % |ag|?[e2(KPw? +
k§w2)2 + (/ﬁu}lcl + k2w202)2]/]|v||2,

(as(u,v) )2 _ LIS Y her 9 2|k P2 (k3w? + k3wd)? + (kiwict + kowaco)?]
]| [Jv]] Jul|? =" f7lax|? ’

d’ott un choix optimal f2 = g2 = \/e2(kiw? + k3w?)2 + (kiwicy + kawacy)?.

On renforce donc I'importance des ondes planes exp(i(kjwixy + kewsxs)) se propageant
dans la direction c.
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