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Chapter 5: Polynomial Interpolation and Clustered Grids.

1. Interpolation: 1°"¢ approche.
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p Tchebycheff: la norme du maximum dans [—1,1] de
k A\ A, P(X) := (X—X1)(X—X2)...(X—Xn) est minimisée par le polyndme
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1 x (nonconstantsi N > 1) prenant les valeurs extrémes de sa valeur ab-

(1) f(x)—Taylory_;(X) =

(X—X1) (X=%2) ... (X—Xn),

< 7 solue en N+ 1 points distincts yo, y1, . .., yn de [—1,1].
\/~ - _q, A En effet, p’ doit changer de signe en N — 1 points de I’intervalle
ouvert (—1,1) = p change N fois de signe comme sur la figure. Sup-

posons g = XN + --- meilleur que p, alors p(y;) — q(yi) a le méme

signe que p(Y;), donc présente également N changements de signe, ce qui est impossible car p— g est de

degré < N. O
Théorie spéciale des polyndmes de Tchebycheff:

_ Tn(x)  cos(narccosx)

(2) p(X) =1n (X) T oN-1 T ON-1 ’
Ti(X) =X To(X) =2 - 1, Ta(X) =4 —3X,..., Tny1(X) = 2XTn(X) — Tn_1(X).
3 xj:cos(%) . ji=1,2,...,N.

2. Amplitudes et enveloppes.

Comment décrire I’allure de p(x) sur [a, b], ou sur un ensemble E du plan complexe, d’aprés la répartition
d’un grand nombre de points X1, X2, ..., XN?
Réponse: si la densité de points est proche d’une densité limite p au sens que le nombre de points entre

B
aetBr N/ p(x)dx, alors
a

@ P = eXpon(X) ~ eXpNG(X), $(x = [ Togx—t) p(t)
En effet, dn(X) = %Iog(x—xj) R Z Np(interv.) log(x—t). O
intervalles

¢ est le potentiel complexe de la distribution p; @ = Re ¢. @ est le potentiel électrostatique bi-
dimensionnel d’une charge —1 répartie sur E selon la distribution p.

Exemples.
E p ¢
{0} 0 logx
(Taylor)
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’ /1 X2 2
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—1,1] % 1%Xlog(x—lwr1%‘|og(x+1)—1
(équidistants)
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Veérifications



e Pour Tchebycheff: par (3), j = 1/(2m) + (N/T1) arccos(x;), donc, le nombre de points entre x et 1

1

est 1/(2m) + (N/11) arccosx ~ Nf p(t)dt = p(t) = 1/(V/1—x?).
Pour vérifier directement la formule de ¢, posert = cosB et x= (X+1/X)/2. On obtient
log(x—t) = log(X/2) +log(1 — €%/X) +log(1 — e~'®/X). Il reste log(X/2).
Les équipotentielles @ = constante sont donc les lieux | X| = const. Ce sont des ellipses de foyers
+1: X =R = x= ((R+1/R)/2)cosn +i((R—1/R)/2)sinn.

e Pour les points équidistants, une primitive de log(x—t) est (t — x) log(x—t) —t.

e Pour la densité semi-circulaire, 9= log(A/2) +x?/A? — 1/2 dans [-A A].

3. Interpolation de fonctions analytiques.

Prenons d’abord f(x) = %s avec s¢ E. On a alors exactement
1 . 1 (X—X1)(X—=X2)...(X—Xn) p(X)
5 —— —interpy_1(X) = = .
®) X—s Pu-109 =55 (s—X1)(S—X2)...(S=X1)  (x—9)p(s)

L’erreur d’interpolation se comporte donc comme exp[N(maxg @(x) — @(s))]. Plus généralement,
Theorem5 (p. 48): si f estanalytique dans un domaine D contenant E, le maximum de I’erreur d’interpolation
sur E est borné par une expression contenant

© exp[N(maxe — ming)

ou C est un contour entourant E dans D.
En effet,

f(X) — interpy_1(X) = %/c f(t) [&( — interp. de&( dt

(Cauchy). O
On a donc aussi

exp[—N(@2 — ¢1)] = exp[-N/cap(L1, L2)],
ou ¢ est la valeur de @sur la plus petite équipotentielle
L1 contenant E, et ¢, est la valeur de ¢ sur la plus
grande équipotentielle L, contenue dans D.
Ly cap(Li,Ly) estlacapacité du condensateur (bidimen-
sionnel, ou cylindrique) d’armatures L, et L, = avan-
tage de minimiser cette capacité en veillant a ce que
la frontiére de E soit une équipotentielle!
C’est le cas pour Tchebycheff: ¢, = —log2,
Theorem 6 (p. 48): err ~ exp[—N(log2 + @)].
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