MECA 1901 : interrogation du 23 novembre 2008
Réponses commentées de I’exercice 1

Question 1

On considére un cube de matiere déformé sous 'action de contraintes homogenes a 1’équili-
bre. Dans sa configuration non déformée (représentée ci-dessous), le cube occupe le domaine
(O < x; < L) dans le repere (O, e;). 1l s’agit d’un probleme de petits déplacements. Le tenseur
des déformations infinitésimales et le tenseur des contraintes ont pour expression :
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1. Donner les dimensions physiques et unités de a et o dans le Systeéme International.
2. Déterminer v pour « et 8 donnés. Justifier.

3. (a) Calculer le champ de déplacements du cube, sachant que le déplacement du point
matériel a l'origine est nul, que le point matériel A est maintenu sur l'axe (O, eq)
et que le point C' est maintenu dans le plan (O, ey, e3).

(b) Dessiner sur la figure ci-dessous le solide déformé.

(¢c) Donner I'angle et 'axe de rotation infinitésimale pour un petit volume matériel
situé a l'origine.
4. Calculer la longueur apres déformation du segment (O, C') de deux manieres différentes.

5. Soit le plan matériel d’équation 1 = x5 qui divise virtuellement le cube en deux prismes
a base triangulaire P1 et P2. Déterminer la résultante et le moment résultant des forces
de contact excercées par le prisme P2 sur le prisme P1.
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Eléments de réponse

Sous-question 3

Rappelons tout d’abord que c’est le champ de déplacements qui fait le lien entre la con-
figuration de référence (ou configuration initiale) et la configuration déformée courante. Par
définition, le déplacement u d’un point matériel est le vecteur dont ce point est translaté
lorsqu’on passe de la configuration de référence a la configuration déformée : le point matériel
qui avait @ pour vecteur position dans la configuration de référence se retrouve maintenant
repéré par le vecteur « 4+ uw. En connaissant le déplacement de tous les points matériels on
peut donc déterminer la configuration déformée a partir de la configuration de référence.

(a) Le champ de déplacements se calcule en intégrant successivement les différentielles des
composantes (1) du tenseur des rotations infinitésimales w, (2) du tenseur des déformations
infinitésimales €. Celles-ci sont données par les relations
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du; = (Eij + w,-j) dxj (2)
Comme w est un tenseur antisymétrique (w;; = —wj;), on peut ne considérer que ses com-

posantes hors-diagonale w2, wos et w31. La premieére des relations ci-dessus nous indique que
leurs différentielles sont nulles et nous obtenons

_ 0
w12 = Wiy
— 0
W23 = Wa3
_ 0
w32 = Wsy
ou wioj sont des constantes d’intégration qui ne peuvent pas encore étre déterminées a ce

stade-ci.

L’intégration des différentielles des composantes du champ de déplacements (2) donne

up = axy+ (b+wl)we — w§as + ul
uy = (b—w)zs + axg + wisws + ud
uz = wglazl - wggajg + ug

ot ud, uJ et uf sont des constantes qui peuvent étre déterminées avec wly, w3y et w§; en

utilisant les conditions imposées sur les déplacements des points matériels O, A et C' :
1. le déplacement du point matériel O est nul
u1(0,0,0) =ul =0
u2(0,0,0) = ud =0
u3(0,0,0) = ul =0

2. le point matériel A ne peut se déplacer que dans la direction ey

u2(L,0,0) = (b— W)L =0=w), =b
u3(L,0,0) =wHL=0=wd; =0



3. le point C reste dans le plan (O, ey, e2), il ne peut donc pas se déplacer dans la direc-
tion eg
uz(L, L,0) = —wL =0 = wly =0

Finalement, le champ de déplacements s’écrit

uy; = axri+ 2bxs
Uy = axry
us = 0

Remarquons que ce champ de déplacements est une fonction linéaire des coordonnées ce
qui implique que les surfaces matérielles initialement planes restent planes et que les lignes
matérielles initialement droites restent droites.

(b) Comme il n’y a pas de déplacement suivant la direction es, il suffit de représenter la
déformée d’une section matérielle perpendiculaire a cette direction. Pour cela on détermine
les nouvelles positions des points matériels constituant la frontiere du cube en ajoutant vec-
toriellement leurs déplacements a leurs vecteurs position dans la configuration de référence.
Comme on a vu plus haut que les segments matériels droits restent droits apres déformation
on pouvait se contenter de déterminer les nouvelles positions des quatre sommets et de tracer
les segments correspondants.

€2

(1+2b)L,(1+a)L) (I+a+2b)L,(14+a)L)

(0,0) ((1+a)L,0) €1

Remarque : beaucoup d’étudiants ayant trouvé le bon champ de déplacements n’ont pas pu
dessiner correctement le cube dans sa configuration déformée.

(c) Le vecteur de rotation infinitésimale @ = %V x uw a un endroit P donne la direction
et I’angle de rotation d’'un élément infinitésimal de matiere & cet endroit depuis la configura-
tion de référence jusqu’a la configuration déformée. Le sens de la rotation est précisé par la
regle du tire-bouchon.

Il n’est pas nécessaire de calculer %V x u pour déterminer €2 car on peut le déduire de w par

la relation 1 1
Q= 5(—: Tw e Q= 5 €iikWkj



ou € est le pseudo-tenseur de permutation qui ne doit pas étre confondu avec le tenseur des
déformations infinitésimales €. On obtient

Q= —beg

Le volume matériel situé a l’origine subit donc une rotation infinitésimale d’un angle b (ex-
primé en radians) autour de la direction —es.

Remarque : certains ont voulu utiliser les composantes hors-diagonale de € pour répondre
a cette question. Ceci n’est pas possible car celles-ci représentent des rapprochements ou
éloignements angulaires relatifs de segments élémentaires de matiére qui sont initialement
perpendiculaires entre eux. Elles ne permettent pas de déterminer les angles des rotations
individuelles de ces segments.

Sous-question 4

Nous savons déja que le segment matériel (O, C) reste droit aprés déformation. La premiere
maniere consiste a déterminer les coordonnées du point matériel C' dans la configuration
déformée, le point O ne se déplacant pas, et a appliquer le théoréme de Pythagore. On trouve

1(0,CN|| = L/ (1 4+ a+2b)2 4+ (1 +a)? = V2L\/(1 + a +b)2 + b2

La deuxieéme maniere, approchée celle-ci, consiste a utiliser le tenseur € pour calculer 1’al-
longement relatif du segment (O, C), puis sa longeur finale. Comme le segment (O, C) n’est
aligné avec aucun des vecteurs de base, il faut définir un nouveau repere (O, e;) dont I'un des
vecteurs, par exemple e] est aligné avec le segment (O, C). Pour fixer les idées, disons que
ce repere est obtenu en effectuant une rotation d’un angle 7 du premier repere autour de e3
et en gardant la méme origine. Dans ce repére, la composante €11’ nous donne ’allongement

relatif de (O,C) :

;. 1O, N =110, O

€11 ~ avec||(O,C)|| = V2L
n Texel .l

On trouve :
!
€11 = 1,01 = a + b

ol les a;; sont les éléments de la matrice de changement de base appropriée. Finalement, on
obtient
1(0,C")|| ~ V2L(1 +a +b)

Les réponses fournies par les deux méthodes sont différentes ce qui ne doit pas nous surprendre
puique la seconde méthode est une approximation. On observe cependant que les deux so-
lutions sont tres proches, puisque b < 1 = b? ~ 0 (pour rappel, on est en petits déplacements).

Sous-question 5
La résultante des forces de contact exercées par P, sur P; est donnée par
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oumn = —@el + ?ez est la normale unitaire sortante a P;.

Pour calculer cette intégrale, il est plus commode de se placer dans le repere (O, e}) défini
a la sous-question précédente car ’équation du plan contenant la surface S y est simplement
zl, = 0. Dans ce repere, l'intégrale avec ses bornes de variation s’écrit

L V2L
F,. = / / 7(n)dz, dzs’
0 0

On trouve finalement : F. = (o — 3)v/2L%ey’.

Le moment résultant s’écrit

M. = / x X 7(n)dS
S

ol x est le vecteur position. Dans le repere (O, e}) le vecteur position d’un point de S a pour
expression & = x €} + x3'e puisque x4 = 0. On trouve

3
M, = (a— p)L%es’ — (o — ﬂ)\/i%ell
. Remarques :
— la plupart des étudiants ont oublié la composante suivant z§ du vecteur position pour
calculer du moment résultant ;
— les réponses étaient acceptées dans les deux reperes ;
— on pouvait intégrer en restant dans le repeére initial, mais cela nécessitait de paramétrer
les bornes de I'intégrale.



