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Chapitre 1

Introduction, concepts de
base, calcul tensoriel



Espace-temps en physique classique

L’espace-temps est continu

— L’ensemble des événements — couples (lieu, instant) — forme un
continuum

L’espace-temps est homogeéne, stationnaire et isotrope

— Les propriétés intrinséques de ’espace-temps sont indépendantes du
lieu, de l'instant et de 'orientation suivant lesquels les expériences
sont effectuées

La simultanéité est indépendante de ’observateur

— On peut identifier un temps universel (a son origine et son échelle
pres)

A chaque instant, I’espace est euclidien

— La géométrie classique (caractérisée par des propriétés des distances
et des angles, ainsi que par les concepts de droites, plans, cercles,
spheres...) est en application




Reperes

e Les événements sont désignés (repérés) par 3 coordonnées et un
temps

— Les coordonnées peuvent étre cartésiennes (le plus souvent orthonor-
mées) ou curvilignes (le plus souvent cylindriques ou sphériques)

— Le temps est déterminé par le choix d’une origine et d’une échelle

e Un repere orthonormé est caractérisé par une origine (par ex. O) et 3
vecteurs de base orthonormés (par ex. ¢;)

— Les coordonnées x; d’'un point P sont telles que

OP =z =uz;e; (sommation sur i muet)

— Orthonormalité :
ei-ej =0; (i,7 libres)




Coordonnées cylindriques

e Définition
— A partir d’'un repére cartésien orthonormé, les coordonnées cylin-
driques d’un point P sont

2 2\1/2

r= (2} + 23)"
T2
f = arctan —
T1

Z = XT3

(r>0, -r<6<m)

avec
1 = rcosf
To = rsinf
r3 =2

e Propriétés
— Pour chaque coordonnée, il y a une et une seule surface de coordonnée

qui passe par P :

r = (% : cylindre circulaire d’axe Ox3
0 = C%¢ . demi-plan issu de Oxs
z = (% : plan perpendiculaire & Ox3

(les surfaces de coordonnées sont orthogonales en P)

— En tout point P, on peut construire la base locale orthonormée

(Q'm €0, Qz)

— NB:OP=re, +ze,




Coordonnées sphériques

e Définition
— A partir d’un repere cartésien orthonormé, les coordonnées sphériques
d’un point P sont
2 2 201/2
r=(af + 235 + 23)"

(a2 +a}) '/
T3

¢ = arctan

)
f = arctan —
X1

(r>0,0<¢<m —m<0<m)

avec
x1 = rsin¢cosf

T9 = rsin¢gsinf

T3 = 7 COS P

e Propriétés

— Pour chaque coordonnée, il y a une et une seule surface de coordonnée
qui passe par P :

r = (%€ : sphere de centre O
¢ = O . cone (3 une nappe) de sommet O et d’axe Ox3
0 = C**¢ . demi-plan issu de Ox3

(les surfaces de coordonnées sont orthogonales en P)

— En tout point P, on peut construire la base locale orthonormée

(Qm €op, QQ)

— NB:OP =re,




Changements de reperes

e Soient deux repéres cartésiens orthonormés (O, ¢;) et (O',¢€})
— On définit
/ /
aij = cos(¢;, €5) = ¢ - ¢

> La matrice A = [a;;] est orthogonale :
Ak Ak = A Qg = Ojj
> On a les relations réciproques
€; = Qj5 €

et

/
€ = aji g

— On définit b; tel que OO' = b; ¢;

e Changement de coordonnées cartésiennes

— Pour un point P, de coordonnées (z;) ou (), on prouve que
/ — .. [ .
T = ag; (zj — bj)
et réciproquement, que

/
Ti = j; T + b;

— Extension par composition de fonctions aux changements de coor-
données quelconques (cartésiennes ou curvilignes)




La matiere en Mécanique des Milieux
Continus

e Dans tout corps (partie de la matiére), les propriétés physiques
sont continues, excepté sur certaines surfaces (lignes, points) de
discontinuité

— Exemples de surfaces de discontinuité :

> onde de choc
> front de solidification

> interface entre deux matériaux différents

— N.B. : La dérivée partielle temporelle (%) et le gradient (6%) d’une
propriété physique sont des propriétés physiques

e Justification de ’hypothése de continuité au regard de la nature
(moléculaire, atomique, particulaire, quantique. ..) de la matiére

— Concept de volume représentatif :

> tres petit par rapport aux dimensions caractéristiques du phéno-
mene observé

> tres grand par rapport aux dimensions caractéristiques de la struc-
ture fine de la matiere (distances intermoléculaires, libre parcours
moyen, ou diametre des grains. . .), de sorte qu’il contient “beau-
coup” de molécules ou grains. . .

— A partir de grandeurs extensives, les grandeurs physiques macrosco-
piques de base sont définies en un point P par leurs moyennes prises
sur un volume repésentatif V™" entourant P

— De par leur construction, les champs ainsi obtenus sont supposés
satisfaire I’hypothese de continuité




e Exemples

— Masse spécifique
Mrepr (t)
p=p' (@i, t) = “yrerr
ol
> M"P"(t) est la masse de matiere occupant le volume représentatif
au temps t (grandeur extensive)

> VTPT en est le volume

— Vitesse —
P (t)

)

pi = p (aj, 1) v (. 1) = S

ot P;""(t) est la composante suivant ¢; de la quantité de mouvement
du volume représentatif au temps ¢ (grandeur extensive). De la,
P Ui
p

Vi =

¢ Extension

— En répétant 'expérience macroscopique considérée et en faisant la
moyenne statistique (moyenne “d’ensemble”) des résultats obtenus,
on peut travailler avec des volumes représentatifs aussi petits que
I’on veut

— Alors

M (1) = (M)
PP (t) = (P (1)

]

N ex <7 . , s .
ott M(€2P) et Pi( P) sont les mesures associées aux différentes expériences

et (-) désigne leur moyenne d’ensemble




Scalaires

e Définition
— Pour un systéme d’unités choisi, un champ scalaire (ou tenseur d’or-

dre 0) est une grandeur physique représentée dans un certain repere
par une fonction de la position (c.-a-d. des coordonnées) et du temps

— Exemple : la masse spécifique
p=p (@i t)

— Autres exemples :

> T (température absolue)
> p (pression)

> r (densité de puissance calorifique fournie & distance par rayon-
nement)

> U (énergie interne spécifique, c.-a-d. énergie calorifique et de liai-
son moléculaire par unité de masse)

> S (entropie spécifique)

e Grandeurs scalaires extensives pour un volume V, au temps t

P (z;,t)dV  (masse)

P (25, t) U (2;,t)dV  (énergie interne)

P (x,t) S (2;,t) AV (entropie)

7€) (z;,t)dV  (puissance calorifique fournie par rayonnement)

P (x5, 1) (vge)(acj,t))2 dV  (énergie cinétique) (N.B. : ¢ muet)

o
Il
R S

N —




Changements de reperes pour un champ
scalaire

e Invariance

— Pour tout changement entre deux reperes fizes ['un par rapport a
lautre, la valeur d’'un champ scalaire (par exemple s) & un endroit
et a un instant déterminés est invariante

— Si
s = s (x;,t) dans le repére cartésien (O, ¢;)
= §©)(z),t) dans le repére cartésien (O, ¢})
alors
s'(e) (a:g»,t) = s(e)(aji :1:; + b;, t)
sz t) = 5 (ai (wj — b)), 1)

pourvu que a;; et b; ne dépendent pas de t

— Meéme propriété pour un changement de coordonnées quelconques
(cartésiennes, curvilignes ... )

e Objectivité

— Un champ scalaire pour lequel la propriété d’invariance s’étend aux
changements de repéres quelconques (éventuellement mobiles 1'un par
rapport a lautre) est dit objectif

— FExemples : p,T,p,r, U, S

10



Vecteurs

e Définition
— Pour un systéeme d’unités choisi, un champ vectoriel (tenseur d’ordre
1) est une grandeur physique représentée dans un certain repére par
3 fonctions de la position et du temps. Celles-ci forment les 3 com-
posantes du champ vectoriel, c.-a-d. les projections de ce champ sur
les vecteurs de base (base locale, en cas de coordonnées curvilignes)

— Exemple
Composantes de la vitesse :

vi=1v-e =0\ (2,1)

~

Vecteur vitesse :

v= vfe (xj,t)e; (i muet)

— Autres exemples :

> g; (force a distance par unité de masse ou spécifique)
> a; (accélération)

> ¢; (vecteur flux de chaleur)

e Grandeurs vectorielles extensives pour un volume V, au temps ¢
Pi(t) = / pv;dV  (quantité de mouvement)
\%

Fit) = / pgidV  (forces a distance externes)
14

11



Changements de reperes pour un champ
vectoriel

e Invariance

— Pour tout changement entre deux reperes fizes ['un par rapport a
lautre, les composantes w; d’un champ vectoriel w & un endroit et
a un instant déterminés se transforment suivant une loi telle que ce
vecteur lui méme soit tnvariant

w; = wge) (zx,t) dans le repere cartésien (O, ¢;)
w, = w;(e) (z},t) dans le repere cartésien (O’ €])
alors
wg(e) (z,t) = aij w§e)(alk x) + by, t)
’U)Z(e) (acl, t) = aji w;(e) (akl (1‘1 — bl), t)

pourvu que a;; et b; ne dépendent pas de t. En abrégé :

A LAy
w; = G Wy
_ /

w; = aji wj

et donc

e Objectivité

— Un champ vectoriel pour lequel la propriété d’invariance s’étend aux
changements de reperes quelconques (éventuellement mobiles 'un par
rapport a lautre) est dit objectif

— Exemples de champs vectoriels objectifs : ¢;, g;

— Exemples de champs vectoriels non objectifs : v;, a;

12



Passage aux coordonnées cylindriques ou
sphériques pour un champ vectoriel

e Changement de coordonnées

— On utilise 'expression des (x;) en fonction de (r, 8, z) ou (r, ¢, 0) pour
effectuer le changement de coordonnées

e Nouvelles composantes

— Afin de tenir compte, dans le calcul des nouvelles composantes des
vecteurs, de la rotation des vecteurs de base, on utilise la matrice or-
thogonale des cosinus directeurs des vecteurs de la base locale (notés
e;) par rapport & ceux de la base cartésienne ¢; :

A = [aij] = [ - ;]
ol (¢]) = (er, €, €z) ou (e, €4, )
Dong, en coordonnées cylindriques :

cos@ sinf O
A= | —sinf cosf 0
0 0 1

et en coordonnées sphériques :
singcosf singsing  cos¢
A= cosgpcost cospsinf —sing

—sind cos 0

Ici, A dépend de la position (et donc des coordonnées)

— Exemple (coordonnées cylindriques) :

Uv(ﬂe)(ﬁe,Z,t) cosf sinf 0 v%e)(r cosf,rsinf, z,t)
Uée)("”,ea%t) = | —sinf cosf 0 vée)('r cosf,rsinf, z,t)
Uge)(r,ﬁ,z,t) 0 0 1 Uée)(r cosf,rsinb, z,t)

13



Effets agissant a la frontiere d’un corps

e Position du probléeme

— Certaines des grandeurs physiques associées a un corps quelconque
s’obtiennent par addition de contributions calculées sur les différentes
parties de la frontiére de ce corps

— Exemples :

> La force de contact exercée sur un corps au temps ¢, de compo-
santes cartésiennes F£(t), est la somme vectorielle de toutes les
forces exercées par le reste de la matiere sur la surface de ce corps

> Le fluz de chaleur entrant dans un corps au temps ¢, noté Q¢(t),
est la somme de tous les apports calorifiques injectés a la surface
de ce corps par unité de temps

— Méthode de calcul
En général, de telles grandeurs se calculent a l'aide de leur densité
(grandeur par unité d’aire), qui dépend alors de la position et du
temps, mais aussi de l'orientation de la facette considérée, mesurée
par sa normale unitaire sortante locale :

n = ngeg

> Densité de forces de contact (ou contrainte) :

TZ(E) = Tz‘(e) (xﬁ 2 ﬂ)

(= force par unité d’aire exercée sur une facette de normale uni-
taire sortante n)
Par conséquent,

FE(t) = /8 § 79 (x;,t,n) dS

> Densité de flux de chaleur :

Q(ﬂ) = q(E) (miv t, ﬂ’)

(= flux de chaleur par unité d’aire pénétrant dans une facette de
normale unitaire sortante n)
Par conséquent,

14



e Linéarité
— Le plus souvent, on peut prouver que ces “densités” dépendent liné-
airement de la normale n (cf. chapitre III). Dans un repeére donné
(cartésien ou curviligne), les composantes de ces densités dépendent
alors linéairement des composantes de n (mesurées par rapport a
la base appropriée). Les coefficients de la matrice représentant la
transformation linéaire peuvent alors étre définis

> Densité de force de contact :

A anston) = o @)y (j muet, ¢ libre)

ol les O’i(;) (z, t) définissent les composantes du tenseur des contraintes
dans la base considérée.

En abrégé :

> Densité de flux de chaleur :
¢ (zp, t,n) = —qz(e) (zg,t)n; (i muet)

ol les qge) (x,t) définissent les composantes du vecteur densité de

flux de chaleur dans la base considérée. En abrégé :
q(n) = —qini

— Interprétation
La composante de ¢; (vecteur de base orthonormée cartésienne ou
curviligne locale) suivant la direction e; est d;;
> Ainsi,
Tj(€i) = Okj dir = 0y
et 0;; est la composante suivant ¢; de la densité de force de contact

exercée sur une facette de normale unitaire sortante ¢;.
On a aussi

I(Qi) = 045 €5
> De méme,
q(ei) = —q; 055 = —qi

et ¢; est 'opposé de la densité de flux de chaleur pénétrant dans
une facette de normale unitaire sortante e;.

15



Tenseurs

e Définition
— Pour un systeme d’unités choisi, un champ tensoriel d’ordre 2 est une
grandeur physique représentée dans un certain repere par 9 fonctions
de la position et du temps. Au champ tensoriel est associé en chaque
point P et & chaque instant, une transformation linéaire (locale) :

vecteur en P — vecteur en P

Les 9 composantes du champ tensoriel sont les coefficients de la ma-
trice (3 x 3) représentant la transformation linéaire dans la base
considérée (base locale en cas de coordonnées curvilignes)

— Tenseurs de base :
eie; désigne le produit tensoriel de ¢; par ¢j, c.-a-d. la transformation
linéaire qui applique

ej sur e;
les autres ey sur 0 (vecteur nul)

La matrice de cette transformation dans la base (ey) a pour éléments

1 & la ®™¢ ligne, 7™ colonne
0 ailleurs

Exemple : la transformation linéaire eses, qui applique e3 sur es, et
e1 et eg sur 0, a pour matrice dans la base (e, e2,e3) :

0
0
0

o O O

0
1
0

— Exemple

> Contraintes :
0ij = 0\ (k. 1)

Tenseur des contraintes :
o= O'Z(;) (g, t) eie; (i,j muets)

> Interprétation
Il faut d’abord noter que le tenseur des contraintes est symétrique

(cf. chapitre III) :
Oij = 0ji

16



La relation
i(n) = oijn,

indique alors que le tenseur des contraintes, en tant que transfor-
mation linéaire, applique le vecteur unitaire n sur la densité de
force de contact 7(n) exercée sur toute facette élémentaire dont
n est la normale sortante en P.

— Autre exemple

> Vitesses (ou taux) de déformation : & partir du champ de vitesses
v;, on définit en coordonnées cartésiennes orthonormées

e _ 1 (v Oy
dij = dij (wr,1) = 3 <axj + 83:Z~>

Tenseur des taux de déformations :

d = d) (y,,1) eie;

> Interprétation (cf. chapitre II) :

1. Dans tout repere choisi, une composante diagonale de d;j, soit
di1, est I'allongement relatif par unité de temps d’'un segment
élémentaire de matiere qui, au temps t, est parallele a e :

_ (e _ oy ds(t + ot) — os(t)
du = diy (@x, 1) és(t)lgi—»() ds(t) ot

avec 0s(t') = ||as(t)|| (t <t/ <t + 6t)

2. Dans tout repere choisi, une composante non diagonale de d;;,
soit dig, est la moitié du rapprochement angulaire par unité
de temps de deux segments élémentaires de matiere qui, au
temps ¢, sont paralleles I'un a e, et autre a es :

— 4© _ iy 19912(t +01)
diz = dyy (2r, t) = zsltlino 2 ot

e Tenseurs d’ordre quelconque
Généralisation immédiate, par exemple en considérant récursivement
qu’a un champ tensoriel d’ordre (n + 1) est associé en chaque point
P et a chaque instant une transformation linéaire (locale) :

vecteur en P — tenseur d’ordre n en P

17



Changements de reperes pour un champ
tensoriel

e Invariance

— Pour tout changement entre deux reperes fizes ['un par rapport a
lautre, les composantes T;; d'un champ tensoriel T & un endroit et
a un instant déterminés se transforment suivant une loi telle que ce
tenseur lui-méme, en tant que transformation linéaire, soit invariant

— Si
T, = Ti(je) (m,t) dans le repére cartésien (O, ¢;)
T, = T;;d (x],,t) dans le repere cartésien (O’,¢})
alors
T 0 = T o+ )
Tz‘je) (Tn,t) = alcz‘alelizge) (amn (zn — bn), t)

pourvu que a;; et b; ne dépendent pas de t. En abrégé :

!

T, = appaj Ty
!

Tij = apia; Ty

et donc

'l
I = Tij €€ = Tij €€

e Objectivité

— Un champ tensoriel pour lequel la propriété d’invariance s’étend aux
changements de reperes quelconques ( éventuellement mobiles 'un par
rapport a lautre) est dit objectif

— Exemples de champs tensoriels objectifs : 0;;, d;;

— Exemples de champs tensoriels non objectifs :

> ?)_Z (gradient de vitesses)

o= L (v _ 0 -
> Wij = 5 (azj a@_) (taux de rotation)

18



Passage aux coordonnées cylindriques ou
sphériques pour un champ tensoriel

e Changement de coordonnées

— On utilise I'expression des (x;) en fonction de (r, 8, z) ou (r, ¢, 0) pour
effectuer le changement de coordonnées

e Nouvelles composantes

— Afin de tenir compte, dans le calcul des nouvelles composantes des
tenseurs, de la rotation des vecteurs de base, on utilise la matrice or-
thogonale des cosinus directeurs des vecteurs de la base locale (notés
e;) par rapport & ceux de la base cartésienne ¢; :

A= lay] = [e; - &
Ol\l (Q;) = (QT7297QZ) ou (QT7Q¢7Q9)

— Exemple (coordonnées sphériques) :

[07(“?) (T’ .d)v 9)7 t) . ] _ A [U§€1) (j:z (T) ¢7 9)5 t) AT
avec
singcosf singsinf cos¢o
A(r,¢,0) = |cospcosf cospsind —sing
—sinf cos 0
et

Z1(r,¢,0) = rsin ¢ cos
Zo(r, ¢,0) = rsin¢sin b
Z3(r,¢,0) =rcos¢
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Opérations tensorielles ponctuelles

e Produit tensoriel
—  Définition
Le produit tensoriel de 2 champs de vecteurs, par ex. u et v, est le
champ tensoriel d’ordre 2, noté uv, dont les composantes sont, dans
tout repere, les produits 2 a 2 des composantes de ces vecteurs :

(wv)ij = uiv;

— Caractere tensoriel (invariance)
Les composantes de uw se transforment, pour un changement de
reperes fizes I'un par rapport a l'autre, comme celles d'un tenseur
d’ordre 2 :

(uiv}) = aipag(upor)

— Extension : le produit tensoriel d’'un champ tensoriel d’ordre m par
un champ tensoriel d’ordre n est le champ tensoriel d’ordre (m + n)
dont les composantes sont dans tout repere les produits 2 a 2 des
composantes de ces tenseurs

e Contraction
— Définition
La contraction (ou trace) d’un champ tensoriel d’ordre 2, par ex. w,
est le champ scalaire (tenseur d’ordre 0), noté tr(w), égal dans tout
repere a la somme des composantes diagonales de ce tenseur :

tr(w) = wi; (i muet)

— Invariance
Le scalaire tr(w) conserve la méme valeur dans n’importe quel repére

fixe par rapport au premier :
[
W;; = Wig

si

/
Wi = ik Wi

20



— Extension
La contraction sur 2 indices choisis d’un champ tensoriel d’ordre (n+
2) est le champ tensoriel d’ordre n obtenu par sommation sur les
valeurs répétées de ces 2 indices
Exemple : pour un tenseur 1" d’ordre 3, la contraction sur le 1¢* et le
3me indice donne le vecteur (tenseur d’ordre 1) de composantes T};;
e Transposition
—  Définition
La transposition d'un champ tensoriel d’ordre 2, par ex. T, est le
champ tensoriel d’ordre 2, noté T’ T obtenu en transposant la matrice
représentative de ce tenseur dans tout repere :

(T")i; = Tji

— Caractere tensoriel (invariance)
Pour un changement de reperes fizes 'un par rapport a 'autre :

Tj; = airaji(Tix)

— Extension (immédiate) : transposition sur 2 indices choisis d’un champ
tensoriel d’ordre (n + 2)

— Concepts associés :

> Tenseur symétrique : un champ tensoriel d’ordre 2 est dit symé-
trique si, en tout point, a tout instant,
T=T17,

c.-a-d.
T;; = Tj; dans tout repere

> Tenseur antisymétrique : un champ tensoriel d’ordre 2 est dit
antisymétrique si, en tout point, a tout instant,

T=-7",

T;; = —Tj; dans tout repere

> Partie symétrique d'un tenseur 1" d’ordre 2 :

1
(T + IT) , de composantes 3 (Tij + Tjs)

21



> Partie antisymétriqgue d'un tenseur T' d’ordre 2 :
T 1
(T —T"), decomposantes 3 (Ti; — Tjs)

> Tout tenseur d’ordre 2 est la somme de sa partie symétrique et
de sa partie antisymétrique

— Généralisations :

> On peut définir les concepts de tenseur d’ordre quelconque comp-
letement symétrique (dont les composantes sont inchangées pour
toute permutation de 2 indices quelconques), et complétement
antisymétrique (dont les composantes sont opposées 2 a 2 pour
toute permutation de 2 indices quelconques)

> On considere fréquemment en élasticité des tenseurs d’ordre 4
(par exemple S) symétriques par rapport aux permutations des
indices 1 et 2, des indices 3 et 4, et des paires d’indices (1, 2) et
(3,4) :

Sijkt = Sjikt = Sijik = Skiij

( = Sjilk = Slkij = Sklji = Slkji par conséquent)

e Opérations tensorielles ponctuelles élémentaires

— Addition de deux champs tensoriels de méme ordre, multiplication
d’un champ tensoriel par un scalaire

— Ces opérations se font aisément composante par composante

e Composition d’opérations tensorielles ponctuelles

—  Produit scalaire de deux champs vectoriels u et v
U-V = UiV

(trace ou contraction du produit tensoriel de u et v)

— Produit d’un champ tensoriel 7' d’ordre 2 et d’un champ vectoriel u
(T u)i = Tijuy

(contraction sur les 2 derniers indices du produit tensoriel de T' et u)

22



e Coordonnées curvilignes orthogonales

— En coordonnées cylindriques ou sphériques, les opérations tensorielles
ponctuelles (produit tensoriel, contraction ...) s’effectuent exacte-
ment comme en coordonnées cartésiennes

— Exemple : contraction d’un tenseur 7' d’ordre 2 en coordonnées-
composantes cylindriques :

tI‘(I) =T + TGQ + T,

23



Tenseurs a composantes invariantes

e Tenseur identité (tenseur de substitution)

— Les ¢;; forment les composantes d'un méme tenseur d’ordre 2 dans
tout repere :
0ij = Qi Gy Opy

— Formule de substitution
Par exemple, pour un tenseur 7;; d’ordre 2, on a
0i; i1 = Tig,
0ij Tk = T
(substitution de i a j)

— N.B. :

e Pseudo-tenseur de permutation
— Définition du symbole €, :

> si (4,7, k) est une permutation paire de (1,2,3),
c.-a-d. si (i7j7 k) = (]-7 27 3)7 (27 37 1) ou (37 ]-7 2)7 alors

€ijk = 1

> si (4,7, k) est une permutation impaire de (1,2,3),
c.-a-d. si (i7j7 k) = (27 ]-7 3)7 (37 27 1) ou (17 37 2)7 alors

€ijk = —1
> dans tous les autres cas,
fijk =0
— Caractere pseudo-tensoriel : les €, forment les composantes dun

méme tenseur d’ordre 3 dans tout repere, pourvu que celui-ci ait la
méme orientation que le repere de départ :

€ijk = Q5] Qjm Qkn €lmn

pourvu que det(a;;) = +1
Physiquement, on se limitera a considérer des reperes dits d’orienta-
tion directe (orientés suivant les 3 premiers doigts de la main droite)
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e Propriétés de ¢;j;
— Le pseudo-tenseur ¢;;, est completement antisymétrique

€ijk = —€jik = €jki = —€kji = €kij = —E€ikj

— On a les relations

dit  Oim  Oin
eijk €lmn — 0' 6]' 6]' 5jn
Okl Okm  Okn

dik O

= ik 01 — 0i O,

€ijm €kim = 1!

Ojk  0;

€ikl €5kl = 2! |(5”‘ = 2(5@‘

Eijk €ijk =31=6

— A tout tenseur d’ordre 2 antisymétrique a est associé un et un seul
vecteur A tel que

A = ek ak;
Q5 =  —E€k Ay,
et donc
0 —As Ay
[aij] = A3 0 —A1
—Ay Ay 0

—  Produit vectoriel
Pour deux vecteurs quelconques u et v, on a

(u X v); = €KV

— Déterminant d’'un tenseur
Pour un tenseur d’ordre 2 quelconque 7', on définit
1
det(T) = 37 Eigk €imn Tt Tim Thn,

C’est donc un scalaire (indépendant du repere), qui vaut dans tout
repére le déterminant de la matrice des composantes du tenseur :

T T2 Tis
det(T) = | To1r Tro To3
T31 132 33

25



e Coordonnées cylindriques et sphériques

— En coordonnées curvilignes orthogonales, les symboles ¢;; et €;;; ont
la méme signification et le méme usage qu’en coordonnées cartésien-
nes orthonormées

— Exemples :

> composantes cylindriques
Opp =1, 092 =0, €p.=1, €p=0
> composantes sphériques

0pp =1, 60 =0, e€pp=1 eggr=—1
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Gradient en coordonnées cartésiennes
orthonormées

e Gradient d’un scalaire
—  Définition
Le gradient d’un champ scalaire s est le champ vectoriel Vs dont les
composantes sont dans tout repere cartésien orthonormé les dérivées
partielles spatiales de ce scalaire :

Os

— Caractére vectoriel (invariance)
Les composantes de Vs se transforment, pour un changement de
reperes fizes 'un par rapport a 'autre, comme celles d’un vecteur :

Os Os

— s
7 ij o
ox; 0z

ou, en détail,

ds'e) 9s(©)
8—352(36“) = ajj 8Tj(alk x) + by, t)

— Exemple d’application : loi de Fourier de la conduction thermique

> cas isotrope :
oT

== 61‘1

(K est le coefficient de conduction thermique)

> cas non-isotrope :

or
9 = _Kij%
J

(Kij; est le tenseur de conduction thermique)
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e Gradient d’un vecteur
— Définition
Le gradient d’'un champ vectoriel w est le champ tensoriel d’ordre
deux Yw dont les composantes sont dans tout repere cartésien or-
thonormé les dérivées partielles spatiales des composantes de ce vec-
teur :

0 ow;
(yw)zj = Ozs (wj) = 83:?

— Caractére vectoriel (invariance)
Les composantes de Yw se transforment, pour un changement de
reperes fizes 'un par rapport a I'autre, comme celles d’un tenseur
d’ordre 2 : ,
T a2
oz} U Oy,

ou, en détail,

8u/.(e) aw’(e)
a;( (xlna t) = Ak Gj] 8—{Il}]€(anm LB/n + bma t)

(2

— Exemple d’application
Le tenseur des taux de déformation est la partie symétrique du ten-
seur gradient de vitesses

ou
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Opérations composées avec le gradient en
coordonnées cartésiennes orthonormées

e Divergence
— Définitions
> La divergence V - w d’un champ vectoriel w est la trace de son

gradient :
8’11)2‘
V-w=
T o0x;
C’est un champ scalaire (invariant) :
wi _ ow),

> La divergence V-7 d’un champ tensoriel symétrique d’ordre 2 est
la contraction, sur I'un quelconque de ses indices, de son gradient :

ﬁTﬂ

(y ) - al'j

||lﬂ

C’est un champ vectoriel (invariant) :

aTilk Ty
oz = Qij
T oxy

— Théoréme de la divergence (ou de Green)
Pour tout volume V, de frontiere 0V de normale unitaire sortante n,

/ winids = [ 2% gy
oV v 0x;

5‘T]Z
/6 Tjin; dS = / ax]

¢ Rotationnel
—  Définition
Le rotationnel V x w d’un champ vectoriel w est la double contrac-
tion du produit tensoriel du pseudo-tenseur de permutation par le
gradient de ce vecteur :
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C’est un champ vectoriel (invariant) :

ow, Owp,

€ikl
ox!
k

= Qjj€jmn o
m

— Exemple d’application en mécanique des fluides
> Le vecteur tourbillon 2 Q est le rotationnel du champ de vitesses :

20=V xv
ou 5
. Vi
200 = €ijrm—
ejkf)xj

> Le wvecteur taux de rotation (_2 est la moitié du vecteur tourbillon

> Le tenseur taur de rotation w est la partie antisymétrique du
gradient de vitesse transposé :

ou

On a les relations réciproques

wij = —€ik

Q= ek

> Interprétation (cf. chapitre II)

Dans tout repere choisi, le vecteur taux de rotation a un endroit
P et a un certain instant donne la direction et la vitesse angulaire
de rotation instantanée d’un élément infinitésimal de matiére en
ce point & cet instant
Pour tout ) voisin de P, la partie rotative autour de P de la
vitesse en () est

w-de=Q x dz

(effet sur dz de la transformation linéaire représentée par w)

— Théoréme de Stokes
Pour tout champ vectoriel w et pour toute surface S de normale
sortante n, délimitée par une ligne fermée C orientée dans le sens
direct par rapport a n,

6wk
idry = | €jpm—nidS
/Cw z /Se]kaxjn

/Cw-d_=/s(3><w)'ﬂd5
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Opérateurs V et A en coordonnées
cartésiennes orthonormées

e Opérateur V (nabla)

— Définition : c’est I'opérateur défini en coordonnées cartésiennes or-
thonormées par

\Y

=¢ 1 muet
=17 amz ( )

— Applications : on opére comme si V était un vecteur et on développe

> Gradient d’un scalaire

0 Os
Vs = <Qi 8—902> (s) = a—xiﬁi

(les composantes sont donc bien %)
7

> Gradient d’un vecteur

0 ow;
Yu = (@z a—xz> (ejwj) = axj eie;

(les composantes sont donc bien %ﬂ)
T

> Divergence d’un vecteur

€ 5 € -

(formule correcte)

> Rotationnel d’un vecteur

(formule correcte)
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e Laplacien (opérateur A)

— Définition : c’est P'opérateur défini em coordonnées cartésiennes or-
thonormées par
0? 0?

= — (i muet)

A= 0x;0x; aZE?

et donc, formellement,

A=V-V

Le laplacien s’applique aux champs scalaires, vectoriels, tensoriels
d’ordre quelconque, et donne un tenseur de méme ordre

— Exemples

> Laplacien d’un scalaire s

?s
As = 8—5622 (7 muet)
— V. (Us)

C’est la divergence du gradient de ce scalaire

> Laplacien d’'un vecteur w

200
(Aw), = 6_11;2 (¢ libre, j muet)
Ox5
et
Aw =YV - (Yw)

C’est la divergence du gradient de ce vecteur. C’est aussi le gra-
dient de la divergence de ce vecteur moins le double rotationnel
de ce vecteur :

Aw =V (V- -w) -V x(V xw)

Pui _ 0 (0w 0 [ ou,
or?  x; Ox;j ik Ox; ktm oxy

J

ou
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Gradient en coordonnées curvilignes
orthogonales

e Principe

— A cause de la dépendance des vecteurs de base locale par rapport a la
position, les opérations impliquant des dérivations spatiales se font
par des formules différentes en coordonnées cylindriques et sphériques
et en coordonnées cartésiennes orthonormées

— Les formules sont dérivées de facon a ce que les tenseurs ainsi obte-
nus soient invariants (c.-a-d. représentent les mémes tenseurs qu’en
coordonnées cartésiennes)

— L’expression de 1'opérateur nabla (V) en coordonnées curvilignes et
la différentiation des vecteurs de base locale permettent de trouver
les formules cherchées

e Technique de calcul
— Expression de 'opérateur V

> En coordonnées-composantes cylindriques :

. 0. .10 9
__Qrﬁr Qer@Q QZ@Z

> En coordonnées-composantes sphériques :

V=c¢ £+e 13—l—e L 90
T S 0¢ =0 rsin ¢ 06
— Différentiation de la base locale

> En coordonnées-composantes cylindriques :

de, = eq df
ngZ_Qrde
de, =0
et donc s 5 P
e K k] N0 0
o s | — |9 _e. 0
o 90 Oz = = =
oe, oe, 0e. 0O 0 o0
or 00 0z g h B
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> En coordonnées-composantes sphériques :

de, = ey de + sin ¢ eg d
dey = —e, dp + cos peg d
deg = — (singe, +cospey) df

et donc

oe, o€, o€, .
or 96 00 0 ey sin ¢ eg

%o 0o o] _ 1o _¢ cosge

o 9 9 = b =0

069 0€o 0O€s 0 O — (singe cosoe
o 06 00 e (sinper +cosdey)

e Gradient

— Gradient d’un scalaire

> Coordonnées-composantes cylindriques :

) 19 )
ys:< —+Qe——+§z_> (s)

& o 00 0z
_ 08, 10 Os
T T 00 T4 s

Les composantes sont donc

95 105 05
or’'r 00’ 9z

> Coordonnées-composantes sphériques :

Vs = 24‘ 124_ ;g ()
YET\& g T9 oler Qersinqﬁ@@ s
0s 1 0s 1 0Os

:QTE+Q¢;8_¢+QGM%

Les composantes sont donc

9 105 1 oo
or’r 0¢’ rsing 00
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— Gradient d’un vecteur
> Coordonnées-composantes cylindriques :

Vw = £+ }§+ 2( + + )
VYW = | €r or QQT’ 20 €z 92 Wy €r T WY €Y T Wy €z

Owy Owy ow,
= p) erer + W ereg + P Er€z
1 ow, Wy 1 Jwy Wy 1 Ow,
+ (r 90 r ) eger + <7“ 20 + egeg + 20 €€z
8wr ow Gwz
+ g €er + 9 €.9 + €€,
Par conséquent,
Jwy 0 ow,
e 19 g 19 o 1 8;;
(Yw)y, (Nw)gy (Yw)y.| = |; 5”% — w1 L%e we 10w,
(yw)zr (YM)ZG (Yw)zz é;l; % 51;

> Coordonnées-composantes sphériques :

0 10 1 15)
Vw = (e o +eg— e (wy e + Wy €4 + Wy €g)

or 8_¢+ grsinqb%
8wr 8’LU¢ 6w9
= WQTQT'{'WQTQQS‘}‘WQTQG
+<18wr—%> e +<1%+%> ese —i—l%e e
r 0¢ r ) 2O r O0¢ r ) STy foler =o=0

n 1 8wr_% coen + 1 8w¢_ wg e
rsing 00 r ) 0Er rsing 060 rtan ¢ =6%¢

1 ow w w
+( Lt AT )gego

rsincbW r rtan ¢

Par conséquent,

(Yw)rr (yw)wd) (Yw)ré’
(Yl_U)w (yw)qbqb (Yw)¢9
(Yw)g, (21—0)% (Yw)gy
dwy. Owg dwy
or or or
19w, _ Yo 19wy | wy 1 dwg
r 0¢ T r 0¢ T r 0¢
1 dw, _ wy 1 0wy  wy 1 %+M+ We
rsing 00 T rsing 060 rtan¢g rsin¢g 00 T rtan ¢
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Opérations composées en coordonnées
curvilignes orthogonales

e Divergence d’un vecteur
La divergence d’un vecteur w est la trace de son gradient

— En coordonnées-composantes cylindriques :

Gwr+1w +1%+8wz
or ro o 00 0z

— En coordonnées-composantes sphériques :

dw, 2 19 1 1 9
o T -0 e

Y-us= or r r 0¢ rtan¢w¢+rsin¢w

e Divergence d’un tenseur
La divergence d'un tenseur symétrique 7' est la contraction, sur n’importe
lequel de ses indices, de son gradient

— Fn coordonnées-composantes cylindriques :

o 8Trr laTer + aTzr Tr?" - T09

CTY =
(V- 1), or r 00 0z r
g  10Tpe  OT.g  Tor +Trg
LT, — -
(V-T)y or r 00 0z T

) _ T, + 10Ty, oT, + T,
2 or r 00 0z r

(

(S
1~

— En coordonnées-composantes sphériques :

Ty, 16T¢T 1 9Ty, n 2T, — T¢¢ — Thy + Tqbr cot ¢

(¥-1), = or r 0¢ rsing 00 r
_ 8TT¢ 1 8T¢¢ 1 6T9¢ 2T + Ty + (T¢¢ — Tyg) cot ¢
(¥ Z)¢_ or +; d¢ rsing 00 + r
T 1 8T¢9 1 OTyy 2T+ Ty + (T¢9 + T9¢) cot ¢
(V- -T)y = + - :
or r O0¢ rsing 00 r
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e Rotationnel d’un vecteur

— Le rotationnel V x w d’un champ vectoriel w vaut, en coordonnées-
composantes cylindriques,

10w, Ows
Vwh =10 ~ o
ow, Ow,
(Vo w)y = 9z  or
_Owg  wy 10w,
Nxw). =~ o8

— En coordonnées-composantes sphériques :

- 1 dwy We 1 8w¢
(V¥ xw), = r 0¢ +rtanq§ rsing 00
1 r
(¥ x w)y = ow _811)9_%

rsing 00 or r

 Owy  wg 10w,
M=+ =759

e Laplacien d’un scalaire

— Le laplacien As =V - (Vs) vaut, en coordonnées cylindriques,

o Po 100 1P O
8_87“2 ror  r2002  0z2

— Le laplacien As =V - (Vs) vaut, en coordonnées sphériques,

d%s 2 % 1 9% 1 0s 1 0%s

As = or? + ror +T_2@ + r2 tan ¢ O¢ * r2 sin? ¢ 962
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e Laplacien d’un vecteur

— Le laplacien Aw =V (V- w) — V x (V X w) d’un champ vectoriel w
vaut, en coordonnées-composantes cylindriques,

wy 2 Owy
(AUJ)T = Awr 5 T_QW

2 Oow, w
(Aw)o = Awo+ 5550~ =
(Aw). = Aw,

ou Aw,, Awy, Aw, désignent les laplaciens scalaires formels de w,,
wy, Wy
s 10s 10%s 0%

Asg—=2° 29 292
5 8r2+r8r+r2802+822

— Le laplacien Aw =V (V- w) — V x (V x w) d’'un champ vectoriel w
vaut, en coordonnées-composantes sphériques,

B wy 2 dwg 2wy 2 Owyg

(Aw); = Aw, —2 2 12 0¢  r2tan¢ r2sing 00
2 dw, we 2cos ¢ Owy

A =A ) - -

(Aw)y we + r2 ¢  r2sin®¢ r2sin®¢ 00

(Aw)s = Auwp + 2 0w, = 2cosd Owg Wo

r2sing 90 ' r2sin?¢ 00  r2sin’¢
ol Aw,, Awg, Awy désignent les laplaciens scalaires formels de w;.,

We, Wy :

9%s  20s 1 9% 1 0s 1 0%s

A= et T 00 T a0 0e | s g 002
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Intégration en coordonnées curvilignes
orthogonales

e Intégrales de volume

— L’élément de volume dV vaut

dV =rdrdfdz en coordonnées cylindriques

dV =r?singdrdpdd  en coordonnées sphériques

— FEn coordonnées-composantes curvilignes, on ne peut pas effectuer
les intégrales de volume vectorielles (ou tensorielles) composante par
composante, car les vecteurs (tenseurs) de base locale ne peuvent
pas etre sortis des intégrales. 11 faut donc travailler en composantes
cartésiennes et coordonnées curvilignes

e Intégrales de ligne

— L’élément de longueur vectoriel dz vaut

dr =epdr +regpdf + e.dz en coordonnées cylindriques

dx = e, dr +reydd +r sing ey db en coordonnées sphériques

e Intégrales de surface

— L’élément d’aire dS multiplié par la normale unitaire sortante a la
facette n vaut

> en coordonnées-composantes cylindriques :

ndS =e,rdfdz pour une facette de normale sortante e,
= epdrdz pour une facette de normale sortante ey

=e,rdrdf pour une facette de normale sortante e,

> en coordonnées-composantes sphériques :

ndS = e, r? singpd¢pdf pour une facette de normale sortante e,
= ey singdr df  pour une facette de normale sortante ey

=egrdrdeo pour une facette de normale sortante ey
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Moments

e Définition
— Soit une grandeur vectorielle extensive calculée par intégration, sur

un volume V', de sa densité (par exemple w par unité de masse, et
donc pw par unité de volume)

> La densité de moment de cette grandeur par rapport a l’origine
O du repeére est le vecteur

TXpw

Ce vecteur forme avec z et w un triedre d’orientation directe, et
sa norme est le produit de la norme de pw par le ”"bras de levier”
OP* correspondant

> Alors, le moment de cette grandeur vectorielle par rapport a O
est également une grandeur extensive, obtenue par intégration sur
Vdexxpw

— De meéme, soit une "action” wectorielle exercée a la frontiére de V
et mesurée par intégration sur OV d’une densité vectorielle (par ex.
p(n), qui représente la densité de cette action vectorielle par unité
d’aire, sur une facette de normale sortante n)

> Alors, le moment de cette action vectorielle par rapport a O est
une ”action” sur la frontiere de V' obtenue par intégration sur 0V
de z x p(n)
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e Exemples

— Moment par rapport a O de la quantité de mouvement d’un volume

V.
./M(t):/a_:xpydv
\4

ou, par composantes,
M(t) = / €ijk Tj PV dVv
1%
— Moment par rapport a O des forces a distances exercées sur V :

MU0 = [ 2 xpgdv

ou, par composantes,
M(t) = / €ijk Tj p g AV
1%

— Moment par rapport a O des forces de contact exercées sur OV :

Me(t) = /Wa_c < 7(n) dS

ou, par composantes,
ME(t) :/ €ijk Tj Tk(n) dS
oV

= / €ijk L5 O1ETY ds
oV
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Chapitre 2

Cinématique
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Représentation lagrangienne du
mouvement

e Définitions

— Point matériel, configurations

> Un point matériel est défini par le mouvement d’un petit volu-
me représentatif de matiere, c.-a-d. qu’il se déplace a la wvitesse
Macroscopique vi(e) (xj,1)

> Une ligne matérielle, une surface matérielle ou un volume matériel
sont formés par un ensemble de points matériels formant une
ligne, une surface ou un volume de matiere en mouvement

> Un corps en mouvement occupe des configurations successives
R(t), chacune formée par I’ensemble des positions macroscopiques
de ses points matériels a un instant ¢

— Configuration et coordonnées de référence

> Une configuration de référence Ry est une image virtuelle (fictive)
figée d’un corps, a laquelle on va se référer pour désigner ses
différents points matériels

> La position de référence d’un point matériel déterminé est carac-
térisée par ses coordonnées de référence (ou lagrangiennes) X 4.
Le systeme de coordonnées de référence est indépendant du repere
utilisé pour décrire le mouvement et les champs (ils n’ont pas de
rapport a priori)

e Description lagrangienne du mouvement
— Relations de base

> Le mouvement d’un corps est entierement décrit par trois rela-
tions
l
T; = xg )(XA,t)

Celles-ci donnent la position z; au temps ¢t du point matériel de
coordonnées de référence (lagrangiennes) X 4

> En faisant varier ¢, pour X 4 fixé, le point de coordonnées x; décrit
la trajectoire du point matériel. En faisant varier X 4 dans Ry,
pour t fixé, le point de coordonnées x; balaie R(t)
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> Les relations réciproques
_ y(e
Xa= XA (xj’ t)
sont supposées définies de maniere unique

— Intégration des relations de base

> Partant d’une représentation eulérienne des vitesses
Vi = Uzge)(xﬁ t)
on considere le probleme de Cauchy

dZio(t) e)/
=0 (@0(0),1)

et Zio(to) = Zio

pour un temps initial (ty) et une position initiale (x;) donnés
> La solution de ce probleme
x; = Ti0(xj0,1)

donne une représentation lagrangienne du mouvement, la confi-
guration de référence étant la confirmation au temps tg :

Ry = R(to)

> Le passage a une autre configuration de référence R (arbitraire)
est immédiat par les relations

Ti0 = 279(Xa)

qui lient biunivoquement les coordonnées de référence X 4 et les
coordonnées x;o au temps %g.
Des lors, par composition :

x; = :cil)(XA,t)
= Zio(z]o(Xa),1)
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Représentation lagrangienne des champs

e Définition

— A partir de 'expression (ou la représentation) eulérienne d’un champ
quelconque (scalaire, vectoriel, tensoriel)

5 = s(e)(wi,t)

la représentation lagrangienne de ce champ se définit par expression
de ce champ en fonction des coordonnées lagrangiennes et du temps :

s=sV(Xa,t)

— On trouve par composition
sO(Xa,1) = s (@ (X4, ), 1)
et réciproquement

s (4, t) = sO(X Y (4, ), 1)

e Vitesses
Les composantes lagrangiennes du champ de vitesses sont

o (Xa,t) = o @ (X a,t),8)

7

Réciproquement,
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Trajectoires, lignes de courant, lignes
d’émission

e Trajectoires

— Définition
La trajectoire d’un point matériel est I’ensemble des positions qu’il
occupe dans son mouvement

— Calcul

> En représentation lagrangienne :

Ty = x(l) (XA7 t)

i
pour X4 donnés

> En représentation eulérienne : résolution du probleme de Cauchy
dz; .
d_tl - vz(e)(xﬁt)
et &; = x;9 pourt =ty

pour trouver la trajectoire x; = &;(t) passant par x;¢ en tg

e Lignes de courant

— Définition
Une ligne de courant est 'une des enveloppes du champ de vitesses
a un instant déterminé

— Calcul en représentation eulérienne
On résoud le probleme de Cauchy
dz; (e) /A
dr = (ﬂfj, t)
et ; =x;9 pour T =t

pour trouver la ligne de courant x; = Z;(7) passant par x;o en t. La
variable indépendante est 7
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— Interprétation
On fait comme si le champ de vitesses était stationnaire, c.-a-d. qu’on
définit, pour tous les instants 7, un champ de vitesses fictif égal au
champ de vitesses réel au temps particulier ¢ :

Vi (x5, 7) = 0\ (2, 1)

Ensuite, les lignes de courant sont les trajectoires associées a ce
champ de vitesses fictif

e Lignes d’émission

— Définition
Une ligne d’émission est la ligne générée par émission continue de
points matériels a partir d’une position donnée de I’espace

— Calcul en représentation lagrangienne
La ligne d’émission émise depuis le point fixe x;¢ & partir du temps
top a pour équation au temps t > tg :

Xi = 'Tgl) (XA7 t)

pour tous les X 4 tels que, pour un certain temps d’émission 7 compris
entre tg et t,

Ti0 = :ZJZ(Z)(XA, T)

Donc, au temps ¢ :

2 = 2\(X(2j0,7), 1)

i
pour toutes les valeurs du parametre T telles que

to<T<t

e Propriété

— Dans un probleme stationnaire, les trajectoires, lignes de courant et
lignes d’émission sont confondues

— NB : un probleme est stationnaire pour un certain repére quand la
représentation eulérienne de toutes les grandeurs physiques dans ce
repéere est indépendante du temps
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Dérivée matérielle

e Définition
Dans un certain repere, la dérivée matérielle d’une grandeur physique
(scalaire, vectorielle, tensorielle) est la variation de cette propriété par
rapport au temps pour un observateur qui accompagne le mouvement du
point matériel pour lequel cette propriété est mesurée

e Calcul pour un scalaire
— En représentation lagrangienne

> Soit une grandeur scalaire
s =sD(Xa,t)

La dérivée matérielle g—i de s s’obtient par dérivation partielle de
cette grandeur par rapport au temps :

Ds  9s¥)
Dt~ o KA
Hs®
= ;t (en abrégé)
> La méme formule est utilisée pour un scalaire en coordonnées

curvilignes

— En représentation eulérienne

> Soit un scalaire
s = s (2, 1)

La dérivée matérielle g—j de s s’obtient en reliant ses expressions

eulérienne et lagrangienne
sO(Xa,0) = s (Xa,0), 1)
et, en procédant par composition de dérivées :

Ds  9s© e) ds®)

Ze Y ( . g .
Dt o (zj, t) v (z5,t) + ot (z5,t)
9s(e) ©) 9s(®) o
= ot +v; oz, (en abrégé)

(e)
B 3gt (v- V)s®
Js , .
= a5 +uv-Vs (contexte eulérien)

48



> Pour passer en coordonnées curvilignes, il suffit de prendre la
formule appropriée de 'opérateur V

o Extension au cas d’un vecteur ou d’un tenseur
— Principe
> La dérivée matérielle d’un vecteur ou d’un tenseur d’ordre quel-
conque s’obtient en coordonnées-composantes cartésiennes de la
méme fagon que pour un scalaire (en appliquant les formules com-
posante par composante). En effet, les e; sont constants dans le
repéere choisi

> Ainsi, pour 'accélération a :

D’Ui 81}(1) .
4 = - = 8;5 (en lagrangien)
) (6) . b (6)
= glt + vj(- ) ;;33 (en eulérien)

— Coordonnées-composantes curvilignes
> Il faut tenir compte de la dépendance des vecteurs de base locale
par rapport a la position, ce qui se fait par usage de I’opérateur V.

> Par exemple, en représentation eulérienne, on trouve pour I'ac-
célération

Dv ov v

E = E +v- Vv

Par conséquent, le développement des composantes du tenseur

Vv donne, en coordonnées-composantes cylindriques,

Q:

“ —aUTJrv OUTjL%@vriv_ngv ov,
"ot " or r 00 T * 0z
_ Ovg Ovg  vgOvyg vy, Ovg

W= P T e T T
_ O, O v Ov: OV

T T ar T a0 T e

et, en coordonnées-composantes sphériques,

ovy. Ov, vy Ovy Ui vg Ovy Ug

- ot + U or +78—¢_7 Tsinqﬁm r
Ovg Ovg vy O0vy Vg Uy vg Ovg Ug

ad)zﬁ—’_vrﬁ r dp 1 rsing 80 rtane
Ovg Ovg vy Ovg vg Ovg vy vy Vg Vg

or r O0¢p Tsinqﬁ% r rtan ¢

ay
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Théoréme du transport (Reynolds)

e Position du probléeme

— Soit une grandeur physique extensive, par exemple scalaire, Z(t) cal-
culée par intégration de sa densité volumique f () (z,t) ou massique
g'9) (z;,t) sur le volume matériel V(t) :

1) = [ OV = [ p it gt av
V(t) V(b)
= fav :/ pgdV  (en abrégé)
V(t) V(b)

— On veut calculer
dZ(t)

dt

e Cas scalaire

— Enoncés

of /
3) —~ = —dV + v-ndS
) dt /V(t) ot oV (1) d

dZ(t) / Dg
4) ——= = —dV

— Commentaire :
Les formules précédentes sont utilisables aussi bien en coordonnées
cartésiennes orthonormées qu’en coordonnées cylindriques ou sphé-
riques, mais elles se développent différemment suivant le cas. Par
exemple,
ov;
8L17i

en coordonnées-composantes cartésiennes orthonormées seulement

V.-v=
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e Cas vectoriel ou tensoriel

— Les formules précédentes s’étendent immédiatement au cas d’une
grandeur extensive vectorielle ou tensorielle.

Exemple :
D
4 de:/ <w fwV- _)dV

— Calcul pratique

> En coordonnées cartésiennes orthonormées, la formule peut étre
appliquée composante par composante :

d / (Dwi Ovj >
— [ widvV = +w av
dt V(t) V(t) Dt 890]

> En coordonnées cylindriques ou sphériques, les vecteurs de base
locale dépendent de la position et ne peuvent pas étre sortis des
intégrales. On peut alors travailler en coordonnées curvilignes et
composantes cartésiennes

e Interprétation

— Formule 1)

> On considere les intégrales comme des limites de sommes de pro-

duits :
fdV =lim fr6Vk
o 2

ou fx est la valeur de f en un point matériel de coordonnées
: K .
lagrangiennes X} :

fre = FOXE )

tandis que Vi est un "petit” volume matériel centré en ce point
matériel :

SVi = Vi (t)

> Par dérivation temporelle et passage a la limite, on trouve

dt/ fdv = / < dV+f—(dV())>

51



> Par comparaison avec la formule 1), il vient :

D
Di (@v(t) = (Y -uv) dv(t)

et la divergence du champ de vitesse V - v est [’accroissement
relatif par unité de temps d’'un volume matériel élémentaire dV (t)

— Formule 3)

> On observe que

/ 2 av

est la variation par rapport au temps de l'intégrale de la densité
f sur le volume fizé a sa valeur au temps ¢ (c.-a-d. qu’on dérive
sous le signe d’intégration comme si V' (¢) ne dépendait pas de t)

> D’autre part,

/ fv-ndS
v (t)

est le flux a travers OV (t) de la grandeur extensive de densité f
(compté positivement pour un flux sortant)

— Formule 4)

> Considérant de nouveau les intégrales comme des limites de som-
mes de produits :

/ pgdV =1m  gx (px Vi)
V(t) K

on trouve par dérivation temporelle et passage a la limite :

d Dy D
— png:/ (—pdV—i—g— pdV(t >

> Par comparaison avec la formule 4), il vient :

2 (pavi(#) =0

et la masse pdV (t) d'un volume matériel élémentaire dV (t) est
invariable dans le temps (chapitre III)
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Dérivées convectives

e Position du probleme
La dérivée matérielle d’un champ vectoriel ou tensoriel objectif n’est pas
nécessairement objective. Lorsque cette propriété est requise (comme en
rhéologie), d’autres opérateurs de dérivation sont introduits

e Définitions

— La dérivée convective supérieure d’'un champ vectoriel w est

+ (Vo) -w

— On peut définir par des formules similaires les dérivées convectives
supérieures et inférieures de champs tensoriels quelconques

e Propriété
Les dérivées convectives supérieures et inférieures d’'un champ vectoriel
ou tensoriel objectif sont objectives
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Gradient de déformation

e Définition

— Partant d’une représentation lagrangienne du mouvement
I
T; = xg )(XA,t)
le tenseur des gradients de déformation est défini par

oz
FiA = FZ(lA)(XBat) = a)(zA(XBat)

— L’un des indices (i) de F;4 se rapporte a la configuration réelle
R(t), tandis que lautre indice (A) se rapporte a la configuration
de référence R

e Interprétation

— Un segment matériel infinitésimal “virtuel” dX 4, issu du point X4
dans la configuration de référence Rg, se transforme au temps ¢ en
un segment infinitésimal “réel” dz;, issu du point (z;) dans R(t) avec
x; = xz(l) (X 4,t), suivant la loi linéaire

dr; = F;2(XB,t)dX 4

54



Décomposition polaire

e Théoréme
— Premier énoncé

> Pour tout point matériel (X4), a tout instant ¢, le gradient de
déformation se décompose de facon unique en le produit d’un
tenseur orthogonal R par un tenseur symétrique défini positif U :

F(Xe.t) = R (Xe ) Uy (Xe.t)
> En abrégé :
Fia = RipUpa
avec

Ria Rip = dap (orthogonalité)

Ris Rja = 6;; (orthogonalité)

Uap =Upa (symétrie)

Vas #0, aaUspap >0 (définie positivité)

> On écrit aussi

F=R-U
avec
R - R=1
R-R' =1
u=u"
Va#0, a-U-a>0

— Second énoncé

> Le gradient de déformation se décompose de maniére unique en le
produit d'un tenseur symétrique défini positif V par un tenseur
orthogonal R (le méme que précédemment)

> En abrégé :
Fia=Vij Rja
ou

r=v-R

avec
Vij = Vji  (symétrie)
Va; #0, a; Vija; >0 (définie positivité)
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e Interprétation
—  Transformation

> Soit, dans un certain systeme d’azes communs a Ry et R, une
transformation affine (homogene) entre ces deux configurations :

xT; = Lij X j + bi
ou les L;; et b; sont constants

> Un second point (Y;) de Ry se transforme dans R suivant la loi
yi = Lij Y; + b;
> Par différence,
(yi — i) = Lij(Y; = Xj)

et les wvecteurs matériels (Y; — X;) de Ry sont transformés en
vecteurs (y; — ;) de R par la transformation linéaire de matrice

[Lij]

— Transformation orthogonale

> Si la transformation linéaire, et donc la matrice [L;;], sont ortho-
gonales, le produit scalaire de toute paire de vecteurs matériels

S=Y;,- X)) (Zi — X3)
est conservé par la transformation :

s = (yi — ;) (2 — ;)
= Lij Lig (Y; = X;) (Zk — Xi)
=5

> La distance entre (X;) et (Y;) est donc conservée :
(Y; = Xi)* = (yi — 21)°

> L’angle entre les vecteurs (Y; — X;) et (Z; — X;) est également
conservé, puisque son cosinus vaut
Yi— Xi)(Zi = Xi) (g — i) (zi — @)
1Y; = X112k — Xell - [ly; — 51z — @

> Lorsque le déterminant de [L;;] est positif (c.-a-d. lorsqu’il vaut
+1, puisque cette matrice est orthogonale), 1’orientation de tout
triplet de vecteurs est aussi conservée
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> Une transformation linéaire homogene orthogonale de détermi-
nant positif correspond donc & une rotation de tous les vecteurs
matériels autour du point matériel considéré, superposée a la
translation de Ry & R qui ameéne (X;) en (z;)

— Transformation symétrique définie positive

> Si la transformation linéaire, et donc la matrice [L;;], sont symé-
triques définies positives, elles ont trois vecteurs propres ortho-
normés ¢, et trois valeurs propres réelles \; strictement positives

> Passant & la base e}, la transformation linéaire prend alors une
forme diagonale :

MO0
[Li]=1]0 X 0
0 0 A

> Un vecteur matériel 65 e}, issu de (X/) et parallele & ¢/, se trans-
forme en un vecteur matériel issu de () qui lui est paralléle :

(AidS) € (sans sommation)

> Une transformation homogene symétrique définie positive corres-
pond donc a une déformation pure de tous les vecteurs matériels
autour du point matériel considéré, superposée a la translation
de Ry a R qui applique (X;) sur (z;)

— Conclusion

> On combine les résultats précédents avec le théoreme de décom-
position polaire : la transformation d’'un wvoisinage infinitésimal
de X 4 dans Ry en un voisinage infinitésimal de z; = xz(»l) (Xa,t)
dans R(t) est, localement, la composition d’une déformation pure
Uap suivie d'une rotation R;4, ou également la composition de
la rotation R;4 suivie de la déformation pure V;;

> NB : pour arriver & ce résultat, il faut supposer que le tenseur
F;4 a un déterminant positif, c.-a-d. que 1'orientation des axes
est la méme dans R et R(t). En pratique, c’est toujours le cas
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Tenseurs de déformation

e Introduction
— Point de départ

> Soit (X 4) les coordonnées lagrangiennes d’un point matériel, et

T; = Y (Xa,t)

i
ses coordonnées eulériennes au temps t

> Un vecteur élémentaire (dX 4) dans Ry, issu de (X4) et de lon-
gueur dS, se transforme dans R(t) en un vecteur élémentaire
(dz;), issu de (z;) et de longueur ds, suivant la loi locale

da; = FO(Xp,t)dX 4

2

> Un second vecteur élémentaire (dY4) issu du méme point se trans-
forme en un vecteur (dy;) suivant la méme loi

—  Objectif

> On veut calculer la différence (dz;dy; — dXadYa) des produits
scalaires de ces vecteurs résultant de cette transformation

> En particulier, on veut calculer la différence (d52 —dSz) des
carrés longueurs d’'un vecteur élémentaire résultant de la trans-
formation

> Il s’agit d’effets de déformation locale, car la rotation locale R;»
n’a aucun effet sur ces grandeurs

e Calculs

— On trouve
dr;dy; —dXadYy = (Fia Fip — 0aB) dXadYp
— (0~ Fx! Fy)) duidy
ou F;il est I'inverse du tenseur Fj4, avec
FiaFy} =6

Fy Fip =0ap
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— On définit
> le tenseur de déformation de Lagrange Eap :

2Fsp = Fia Fip — 0B

=UacUcp —dap (par décomposition polaire)
> le tenseur de déformation d’Euler e;; :

2ei; =0ij — Fyj Fyj

= 0jj — Vlgl Vk;1 (par décomposition polaire)

e Conclusions

— Mesures de déformation
> Variation de Ry & R(t) du produit scalaire de deux vecteurs élé-
mentaires :
dib‘i dyi — dXA dYA = 2EAB dXAdYB
=2 €ij d$l dyj

> Variation de R & R(t) du carré de la longueur d’'un vecteur élé-
mentaire :

ds®> —dS? =2FE pdX4dXp

=2 €ij dl‘i da;j

— Les tenseurs de Lagrange et d’Euler permettent donc, comme les ten-
seurs Uyp et Vj; (auxquels ils sont biunivoquement liés), de mesurer
la déformation locale de Ry a R(t)

Suivant la nécessité, on travaille avec les vecteurs dX 4, dYy. . .(dans
Ro) ou dx;, dy;...(dans R(t))
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Petits déplacements

e Vecteur déplacement

— 11 faut que les azes pour les configurations R et R(t) soient com-
muns. Le méme type d’indices (i,7...) est alors utilisé pour les co-
ordonnées eulériennes (z;) et lagrangiennes (X;)

— En coordonnées-composantes cartésiennes, le vecteur déplacement
(de Rp & R(t)) est la différence

ulle—XZ

En représentations lagrangienne et eulérienne, il s’écrit respective-

ment
ugl) (Xj> t) = xgl) (Xj> t) - X;

uz(e) (xj7 t) =z — X'(E) (xjﬂ t)

7

e Position du probléme

— Soit, pour Ry donné, une famille de champs de déplacements (et
donc d’histoires du mouvement) dépendant d’un parametre petit € :

uje = O(e L) = O(e)

On fait la méme supposition pour toutes les dérivées partielles suc-
cessives du déplacement :

3u(l)

G—Xj = O(e)

— Le probléme effectif qu’on considére correspond a une valeur parti-
culiére (€) suffisamment petite de € (0 < € < 1). On note

U = Uje

)
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e Propriétés des petits déplacements

— Les représentations lagrangienne et eulérienne de tous les champs
sont confondues
Par exemple, pour un champ scalaire s,

s (s, t) = 5Oy, 1)

(remplacement direct de X; par x;, et vice-versa)

— Les dérivées partielles spatiales de tous les champs s’effectuent in-
différemment par rapport aux coordonnées lagrangiennes et eulérien-
nes
Par exemple, pour x; = xl(l) (X, 1),

ds(®) ds)
Bz, Wi t) = 8—)(2'(Xj’t)
ou, en abrégé,
ds  0Os
axi N 8Xz

— Les dérivées matérielles de tous les champs sont confondues avec
leurs dérivées temporelles eulériennes :

Ds(®) ds'e)
Tpr et = Ty et
ou, en abrégé,
Ds _ s
Dt ot

En particulier, la dérivée temporelle eulérienne du déplacement est
le champ de vitesses :

Du:
v = (en général)
Dt
O
= 81? (petits déplacements)

61



Déformations et rotations infinitésimales

e Définitions (petits déplacements seulement)

— Tenseur des déformations infinitésimales :
1 8uz an
€j = = +
2 al’j 8561
— Tenseur et vecteur des rotations infinitésimales :

o 1 auz _ 8’&]'
ww - 2 81‘j 8901

et
0 1 Ouy,
. JUE
% 2 ijk aiL‘j
avec
wij = —€ijk
1
4 = 5 €iji W

e Interprétation

— Dans le repere considéré, une composante diagonale de €;;, soit €11,
est allongement relatif d’un segment élémentaire de matiere qui,
dans Ry, est parallele a e; :

lim ds(t) — 68

1 =i (o, 1) = 5550 68

avec 0s(t) = [|0s(t)]|

— Dans le repere considéré, une composante non diagonale de €;;, soit
€12, est la moitié du rapprochement angulaire de deux segments élé-
mentaires de matiere qui, dans R, sont paralleles I'un a e¢; et 'autre
a €9

e 1
€12 = 652) (zh,t) = §5¢12(t)

— Dans le repere considéré, le vecteur de rotation infinitésimale a un
endroit P donne la direction et ’angle de rotation d’un élément in-
finitésimal de matiere a cet endroit depuis R jusque R(t)
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e Propriétés (en petits déplacements)

—  Décomposition polaire
Les tenseurs U;;, Vij et R;; s’écrivent

Uij = Vij = i + €ij
Rij = dij + wij
— Tenseurs de déformation de Lagrange et d’Euler
Eij = e;j = €
— Vitesse de déformation

Deij  Oeyj

YT Dt ot
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Intégration du champ de déplacements

e Position du probleme

— Connaissant le champ de déformations infintésimales

€ij = el(;) (.I'k, t)

on cherche a répondre aux questions suivantes :

> Y a-t-il toujours un champ de déplacements
Ui = ul(e) (z5,1)
dont ces déformations dérivent ?

> Quelles sont les données additionnelles nécessaires pour que ce
champ soit unique (s’il y en a un)?

> Comment calculer le champ de déplacements ?

— Stratégie
On construit effectivement d’abord le champ de rotations infinité-
simales et puis le champ de déplacements, tout en examinant les
conditions qui permettent d’effectuer les calculs et de fixer le résultat

de maniere unique

e Solution

— Lemmes :
La solution doit vérifier les relations
&uij o 861‘]C . 8€jk

856k 3.%‘]' 81)1

et
8ui

— =€ + wi;
8x]~ J J
— Intégration des rotations infinitésimales

> Partant de la forme différentielle
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on trouve

Wij = wz(je) (fL‘l, t)

T e, Oe;
0 ik ik
=wj; + / ( . O > d&,

> Cette intégrale est indépendante du chemin d’intégration (et four-
nit un champ de rotations infinitésimales acceptable) si la diffé-
rentielle dw;; est ezacte

> Le champ wg?) (z1,t) est fixé de fagon unique par la donnée de
la rotation infinitésimale w?j (antisymétrique) au point z?, ou de
conditions équivalentes

— Intégration des déplacements

> Partant de la forme différentielle

Ou;
du; = a—ZJ da;j = (qj —I—wij) dl‘j

on trouve
u; = uz(-e) (g, t)

Ty
= uf + /0 (€ij + wij) g, 1) 9
T

k
Cette intégrale est indépendante du chemin d’intégration (et four-
nit un champ de déplacements acceptable) si la différentielle du;
est exacte
> Le champ ul(-e) (zk,t) est fixé de fagon unique par la donnée du
déplacement u? au point x%, ou de conditions équivalentes

— Remarques

> Une forme différentielle
df = pi({L'j) d.’Ei
est fermée lorsque ses dérivées croisées sont égales :

9pi _ Ip;
al‘ 7 8:1:2

> Cette différentielle est exacte sl existe une fonction f(x;) dont
elle dérive :
of

pi(z;) = 8—m(xj)
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> Une différentielle exacte est obligatoirement fermée

Lorsque le domaine de calcul est simplement connexe, une dif-
férentielle fermée est toujours exacte

Par contre, lorsque le domaine de calcul n’est pas simplement
connexe, des conditions supplémentaires de raccordement doivent
étre remplies pour qu'une différentielle fermée soit exacte
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Chapitre 3

Dynamique
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Lois de conservation globales

Conservation de la masse
Dans tout repere, la dérivée temporelle de la masse d’un volume matériel
quelconque V' (t) est nulle :

dt

et donc la masse M de ce volume matériel est constante

Conservation de la quantité de mouvement

Dans tout repere inertiel (galiléen), la dérivée temporelle de la quan-
tité de mouvement d’un volume matériel quelconque V' (t) est égale a la
somme des forces a distance et de contact exercées sur lui :

VYV (t), Vrepere inertiel,
dP(t)

— Fo(t) + F(t)

Conservation du moment de la quantité de mouvement

— Dans tout repere inertiel (galiléen), la dérivée temporelle du moment
de la quantité de mouvement d’un volume matériel quelconque V' (t)
est égale a la somme des moments des forces a distance et de contact

exercés sur lui :
VYV (t), Vrepere inertiel,
dN(t)

T = Md(t) + ME(t)

— Les moments sont calculés par rapport a ’origine du repere
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e Conservation de 1’énergie

— Dans tout repere inertiel (galiléen) la dérivée temporelle de Iéner-
gie cinétique plus I'énergie interne d’un volume matériel quelconque
V(t) est égale a la somme des puissances des forces a distance et de
contact exercées sur lui et des flux calorifiques qui lui sont apportés
par rayonnement et conduction :

VYV (t), Vrepere inertiel,
dK(t)  dU(t)

b o = PO+ P + QN + Q)

— Les puissances (travail par unité de temps) fournies a V' (¢) sont cal-
culées comme suit :

> Puissance des forces a distance :

> Puissance des forces de contact :

PC(t):/ 7(n)-vdS = v-ol -ndS
av (1)

v -
= / Vi0 i1 dsS
oV (t)
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Théoremes globaux

e Centre de masse

— Le centre de masse " (t) d’un volume matériel V() est défini par la
relation

Mz (t) = / pxdV
V()

— On prouve que le mouvement du centre de masse de tout volume
matériel s’obtient en y concentrant toute la masse de ce corps et les
forces exercées sur lui :

% (M dfﬁg”) — FUt) + FC(1)
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e Changements de repére

— Il suffit de postuler que les lois de conservation sont vérifiées dans un
repere inertiel pour qu’elles soient vérifiées dans tout repere inertiel

> Tout autre repere inertiel (O’, e]) est en mouvement de translation
rectiligne uniforme & la vitesse vg par rapport au premier (O, ¢;) :

"=2—-00(1)

/

(S
I

I
(S

— 20

> Les grandeurs p, g, g, U, r et ¢ sont conservées par le changement
de repere

> Des lors, apres calcul, on trouve

M"(t) = M(t) — 00'(t) x F(t)
M(t) = M°(t) — OO (t) x F°(t)
K1) = K(t) ~ (1) - vo + 5 Mg v

> Les grandeurs globales M, Fd(t), F¢(t), U(t), Q(t) et Q°(t) sont
conservées par le changement de repere

> En injectant les relations précédentes dans les lois de conservation
globales a établir dans le nouveau repére, on prouve le résultat

— Il suffit de postuler que la loi de conservation de la masse est vérifiée
dans un repere quelconque pour qu’elle soit vérifiée dans tout repere.
Ceci tient au fait que la masse spécifique est une grandeur objective

— Soit un repere paralléle a un repére inertiel, mais dont I’ origine est
placée au centre de masse d’'un certain volume matériel. Alors, les
lois de conservation du moment de la quantité de mouvement et de
I’énergie s’appliquent & ce volume matériel dans ce repere (les calculs
étant faits par rapport au centre de masse)
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Volumes de controle et flux convectifs

e Introduction

— Dans un certain repére (souvent inertiel), un volume de contréle V
est un volume ¢nvariable dans ’espace

— Il peut étre utile (surtout en mécanique des fluides) d’exprimer les
lois de conservation globales sur les volumes de controle

> Seules certaines dérivées temporelles de grandeurs extensives doi-
vent étre réécrites. Soit 7 un instant choisi et Vp (7) le volume
matériel qui, précisément au temps t = 7, coincide avec V|

Pourt=71 :
d d
— flz,t)ydV = — [ f(z,t)dV + flz,t)v-ndS
dt Vo(t) dt Vo Vo

(d’apres la variante 3 du théoreme de Reynolds)

On considere les grandeurs extensives Z(t) calculée pour Vj (1),
et Zyp(t) calculée pour Vjy, ainsi que le flux convectif Z¢(t) entrant
dans Vj :

I°(t) = — | fla,t)v-ndS
A%

> Le théoreme de Reynolds donne en t = 7 :

dIo(t)  dI(t) | ..
i a0

> Ainsi, la variation par unité de temps du “contenu” Zy(t) du vo-
lume de controle Vy est égale a la somme des apports externes
fournis au volume matériel Vp(t) (ces apports étant tirés des lois
de conservation) et d’un apport convectif supplémentaire Z¢(t)
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e Réécriture des lois de conservation globales pour un volume de
controle

— Conservation de la masse de Vj :

dMoy(t)

i =MW

avec

Mc(t)z/av pv-ndS
0

— Conservation de la quantité de mouvement de Vi dans un repere

inertiel : Pt
_;t( ) — Ed(t) +Ec(t) +7)c(t)
avec
Ec(t)Z—/ pu(v-n)dS
1A%
ou

— Conservation du moment de la quantité de mouvement de Vy dans
un repere inertiel :

d/%;(t) = M%(t) + Me(t) + N°(¢t)
avec
Ne(t :_/ zxpv)(v-n)dS
Vo
ou

— Conservation de 1’énergie de Vy dans un repere inertiel :

dio(t) | dtho(t)
dt dt

avec

= PAUt) 4+ PO(t) + QUt) + Q°(t) + Ke(t) + Ue(t)

fc'cw:—/av £ (w-v) () dS

u‘c<t>=—/ pU (u-n) dS
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Formes locales des lois de conservation

e Introduction

> Soit un milieu dans lequel les champs concernés sont continus. Tout

volume matériel de ce milieu est un corps, pour lequel les lois de
conservation globales sont postulées dans un repere inertiel quel-
conque

Sous ces hypotheses, 'ensemble des lois de conservation peut s’écrire
sous une forme locale équivalente, qui s’applique a tout instant et en
tout point du milieu

L’équivalence concerne, pour un repere inertiel choisi, le fait que
toutes les lois de conservation globales sont satisfaites a tout ins-
tant par tout volume matériel du milieu et le fait que toutes les lois
de conservation locales sont satisfaites a tout instant en tout point
du milieu

e Conservation de la masse

D
V(E,t), F;)‘FPYQ:O
Dp ov;
T T
dp 9 (pv;)
U o T om Y

e Conservation de la quantité de mouvement

— 1l existe un tenseur des contraintes g tel que

V (z,t), Vn (orientation de la facette),

t(n) =g -

IS

ou T7(n)=0jin;

(dépendance linéaire de la densité des forces de contact 7(n) a I’égard
de n)
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— Forme locale

Dv
— =V-

th g+pg
Dv;  0Ooj;

e Conservation du moment de la quantité de mouvement

V(z,t), c=qg"

19

ou 055 = 0jj

(symétrie du tenseur des contraintes)

e Conservation de 1’énergie

— 1l existe un vecteur flux de chaleur ¢ tel que
V (z,t),Vn (orientation de la facette),

¢(n) =—gq-n
ou ¢(n)=—gn
(dépendance linéaire de la densité de flux de chaleur ¢(n) a I’égard
de n)

— Forme locale

D
V(z,t), p%:g:g—i-r—v q
0q;
ou p o) ojidij +r oz,
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Extensions des lois locales

e Repeéres non inertiels

— En raison de 1'objectivité de tous les champs concernés, les lois lo-
cales sont d’application dans n’importe quel repére, sauf celle qui fait
intervenir 1’accélération

— La forme locale de la loi de conservation de la quantité de mouvement
en repere inertiel

Dv

P Dt

fait intervenir ’accélération, qui n’est pas objective

=V-a+pyg

> L’usage d’un repere non inertiel requiert de mettre dans le mem-
bre de gauche de cette égalité I’accélération absolue a® (calculée
dans n’importe quel repere inertiel dont les axes sont paralleles
au temps considéré a ceux du repere choisi) :

Dv
a"=— +a°+a°
a Dt
Ici, %% est accélération relative (dans le repere choisi), et a® et

a® sont les accélérations d’entrainement et de Coriolis :
Qe:QO ><$+Qo X <Q0 ><$> + ap

. Dz
a® =20y X —
)Y
Les vecteurs Qo, Qo et ag représentent le vecteur de rotation ins-
tantanée des axes par rapport & n’importe quel repére inertiel,
la dérivée temporelle de ce vecteur, et I'accélération absolue de
Iorigine des axes
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> On peut aussi écrire dans n’importe quel repére la forme locale de
la loi de conservation de la quantité de mouvement sous la forme

équivalente
Dv
P =V atplety +9)
oll
ge — _qf
et
gc R

sont appelées forces (fictives) d’entrainement et de Coriolis par
unité de masse

> Tout se passe donc comme dans un repere inertiel, & condition
d’ajouter les forces fictives aux vraies forces a distance (comme
la pesanteur). On notera qu’en théorie de la relativité générale, il
n’y a plus de distinction entre forces réelles et fictives a distance

e Discontinuités

— Les champs qui interviennent dans I'un des termes d’une des lois
locales doivent étre continus

ar exemple Dp — Dui  0oij
I ex —, , .
P PC Dt Dt’ o,

Cette regle est en fait trop exigeante et les lois locales restent d’ap-
plication méme dans des circonstances plus générales

— En présence de surfaces de discontinuité (de v, p, T, p...), les lois
locales ne s’appliquent pas telles quelles sur la discontinuité. Le retour
aux lois globales permet de traiter le probleme
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Théoreme de ’énergie cinétique

e Enoncé

— Dans tout repere inertiel (galiléen), la dérivée temporelle de ’éner-
gie cinétiqgue d’un volume matériel quelconque V(t) est égale a la
somme des puissances des forces a distance et de contact exercées
sur lui moins la puissance des efforts internes développée dans ce
volume :

— La puissance des efforts internes développée dans V' (t) est

P K

= / O'jidij dv
V(t)

I,

av

e Corollaire

— Dans tout repere, la dérivée temporelle de ’énergie interne d’un vo-
lume matériel quelconque V' (¢) est égale a la somme des flux calori-
fiques qui lui sont apportés par rayonnement et conduction plus la
puissance des efforts internes développée dans ce volume :

vV (),
— = = Q1) +Q°(t) + P'(t)

— L’analyse du théoreme de ’énergie cinétique et de son corollaire
montre que la puissance des efforts internes représente une transfor-
mation par unité de temps, pas nécessairement irréversible, d’énergie
cinétique en énergie interne a l'intérieur de la matiere (et vice-versa,
si cette puissance est négative)
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Cercles de Mohr

e Objectif

> Les deux relations locales non différentielles
Ti(n) = 0jin;

et

Oij = 0ji
montrent que le tenseur des contraintes représente une transforma-
tion linéaire symétrique

n — 7(n)

Pour comprendre cette transformation, on en cherche les invariants
(scalaires indépendants du repere)

> Pour une certaine orientation de facette n, la composante normale
Tn, de T7(n) vaut
T =1(n) n

= Uij n; nj

tandis que la composante tangentielle 75 de T(n) vaut

7s = [z(n) — o7

Le signe de 7, est + ou — suivant que la facette est en traction ou
compression, tandis que 75 (qui mesure le cisaillement) est toujours
positif. Les valeurs de 7,, et 75 ne dépendent pas du repere
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e Théorie

— Choix d’une base locale particuliere

> On cherche les valeurs propres du tenseur g, qui sont rélles car
il est symétrique. Donc, I’équation caractéristique en o

det (Uij — U(Sij) =0
a trois solutions réelles :
ol > gl > gl
> On cherche les vecteurs propres associés, solutions de 1’équation
(0ij — 0 0i) mj =0
Ceci donne trois couples de (valeurs, vecteurs) propres :

(O’I, m[) ’ (O,II7 m[]) 7 (O,III’ mIII)

Eom! m!T) forme un

On peut toujours faire en sorte que (m', m'*, m
triplet orthonormé, car g est symétrique

> On choisit (ml, mH, m,HI) comme base locale. Dans cette base,
le tenseur ¢ a pour composantes la matrice diagonale

ol 0 0
0 o1 0
0 0 ot
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— Résultats

> En orientant n dans toute les directions et en calculant 7, et 7
en fonction de n, on trouve :

e Pour
n=m', (Tn, Ts) = (01,0)
n= 77_1[[, (Tna Ts) = (0'1170)
——y (T 7s) = (0111’0)
e Pour s
nlm', (Tn,Ts) € Cr1, 111
n L m, (Tns75) € O1,111
n L m!7, (Tn,7s) € Cr. 11

(Cr.11, Cr1, 111, C1, 111 Sont les trois demi-cercles du demi-plan
(T, Ts) issus de deux des points (o, 0), (¢,0), (111, 0))

e Pour n quelconque, (7,,7s) € A, out A est le domaine (appelé
arbelon) situé entre les trois demi-cercles précédents

> En un point et a un instant déterminés, il y a un diagramme des
cercles de Mohr qui résume ’état local de contraintes indépen-
damment du repere

> La contrainte de cisaillemement maximum locale vaut

L ITr
L (o! =o'
Pour les matériaux solides ductiles, le dépassement par cette gran-
deur d’une certaine valeur physique limite (et qui peut dépendre
de T') sert souvent de critére au passage en déformation plastique

> La contrainte de traction mazimum locale vaut o!. Pour les ma-
tériaux solides fragiles, le dépassement par cette grandeur d’une
certaine valeur physique limite (et qui peut dépendre de T') sert
souvent de critére de rupture

81



Thermodynamique des milieux continus

e Second principe de la thermodynamique

— Dans tout repere, la dérivée temporelle de I’entropie de tout volume
matériel V(t) est au moins égale & la somme des apports externes
d’entropie par unité de temps :

vV (1),
dS(t
d5(t) > R(t) + R°(t)
dt
Il v a égalité dans le cas d’une transformation réversible du volume
matériel

— Les apports externes d’entropie par unité de temps sont obtenus en
faisant la somme de tous les apports calorifiques par unité de temps
(par rayonnement et conduction) rapportés a la température absolue
T =T (z;,t) & laquelle ils sont fournis :
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e Forme locale

— Premiere expression

DS r
P— = =
Dt — T

ou

i ST Towm T2

Cette forme locale est équivalente a la forme globale exprimée pour
toute partie d’un certain milieu (moyennant la continuité des gran-
deurs appropriées — bien qu’il s’agisse la d’une hypothese trop res-
trictive)

DS _r 1 0g; 1 oT
>

— Inégalité de Clausius-Duhem

V(z,t),
DS DU 1
- > : —q .
'O<TDt Dt>_ g:d+ e NT
ou
pDS DUN 1 0T
P Dt Dt )= 7% qu&ri

Cette inégalité est équivalente, moyennant les hypotheses de conti-
nuité adéquates, a la forme locale précédente
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Equations de constitution

e Bilan des équations locales

— Les équations résultant des lois de conservation locales différentiel-
les (masse, mouvement, énergie) sont au nombre de 5 (une équation
vectorielle donnant 3 équations scalaires)

— Les inconnues sont les champs suivants :
P, Vi, Oij, Uv q17S7T

ce qui donne, tenant compte de la symétrie obligatoire du tenseur
des contraintes, 16 fonctions inconnues

— Les champs g; et r, qui représentent des actions externes a distance,
sont donnés
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e Equations de constitution
— On ajoute au modele les équations de constitution des contraintes (6),
du fluz de chaleur (3), de 1’énergie interne (1) et de Ientropie (1)

> Pour un point matériel déterminé, celles-ci expriment ces gran-
deurs au temps t en fonction de 1’histoire passée des wvariables
thermodynamiques du point matériel (incluant sa température
absolue et son gradient) :

ot)= & [T(r),YT(r)...]
gt)= ¢ [T(r),YT(r)...]
Utt)y= U [T(r),YT(r)...]

Sit)y=_8S [T(r),YT(r)...]
T=—00
> NB : si les coordonnées lagrangiennes du point matériel sont
(X 4), ses coordonnées eulériennes au temps 7 sont

v =2 (X47) (F<0)
et sa température (par exemple) au temps 7 est
T(r)=TY (Xa,7) (7<)

ce qui définit 'histoire thermique de ce point matériel, de laquelle
on peut dériver son gradient

> Les équations de constitution (au nombre de 11) caractérisent
la nature particuliére du matériau (solide thermoélastique, fluide
visqueux. . .)

> Les équations de constitution completent les lois de conservation
locales différentielles

— Comme le second principe doit étre satisfait par tout modele, on exige
en thermodynamique rationnelle que l'inégalité de Clausius-Duhem
soit vérifiée identiquement pour toute histoire passée des variables
thermodynamiques du point matériel. Des théories plus élaborées
(thermodynamique irréversible) sont actuellement en développement
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Conditions aux limites

e But
Fermer le systéeme formé par les équations de conservation et de consti-
tution (écrites pour tout instant et en tout point du volume matériel ou
de controle étudié)

e Méthode

— On ajoute des conditions aux frontiéres, qui expriment l'effet du mi-
lieu environnant sur le volume matériel ou le volume de controle (&
sa frontiere)

— On ajoute des conditions initiales, qui expriment 1’état de départ du
volume matériel ou de controle

e Objectif final
Obtenir un probléme d’équations aux dérivées partielles bien posé, c.-a-d.
tel que

1. la solution existe
2. la solution soit unique

3. la solution soit continue par rapport aux données
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Formulation particuliere en petits
déplacements

e Hypotheses
On suppose que la configuration de référence R est isotherme, homogene
et sans tensions (sa température absolue et sa masse spécifique sont
désignées par Tp et pp).

e Formes locales des lois de conservations en petits déplacements

— Masse
p=po(l—cmm)

— Quantité de mouvement (en repeére inertiel)

En repére non inertiel, il faut ajouter aux forces a distances réelles
par unité de volume (pog) les forces d’entrainement (pog®) et de Co-
riolis (pog®) par unité de volume

Tandis que les forces d’entrainement se tirent du mouvement du
repere par rapport a n’importe quel repere inertiel, les forces de Co-

riolis valent : 5
9 = —2¢ijkfloj

— FEnergie

ou _ 0% 04
Pogr =91 g o,

e Inégalité de Clausius-Duhem

05 oUN _ _ Oeij  qiOT
P\t "o )= o T T o,
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Chapitre 4

Thermoélasticité
infinitésimale isotrope
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Modele général du matériau
thermo-élastique

e Configuration de référence
On part d’une configuration Rg dans laquelle les distributions de contraintes,
température, masse spécifique. .. sont données

e Equations de constitution
A tout endroit et tout instant, les équations de constitution suivantes
s’appliquent, en désignant par e;; le tenseur de déformations finies d’Eu-
ler mesuré par rapport a Rg pour le point matériel considéré

— Contraintes :
oij = 645(T, ex)

— Energie interne spécifique :

— Entropie spécifique :

— Vecteur flur de chaleur :

R oT
g = G <T, %j,ekz)

¢ Remarque
Les contraintes, ’énergie interne spécifique et ’entropie spécifique en
chaque point et a chaque instant sont directement fonctions de la tem-
pérature et de la déformation depuis Ry pour le point matériel concerné.
Le flux de chaleur dépend en outre du gradient thermique en ce point.
Ce sont donc des fonctions de ’état local thermique et déformationnel
de la matiere a ’endroit et a l'instant considérés.
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Thermoélasticité infinitésimale

e Hypotheses

— On suppose étre en petits déplacements, d’ou I'utilisation du tenseur
des déformations infinitésimales €;; a la place de e;;

— La configuration de référence Rq est supposée isotherme, homogéne
et sans tensions

e Equations de constitution

— Contraintes :
oij = 645(T,ex)

— FEnergie interne spécifique :

U= U(T7 Ekl)
— Entropie spécifique : )

S=5T,en)
— Vecteur flux de chaleur :

qi = —/%(T) gz;

(loi de Fourier)

ou R
k= k(T)

est le coefficient de conductivité thermique
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e Second principe de la thermodynamique
Soit I’énergie libre spécifique

F=F(T,e;)=U-TS

Alors, I'inégalité de Clausius-Duhem (c.-a-d. le second principe) est iden-
tiquement vérifiée si et seulement si les relations suivantes sont satisfai-
tes :

— FEntropie spécifique :

OF
S =_2
oT
— Contraintes : .
OF
Oij = Pog
ij
—  Conductivité thermique : R
E(T) >0

(on aura toujours k(T) > 0 en pratique)

e Modele général isotrope

— Pour un matériau isotrope, I’énergie libre ne dépend de la déformation
infinitésimale €;; que par le biais de ses invariants :

F = F(T,e4,ei5€i5, €ij€jkEik)

— Les invariants d’un tenseur sont par définition des scalaires dont la
valeur ne dépend pas du choix des vecteurs de base. Pour ¢;;, une
base d’invariants indépendants (entre eux) est donnée par les trois
scalaires

€iiy €ij€ij, €ijEjkEik
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Thermoélasticité infinitésimale linéaire
isotrope

e Equation de constitution de I’énergie libre

— Celle-ci est obtenue dans le cas infinitésimal linéaire par un dévelop-

pement général de F en série jusqu’au second ordre en fonction des
invariants de €;; :

. 1
poF' = poFo(T) — (BN + 2p)a(T — Tp)emm + i)ffnm + peijcij
ou A, i et a peuvent dépendre de la température
—  Hypotheése supplémentaire :

A, 1 (les coefficients de Lamé) et a (le coefficient de dilatation ther-
mique linéique) sont dorénavant supposés indépendants de T
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e Equation de constitution des contraintes

— Par dérivation :

oij = =(BA +2p)ol(T — T0)ij + Aemmij + 2pei;

— Décomposition des déformations et contraintes en parties sphériques
et déviatoires :

— Interprétation

On trouve )
gamm = Kk (emm — 3a(T — Tp))

d __ d

ouk=A+ % w1 est le module de compressibilité et p est le module de
cisatllement du matériau

> A un accroissement relatif local de volume &,,,, sont associées des
contraintes %O‘mméij correspondant sur les facettes a une traction
isotrope par unité d’aire proportionnelle a la différence entre &,
et 'accroissement relatif local de volume 3a(T'—Tp) qui résulterait
d’une dilatation thermique libre, le coefficient de proportionalité
étant K

> A une déformation angulaire locale 26% sont associées des con-
d
ij
unité d’aire proportionnel & 2 €
étant

traintes of correspondant sur les facettes a un cisaillement par

d

i le coefficient de proportionnalité
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— Inversion

> Partant de la décomposition précédente, on trouve
1+v v
€ij =~ ot (a(T —Ty) — EUmm> 0ij
ou 3N+ 2
o PBA+2p)
A+

est le module de Young (module d’élasticité) et

A
V= ———
2(A + )
est le coefficient de Poisson
> Réciproquement, on trouve
E
A= 7
(1+v)(1—2v)
B E
F= 50+
E
K= ————
3(1—2v)

> On notera les inégalités toujours observées expérimentalement :
k>0
w>0

E>0
—1<1/<%

et réciproquement
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e Equations de constitution de 1’énergie interne et de ’entropie
spécifiques
—  Chaleur spécifique
> Définition de la chaleur spécifique a déformation constante :
o
oT

Ce

On trouve )
O*F
oT?
et, comme k, 1 et a sont constants :

cc =-T

d2Ey
dT?

Ce =
> Hypothese supplémentaire : c. est indépendant de T'

Alors, en supposant FO(TO) =0, on trouve :

By (T) = c. (T(l - m%) - T0>

> On notera 'inégalité toujours observée expérimentalement :

ce >0

— FEnergie interne et entropie spécifiques

> Par dérivation de F' par rapport a T', on trouve :
T
p0S = poceln— + 3raemm
1o

> Comme

U=F+TS

on trouve aussi :

1
poU = ,OUCE(T — To) + 3xalpEmm + 5)\5%”” + peij€i4

95



Formulation du probleme thermoélastique
en déplacements — température

Les inconnues sont les champs de déplacements (u;) et de température (7")
e Systeme d’équations a résoudre
— Conservation de la quantité de mouvement (Navier)
82’&@' 0

Poz =7 o, (3ka(T —Tp)) + pogi

L9 (30w 9, Qu, Oy
8@- 895]- al‘j a al‘j 8%

(en repere inertiel)

— Conservation de 1’énergie

oT O€mm.
YT gpaTEmm
Poc="5y e T

o , 0T
k

)

e Hypotheses simplificatrices usuelles

— Quasi-statique :

200 ’ s , .
00 3851 est négligé dans I’équation du mouvement

— Découplage :
—3/£aT888% est négligé dans I'équation d’énergie

— Discussion

> Ces hypotheses sont valides quand 1’ évolution du systéme (carac-
térisée par I’évolution de ses conditions aux frontiéres) est lente
par rapport aux temps caractéristiques du matériau

> Par la suite, ces hypothéses seront systématiquement faites, sauf
mention contraire explicite
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Probleme thermique découplé en
thermoélasticité infinitésimale

e Conditions aux limites et données

— On donne la température T'(z,t) sur une partie de la frontiere 9*V
(condition aux frontieres dite essentielle) :

Yt > to, T ="T(z,t) sur 0"V

— On donne la densité de flux de chaleur g(z,t) entrant dans le so-
lide sur le reste de la frontiere 0**V (condition aux frontieres dite
naturelle) :

Vt>to,  q(n) =—qni=ko— =q(z,t)  sur 07V

— On donne la température T;,(z) sur V en t = to (condition initiale,
donnée seulement en cas de probléme instationnaire) :
En t = to, T = Tin(z) sur V

— On donne la densité de puissance calorifique fournie par rayonnement
r(z,t) sur V, pour tout ¢t >ty
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e Théoremes d’existence et d’unicité
(avec les données et sous les hypotheses précédentes, soit & > 0, c. > 0,
et avec découplage)

— Probleme dynamique

> La solution du probléme thermique eziste si les données (V, 9*V,
o™V, T, q, T, r) sont mathématiquement “assez régulieres” (ce
qui est le cas pour toutes les situations physiquement réalistes)

> Lorsque la solution existe, elle est unique

— Probleme stationnaire
(posé sans conditions initiales et avec des données stationnaires T'(z),

q(z), r(z))

> Meémes conclusions que pour le probléme dynamique si 9*V # ()

> Lorsque 0*V = () (si la densité de flux est imposée sur toute la
frontiere), pour que la solution eziste, il faut en outre qu’il y ait
équilibre thermique global :

/ q(z)dsS + / rdV =0
oV =0**V 14

Pour que la solution soit unique lorsque 0*V = (), il faut en outre
imposer la température T en un point :

Pour z = z° T(z) = T° donné

98



Probléme élastique (ou mécanique) avec
thermique précalculée en thermoélasticité
infinitésimale

e Conditions aux limites et données

— On donne le déplacement @;(z,t) sur une partie de la frontiere 'V’
(condition aux frontieres dite essentielle) :

vt > to, u; = Uiz, t) sur 9’V

— On donne la densité de forces de contact 7;(z,t) sur le reste de la
frontiere 0"V (condition aux frontieres dite naturelle) :
Yt > to, 7i(n) = ojn; = Ti(z,t) sur 9"V
— On donne le déplacement w;y, ;(x) et la vitesse ;i (z) sur Vent =ty

(conditions initiales, données seulement en cas de probleme dyna-
mique) :

En t = tg, I .
’ { Qi = i ()

— On donne la densité de forces a distance pggi(z,t) sur V, pour tout
t>1p
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e Théorémes d’existence et d’unicité

(avec les données et sous les hypotheéses précédentes, soit k > 0, u > 0,
et avec champ de température précalculé)

— Probleme dynamique

> La solution du probléme élastique existe si les données (V, 9'V/,
"V, U, Tiy Win,i, Winyi, gi) sont mathématiquement “assez régu-
lieres” (ce qui est le cas pour toutes les situtations physiquement
réalistes)

> Lorsque la solution existe, elle est unique

— Probleme quasi-statique ou stationnaire
(posé soit avec I’hypotheése de quasi-statique, soit sans conditions
initiales et avec des données stationnaires u;(z), 7;(z), gi(z))

> Mémes conclusions que pour le probleme dynamique si &'V # ()

> Lorsque &'V = ) (si la densité de forces de contact est imposée
sur toute la frontiere), pour que la solution existe, il faut en outre
qu’il y ait équilibre statique global :

> Pour que la solution soit unique lorsque 8’V = (), il faut en outre
imposer la rotation infinitésimale w;; et le déplacement u; en un
point :

wij(z) =wy donné
ui(z) =wuf donné
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e Théoréme de Saint-Venant

— Position du probleme
Remplacement d’un ensemble de forces de contact exercées sur une
portion de la frontiere d’un corps élastique par un ensemble de forces
de contact statiquement équivalentes

— Conclusion
Les effets respectifs des deux distributions sont essentiellement les
meémes a une distance de la zone d’application grande par rapport a
son diametre
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Méthodes de résolution

e Linéarité
— Probleme thermique découplé

> La réponse T'(z,t) est linéaire par rapport aux sollicitations

r(z,t) surV
T(z,t) sur O*V
q sur O**V

> On considére deux ensembles de sollicitations

rD sur v r@  sur vV
TO sur *V et T® sur 9*V
gV sur oV g?  sur 9™V
1 (2)
Ti(n) sur V T,” surV
ainsi que les solutions correspondantes
TW(z,t) et TO(z,t)
> Alors, pour toute paire de réels « et 3, la combinaison linéaire
T(z,t) = aTW(z,t) + BT (z,1)

est solution du probleme thermique pour les sollicitations

ar® + 6r@  gur vV
ol 4+ TP sur 9*V
aqg® + 33®  sur 9V
ozTi(T}) + BTZ-(S) sur V
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— Probleme élastique avec thermique imposée

> La réponse u(z,t) est linéaire par rapport aux sollicitations

g(z,t) surV
T(z,t) surV
a(z,t) sur 'V
7(z,t) sur 3"V
Uin(z) sur V
Uin(z) sur V

> On considére deux ensembles de sollicitations
gV sur v g? surV
7D sur vV 7@ gur Vv
gV sur dV et @® sur oV
7MW sur 9"V 7@ sur 9"V
u2

=n

- (2)
i, sur'V u,’ surV

U ) sur V sur V
)

ainsi que les solutions correspondantes
WMz, t) et u®(z,¢)
> Alors, pour toute paire de réels « et 3, la combinaison linéaire

(z,1) = ouM (2, 1) + Bu® (z,1)

[

est solution du probleme élastique pour les sollicitations

ag®  +6¢?D  sur Vv

aT® 4873 sur vV

ozt +8u®  sur oV
)

ot +47@) sur 'V
O[Z_LZ(TlL) +[31_L§i) sur V
aggi) +ﬂg§? sur V
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e Probléeme élastique non isotherme
Résoudre en termes de déplacements un probléme avec thermique pré-
calculée dont les sollicitations sont

g(z,t) surV
T(z,t) surV
u(z,t) sur 'V
T(z,t) sur 9"V
Uin(z) sur V
Uin(z) surV

est équivalent & résoudre un probleme isotherme dont les sollicitations
sont

qg— 3/’)‘””—()°‘2T sur V

To sur V

U sur 'V

T+ 3ka(T —Ty)n sur 8"V
WUin sur V
Win, sur V

e Méthode semi-inverse de résolution

— On part a priori d'une forme simplifiée de la solution : si cette solu-
tion existe, c’est la solution cherchée (par le théoréeme d’unicité)

— Technique de résolution souvent utilisée en combinaison avec le théo-
reme de St.-Venant
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Solutions homogenes

e Expérience de cisaillement simple isotherme

— Soit
0 S92 0
[o4] = [Uzdj] = S2 0 0
0 0 O
et donc
1 0 S92 0
il =lefl=5-1 52 0 0

200 0 0 0

— L’angle de cisaillement ¢15 depuis Ry vaut

1
P12 = 2619 = 2e% = ﬁ512

Le rapport entre la contrainte de cisaillement Sis et I'angle de ci-
saillement ¢12 est donc le module de cisaillement

e Expérience de compression simple isotherme

— Soit
—-p 0 0
[O’ij] = 0 —p 0
0 0 -—p
et
Omm = _3p
et donc
1 -p 0 0
leij] = o— -p 0
)=
3K 0 0 —p
avec
D
Emm = ——
K

— L’accroissement relatif de volume depuis R vaut

4
Emm = -
K
Le rapport entre la pression p = —Z#m et I'accroissement relatif de

volume &,,,,, est le module de compressibilité Kk = \ + %,u
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e Expérience de dilatation simple

— Soit un matériau libre :

0 =0
et donc
1 00
[Eij]:a(T—To) 010
0 01
et

Emm = 3a(T — Tp)

— L’accroissement relatif de longueur depuis R est isotrope et vaut
donc (T — Tp) dans toutes les directions (« est le coefficient de
dilatation thermique linéique)

e Expérience de traction simple isotherme

— Soit
S 0 0
[Uz’j] = 0 0 O
0 0 0
et donc s
B . 0
el =| 0 —% 0,
0 0 -

— L’allongement relatif suivant e; depuis Rg est

- S
n=z
Le rapport entre la contrainte de traction et cet allongement relatif

est donc le module d’élasticité E

— Le rétrécissement relatif suivant e et e3 depuis R est

vS

22 3=
Le rapport entre le rétrécissement relatif suivant eo et ez et ’allon-
gement relatif suivant la direction de traction est donc le coefficient

de Poisson v

106



Allongement d’une poutre sous son poids
propre

e Données

— Forces a distance

— Face x3 = 0 libre
Pour 23 =0, -p <1 <p, —q < w3 < g,

0
[ri(z, —e3)] = [-o3] = [Ti(z)] = | O
0
— Faces xo = +q libres
POUI‘J,'Q::l:q, _pgxl Sp70§x3§l7
0
[7i(z, £e2)] = [Fo2] = [Ti(z)] = | O
0
— Faces x1 = +p libres
Pour 21 = +p, —¢ < w9 < ¢, 0 < z3 <1,
0
[7i(z, +e1)] = [£o1;] = [Fi(z)] = | O
0

— Face x3 =1

> Pour z3 = I, —p < z1 < p, —q < z9 < ¢, les forces de contact
équilibrent certainement les forces précédentes (pour avoir équi-
libre statique global)

> Le détail de la distribution de ces forces n’est pas donné, car la
maniere dont ’encastrement est effectué n’est pas précisée
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e Solution “semi-inverse”

— Hypothese
Chaque section x3 = cte supporte uniformément le poids du trongon
situé en dessous de cette section. Donc

033 = Pogr3 (traction)

— Hypotheése supplémentaire
Il n’y a pas d’autres contraintes :
oy =0 sii#£3ouj+#3

— Le tenseur des contraintes ainsi supposé satisfait

> les équations d’équilibre

80—.,
0 =+ pogi =0
L

> les conditions aux frontieres imposées

— Déformations infinitésimales associées :

. -v 0 O
[é‘ij] = po% 3 0 —v 0
0 0 1
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e Recherche du champ de déplacements
On cherche, s’il y en a, a déterminer les u; dont les ¢;; dérivent

o 1 8uz 4 811,]‘
“ =9\ 0x; " Omi

—  Rotations infinitésimales

> Il faut intégrer les différentielles

, e
duog) — (6&% E]k) dzy,

al’j B 6351
soit
dwiz = %871; - %ETQIk dr, =0
dwiz = %ETldk - %ETslk dry = —2%dxy
dwaz = %6725 - %8735 dryp = —2%dx,

> Ces différentielles sont fermées et donc ezactes (car le domaine
est simplement connexe)

> Avec la premiere condition additionnelle d’encastrement

wij(0,0, l) = 0
on trouve
09 0 0 —vr
0
[wm] = F 0 0 —UVx9
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— Déplacements

> Il faut intégrer les différentielles

du; = (Eij + wij) dxj

soit
duy = (e1; +wyj) dz; = =P8 (v3day + z1dws)
duy = (e25 + waj) duj = —EF= (w3dws + wadws)
duz = (e3j + wsj) dw; = 2 (v(x1day + wadws) + x3des)

> Ces différentielles sont fermées et donc ezactes (car le domaine
est simplement connexe)

> Avec la seconde condition additionnelle d’encastrement

u;(0,0,1) =0
on trouve
—Vx1T
_ pog s
[u;] = 3 —VToT3
b(a} +a3) — A(12 — a3)
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e Conclusions

— Solution correcte par la méthode semi-inverse, puisque l'intégration
des déplacements a été possible

— Application du théoreme de St.-Venant a l'extrémité supérieure de
la poutre

> La distribution exacte des forces de contact sur cette section
n’était pas donnée (on ne connaissait que leur résultante et leur
moment résultant)

> La solution trouvée en contraintes et déformations convient, car
elle dépend tres peu de cette distribution détaillée a une distance
de la section grande par rapport a son diametre (max(2p, 2q))

— Conditions additionnelles de déplacement et rotation infinitésimale
nuls au centre de la section supérieure

> Associées a la caractérisation de I’encastrement

> Ajoutent un degré d’approximation supplémentaire a la solution
en déplacements

— Déformée de la section inférieure
On trouve en z3 =0

0
[ui] = 0
2o (—12 +v(z? + x%))

Cette section, initialement plane, prend apres déformation la forme
d’un paraboloide de révolution
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Torsion d’une barre cylindrique

e Données du probléme
— Données générales

> Probleme isotherme

> Pas de forces de volume
g9i=0

— Conditions aux frontiéres

> Surface latérale libre :
7i(z) =0
en tout point de cette surface, d’équation paramétrique
(1 = 21(s), x2 = T2(s)) avec 0 <z3 <L

> Bases (x3 =L et z3 = 0)
La distribution des forces de contact n’est pas donnée en détail
sur ces bases. Seuls sont donnés leurs résultantes et moments ré-
sultants par rapport aux points P et O de ces bases :

F® et MY = —Mes

{13(1) 0 et MY = Mey
0
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e Hypotheses “semi-inverses” de résolution

— Chaque section droite tourne d’un angle
A = yx3

(v est 'angle de torsion inconnu)

—  Gauchissement des sections droites (qui peuvent ne pas rester planes)

On suppose que le déplacement axial est fonction de x1 et xo seule-
ment, et proportionnel a ’angle de torsion :

uz = yw(w1,v2)
(w(x1,x2) est le gauchissement inconnu)
— Conclusion

> Si les coordonnées d’un point apres déplacement sont

T1 = rcosb
T9 = rsinf

les coordonnées de ce point avant déplacement sont

x1 —uy = rcos(f — Af)
x9 —uz = rsin(f — Af)

> Développement jusqu’a 'ordre ¢ (avec v = O(g)) :

rcos(6 — Af) = r cos(0) cos(Af) + rsin(f) sin(Af)
—————— N ——
z1 1+0(e2) z2  AG+0(e3)

=z + 1240 + O(£?)
rsin(f@ — Af) = rsin(f) cos(Af) — r cos(f) sin(A0)
—_————— S — ——
x2 1+0(e?) T AG+0O(e3)

=19 —1A0 + (9(52)

> Solution en déplacements “présumée” :

Uy = —x9A\0 = —YTox3
Ug = CElAQ = YT13
us = yw(xy, )
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e Résolution des équations dans la masse du barreau

— Déformations

Ry 0 0  —z+ 2%
il =5 0 0 v+ 5
—I9 + g—;li I + g—;g O
NB:epm=0
— Contraintes
0 0 -zt pe
(4] = wy 0 0 z + 5L
—x9 + g—;‘i xr1 + g—Iu; 0

— Equations d’équilibre

> Seule équation non trivialement satisfaite :

&l
VN
8
[\
+

Q
g|g
N—
_l_
¥o
[\
N\
B
+
Q|
3|
N—
|
[an)

ou

Aw =10

> Le gauchissement w doit donc étre harmonique
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e Conditions aux frontieres
— Conditions sur la surface latérale

> Normale sortante :

di
ni 5?
15
il =1 n2 | = | — .
0 0

(s est I'abscisse curviligne)

> Forces de contact :

0
[ri(n)] = 0
o311 + 032N2

> Condition de surface latérale libre :

ow ow
py | =2+ s— |nmi+puylr1+ 57— |n2=0
< 83:1) < (9:L‘2>

ow 1d ,. )
- 2ds (95%(3) + 93%(3))
ow Bw)

, , Sw _ w
(étant donné que e+ gne = G

ou

> Conclusion
La condition trouvée sur g—;‘: permet de déterminer w & une cons-
tante pres. Celle-ci correspond a une translation de la poutre
suivant ez, qu’on fixe afin d’approximer un encastrement :

w(0,0) =0
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Conditions aux extrémités

> Moment de torsion
Moment de torsion M donné :

M =e3- Mﬁi) =e3 / (z — Lez) x 7(e3)dS
Sp
=e3 - / (x1€1 + x2€2) X (0311 + 03262 + O33€3)dS
Sp

:/ (—x20'13—|—x10'23)ds
Sp

ou

ow ow
M ;w/s <:r1 + x5 + 1‘1(%2 To 8951) ds

Cette condition permet de déterminer v en fonction de M, puisque
w vient d’étre trouvé

> Moments de flexion nuls
Ces moments sont donnés par les expressions

el ~M§§), €2 -J\_/Iﬁi), el 'Mg), () 'Mg)
Ils sont bien nuls, car o33 =0

Par exemple :

er - Mﬁé) =e1- / (x1€1 + x2€2) X (03161 + 032€2)dS = 0
Sp
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> Résultante de traction nulle

e3- FD) = g3 / (03161 + 032€2)dS =0
Sp

> Efforts tranchants nuls
— Vu I’équilibre local

8aji —0
6a:j

et
Uij = Uji

il y a équilibre global des forces et moments, soit

et

c.-a~d., par transport de forces et moments,
MY + Les x FU + MY =0

— Comme
MY+ M8 =0

(moments de flexion nuls et moments de torsion en équilibre)
on a
es x F) =

(@)

et de méme
e3 x F?

Il
()

Ainsi, les efforts tranchants sont bien nuls
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— Conclusions

> On a trouvé la solution complete du probleme en contraintes et
déformations par résolution d’une équation de Laplace

> Pour les déplacements, la solution a les propriétés suivantes :

0 0
[1:(0,0,0)] = 0 =10
~w(0, 0) 0
et
w12(0,0,0) =0
6u1
—(0,0,0) =0
5z, (0:0,0)
8’&2
—(0,0,0) =0
85[,‘3(7 ’ )

Cette solution présente des conditions typiques approximatives
d’encastrement :

— lorigine O est fixe

— il n’y a pas de rotation autour de Ox3

— axe Ox3 reste perpendiculaire au plan Oxqxo

Le choix de O était arbitraire. Un autre choix aurait donné une
solution différant de la précédente par une translation et une ro-
tation infinitésimale

> On a donc trouvé une solution au probleme (avec application du
théoreme de St.-Venant sur la section x3 = 0)
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e Exemple : poutre a section circulaire

— Par symétrie :

w = w(r)
— Equations d’équilibre :
dPw  1dw
A =——+-—=0
v dr?2 = rdr
ou
dw B A
dr r
— Conditions sur la surface latérale :
dw
_— = 0 =
o enr=a

— Conclusion :

— Condition d’encastrement :
w(0,0) =0
Donc, le gauchissement est nul partout :

w =70
— Calcul de 'angle de torsion :
¢ Py
M = My/ r22nrdr = Ta4
0

(donne v puisque M est connu)
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Chapitre 5

Fluide visqueux newtonien
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Modele du fluide visqueux newtonien
incompressible (et indilatable)

e Equations de constitution

— Forme générale

avec

et

oij = —pdij + 20(T)d;;

—k(T) gi
U(T)

S(T)

dU

ﬁ = CV(T)
dS  cv(T)
ar ~— T

— Fonctions matérielles données :

(viscosité dynamique)
(conductivité thermique)
(chaleur spécifique a volume constant)

Masse spécifique constante donnée :

p>0

e Cohérence avec le second principe

Inégalité de Clausius-Duhem :

0> —2n(T)d;jdsj —

k(T) OT OT

— Celle-ci est identiquement satisfaite

— Les seules irréversibilités sont dues a la dissipation visqueuse et aux
transferts thermiques par conduction
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Formulation du probleme en vitesses,
pression, température

e Equations de champ
—  Champs inconnus
v; (vitesses)

p (pression)
T (température absolue)

— Systéme développé

> Equation de conservation de la masse

a’l)z'
8.% =0

> Equation de conservation de la quantité de mouvement

81}1 8%' _ L @ i 8’01' c%j
p ( 875 +Uj 6$]> = Pgi axz + 8$j <’I’](T) <8SU] + 8901))

(dans un repere inertiel)

> Equation de conservation de I’énergie

orT oT 1 ov;  Ov; ov;  Ov;
T | — i— | = (T ¢ J Yy J
pev(T) <8t v 8:@) r+ () <axj + am) (axj * 8xi>

0 oT
T
— Champs donnés

Les actions externes g;(z,t) et r(z,t) sont données
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e Conditions aux limites
— Conditions thermiques

> Une condition nitiale est imposée en cas de probleme instation-
naire :

En t = to, T =Tin(z) sur V

> Une condition est imposée en chaque point de la frontiére :

e Premier type (condition essentielle) : température donnée

Yt > to, T ="T(z,t) sur 0"V

e Second type (condition naturelle) : densité de flux entrant
donnée
oT

Vt=to,  q(n)=kyo=qlzt)  sur 0TV

avec

FVAIFV =0, IVUITV =aV
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— Conditions mécaniques
> Une condition initiale vectorielle a divergence nulle est imposée
en cas de probleme instationnaire :

En t = ¢, Vi = Ui i(2) sur V

> Une condition vectorielle est imposée en chaque point de la frontiére :

e Premier type (condition essentielle) : vitesses imposées

YVt > to, v; = vi(x, t) sur O'V

e Second type (condition naturelle) : densité de forces de contact
imposée

vt > to, Ti(n) = —pni+2n(T)d;jn; = 7i(z, t) sur 9"V

avec
ovna'v =1, ovVud'v=0ov

> Conditions mixtes également possibles :

e vitesse normale + densité de forces de contact tangentielle

e vitesse tangentielle 4+ densité de forces de contact normale
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— Cas particuliers (conditions mécaniques)

> Parois solides : collement du fluide visqueux sur la paroi
V; = U; (iL’, t)
(Ui (z,t) est la vitesse de la paroi)

> Frontiéres libres
(frontieres séparant deux fluides, et de forme et de mouvement
inconnus)

e Interface entre deux fluides wvisqueuz, sans tension superfi-
cielle : deuzr conditions vectorielles sont imposées sur l'inter-
face :

— Continuité des vitesses

— Equilibre des forces de contact

M, t) + 77 (@, t) =0

7

ou

o (@t (@, 0) + o7 (2, )nf (2,1) = 0

(continuité de la partie de o;; projetée sur I'une ou 'autre
des normales a I'interface)

e Interface entre un fluide visqueux et un fluide parfait (non
visqueux), sans tension superficielle :
— Continuité des vitesses normales
— Equilibre des forces de contact + force de contact tangen-
tielle nulle

o Interface entre deux fluides avec tension superficielle
Forces supplémentaires (de tension superficielle) a considérer
dans ’équilibre des forces de contact
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Equations de Navier-Stokes

e Hypotheses

— Viscosité 1 indépendante de T’

— Conditions aux frontieres “mécaniques” indépendantes de T'

e Systeme

— Formulation (v;,p)

v Ou\_ O O
P ot J 8$]’ = Pgi (‘)xl na:ﬁjal‘j
et 5
VU
=0
83@
— Remarques
> o2
v
K3 o A 5
Oxj0x; v

donne le laplacien vecteur de v en composantes cartésiennes

> Aw ne s’obtient pas en coordonnées curvilignes en calculant un
laplacien scalaire composante par composante, mais par la rela-
tion

Av=V -Yv=V(V-v) -V x(V xuv)

— Probleme thermique
(a résoudre a posteriori, apres calcul de v; et p)

> Hypotheses
cy, k indépendantes de T

> Equation a résoudre

oT oT 0T
il i— | = 2Ind;id;;
<8t+v8xi> r+ nd]d]+k8mi8xi
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e Equations de Navier-Stokes en coordonnées-composantes cy-
lindriques

%-i- 8vr+%5)vr+ 8%_@
p ot or or r 00 vz 0z T
B Op Uy 2 Ovg
—9"‘5”(%‘72‘72%)

W—H}T 8r+r 80+v2 Bz+ T

) <8v9 Ovg vy Oug Ovg vrv9>

1 0Op
=gy — — — A il
90 708(94r77< ve+r

%4_ avz+%avz+ %
P T ar T a0 Y oz
Op
=Yz — 5 Az
g 8z+77 %
et 19 1ovy 0
Vg v,
car) T i v =0
avec

92 10 1 92 0?2

A = — - _ ~
Or? +7“8r+7“2 892+8z2
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Expérience de cisaillement simple

e Hypotheses

— Fluide situé entre deux plaques.
Plaque inférieure fixe, plaque supérieure se déplagant a la vitesse V

— Probléme non isotherme (modele général)
Plaques adiabatiques

— Pesanteur exercée perpendiculairement aux plaques
e Calcul des champs

— Résolution

> Vitesses

=<
8
no

[v;] =

o O

> Taux de déformation et contraintes

|4
oo, 0o Yoo
[8 =10 0 0
i 00 0]
Voo
) & 0
[dij] = o 00
0 0 0]
-p n(M¥% 0
[oifl= | n(T)% —p 0O
0 0 —p

(champs homogeénes, sauf la pression)

> Reste a déterminer p et T'
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— Analyse du résultat

> Densité de force exercée par la plaque supérieure sur le fluide :

> Décomposition

e composante normale : —pes

e composante tangentielle : n(T)%gl

> Conclusion
o Taux de cisaillement
— =5

= rapprochement angulaire par unité de temps entre deux
segments élémentaires paralleles en ¢ a e1 et e

e Densité de force tangentielle (de cisaillement) exercée sur le
fluide par la plaque supérieure = produit de la viscosité par
le taux de cisaillement

— Solution des équations de champ :

T =T*(t)
p = pg(K(t) — r2)

avec

ar g% (V\?
dt — pey(T*) \ h
et K (t) quelconque (vu l'incompressibilité du fluide)
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— Justification
La conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de
Iénergie sont identiquement satisfaites, pourvu que T' = T™(t) soit
solution de

* 2
pev () - =) ()

De plus,
oT

81‘1' -

(les parois sont bien adiabatiques)

¢ = —k(T) 0

— Remarques

e La fonction K (t) est fixée par la donnée de la force de contact
normale (uniforme) exercée sur la paroi inférieure (ou supérieure)

e La fonction T*(t) est fixée par la donnée d’une température ini-

tiale homogene :
T*(to) = To

— Puissance des efforts internes :

n(T™) (%)2

Il y a échauffement visqueux, car

dr*

0
T
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Ecoulement de Poiseuille entre 2 plans

e Description du probleme
— Données

> Les caractéristiques matérielles du fluide (p,n) (constantes)

> La pression d’entrée py (en fait, on donne la densité de forces de
contact a ’entrée —pon)

> La pression de sortie py, (en fait, on donne la densité de forces de
contact a la sortie —prn)

— Hypotheses

> pas de pesanteur
> écoulement stationnaire

> repere inertiel
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e Résolution

— Hypotheses semi-inverses

V1 = @1(%2)
Vg = V3 = 0
p = p(z1,22)

— Analyse des équations de Navier-Stokes
> Conservation de la masse
00 e .
L= (satisfaite identiquement)

oxy

> Quantité de mouvement suivant z;

oL, op
P( Ul) — - s
1

an—xz ox

ou 55
p .
8331 N ﬂAUl

> Quantité de mouvement suivant xo et x3

0=—2
0x2
0=0 (satisfaite identiquement)

Donc
p = p(z1)
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— Intégration

> Comme
dp d?iy
d$1 n d.ﬁl?%
fonction de z fonction de x2

ces deux fonctions sont égales a une méme constante K

> Détermination de la pression
p=Kxi1+ M

Conditions d’entrée et de sortie :

M = po
KL+ M =pg
Finalement :
p=vVpT1+po
avec

> Détermination des vitesses

_Vp
_2771’

Collement du fluide sur les parois fixes (z2 = +h) :

U1 %—i—Aazg—i-B (K =vp)

A=0
B=_YPp2
2n
Finalement :
o=y (0~ a3)
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e Conclusions

— Décroissance linéaire de la pression avec 1
— Profil parabolique de vitesse

— Débit volume par unité de largeur :

(2h)°
12

h
Q= / 01(x2)dxe = _ VP
—h n
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Ecoulement de Poiseuille dans un cylindre

e Données et hypotheses
Les mémes que précédemment (Poiseuille entre deux plans)

e Résolution

— Hypotheses semi-inverses de résolution
(coordonnées et composantes cylindriques)

— Analyse des équations de Navier-Stokes

> Conservation de la masse

v
=0 (satisfaite identiquement)

0z

> Quantité de mouvement suivant e,

op
0=——
or
Donc
p=p(2)

> Quantité de mouvement suivant eg
0=0 (satisfaite identiquement)

> Quantité de mouvement suivant e,
00, op 0?0, 100,
p(”rar) “@*”(arz o

o _no (o
dz ror r@'r

ou

135



— Intégration

> Comime

dp nd [ do,

' =2 (r

dz rdr \ dr
fonction de z fonction de r

ces deux fonctions sont égales a une méme constante K
> Détermination de la pression

p=\/Pz+Dpo
avec
_ pL — Do

=K
L

V4%
> Détermination des vitesses

d dv, \V4

“ _ VP,

dr dr n

0,(r) = Z—f;rQ +Alnr+ B

Condition de vitesse non infinie en r =0 :

A=0
Condition de collement du fluide sur la paroi en r = R :

Y

2
477R

B =

Finalement :

. 4
0,(r) = —E(R2 —r?)

e Conclusions

— Décroissance linéaire de la pression avec z
— Profil parabolique de vitesse

— Débit volume :
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Ecoulement entre deux cylindres en
rotation (écoulement de Couette)

e Hypotheses

— Les caractéristiques matérielles du fluide (p,n) sont constantes
— L’écoulement est stationnaire
— Il n’y a pas de pesanteur

— Les cylindres (de rayons R; et Rg) tournent autour de leur axe aux
vitesses angulaires Q1 et )9

— Le repere est inertiel

e Résolution

— Hypotheses semi-inverses (coordonnées cylindriques)

v =0, =0
vg = g(r)
p=p(r)

— Analyse des équations de Navier-Stokes
> Conservation de la masse : satisfaite identiquement
> Quantité de mouvement suivant e, : satisfaite identiquement
> Quantité de mouvement suivant e,
02 op
(4)-

> Quantité de mouvement suivant eg

or? ror r2
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— Calcul des vitesses

> Intégration

d?0g  1dig b9 d (1d
ar2 " rdr 72 dr \rdr
Par conséquent
A N B
vg = =1+ —
0 2 r

> Collement du fluide sur les deux cylindres
et B par le systeme

%Rl + % =MR
éRz + R = Qo Ry

— Calcul de la pression

dp _p (A B\
%7(5”7)

pA27"2 B2

et donc

p:

: détermination de A

p
ABInr — —
+p nr 2T2 +p0

(la constante pg dépend de la maniére dont la cavité a été remplie)
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Nombre de Reynolds — Analyse
dimensionnelle

e Mise sous forme adimensionnelle des équations de Navier-Stokes
— Position du probléme
> Hypotheses

e Fluide visqueux newtonien incompressible
e Ecoulement isotherme

e Pas de forces & distance
9i=0

> Identification, pour ’écoulement considéré

e d’une longueur caractéristique L

e d’une vitesse caractéristique V'
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— FEtablissement des équations adimensionnelles
> Définition d’un systéme d’unités particulier li¢ a L et V

e masse : pL3 (en kg)
e longueur : L (en m)
L
e temps : {7 (en sec)
> Autres unités :
e pression : pV?2 (en Pa)
e vitesse : V' (en m/sec)

e masse spécifique : p (en kg/m?)

e viscosité : pV' L (en kg/(m.sec))
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> Apparition des grandeurs adimensionnelles x}, t', v} et p’ :

r; = Lx|
t= ét’
v; = Vug
p=pV?
et p et :
p=pp
n=pVLy
Par conséquent,
pr=1
1
"= Re

ou le nombre (adimensionnel) de Reynolds est défini par

_ pVL
n

Re

> Nouvelles équations (adimensionnelles) obtenues par invariance
dimensionnelle :

o’
v3 _0
o,
avl{ !/ 81}; _ _a_pi + LA/'U,;

ot Y ((91';» Oz Re

)

(A'v] et le laplacien vecteur de v en coordonnées adimension-
nelles)
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— Conclusions

> Interprétation physique de Re

forces “d’inertie” .
dans 1’écoulement

Re ~ . —
fOI’CGS de viscosité

> Re caractérise complétement, & un facteur d’échelle pres, la géo-
métrie de ’écoulement (c.-a-d. la forme des trajectoires des points
matériels)

> Similitude dynamique
Soit des écoulements pour lesquels p, n, L, V sont différents,
mais de Re égal. Il y a similitude des résultats, a un changement
d’échelle pres, pour toutes les grandeurs physiques
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e Application a I’écoulement dans une canalisation cylindrique
— Perte de charge
> Définition en ’absence de forces de masse :

AC =20 PL (en m)
P9

> En général, en hydraulique : travail de frottement par unité de
masse mesuré par la perte de hauteur d’eau équivalente dans le
trongon de canalisation considéré

— Régimes d’écoulement

> Ecoulement laminaire (Re < 2000 & 10000)
L’écoulement de Poiseuille dans un cylindre donne

64 L V?
AC = — — —
Re 2R 2g
ol la vitesse moyenne V est
- Q
V=—
mR2

> Ecoulement turbulent (Re > 2000 & 10000)

e Naissance d’instabilités (écoulement instationnaire)
Dans ce cas, on prend en chaque point la moyenne des vitesses
et de la pression sur un intervalle de temps suffisamment long
Ceci défini un écoulement moyen, qui est stationnaire mais
n’obéit pas aux équations de Navier-Stokes

e Perte de charge en régime laminaire ou turbulent :

AC:f(Re, %) %Z—;

Le facteur de frottement f est représenté sur le diagramme de
Moody en fonction de Re et de la rugosité relative 53 (& est

la rugosité absolue de la paroi)

e Transition a la turbulence pour une géométrie générale :
— soit apparition d’'un écoulement oscillant, puis quasi-pério-
dique, puis chaotique (turbulent)
— soit apparition immédiate d’un écoulement turbulent (tran-
sition brutale)
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Modele du fluide visqueux newtonien
compressible

e Equations de constitution
— Forme générale

> Contraintes
0i; = —pdij + K(p, T)dmm6ij + 2n(p, T)dS;

avec )
dfy = dij — 3 dmm0ij
(dfj a les mémes composantes non diagonales que d;; dans tout

systeme d’axes)

> Fluz de chaleur
oT

¢ = —k(p, T)%

> Energie interne et entropie spécifiques

U=U(p,T)

S =5(p,T)
> Fquation d’état

p=pp,T)

— Consistance avec le second principe
Les fonctions matérielles U, S, p, k, n et k doivent vérifier les relations
suivantes :

> Identité différentielle

pTdS = pdU — %dﬁ

> Inégalités
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e Principales grandeurs physiques associées

— Sens des symboles

Kk : viscosité de volume (NB : hypothese de Stokes : k = 0)
n : viscosité de cisaillement
k . conductivité thermique

Dans la pratique on a toujours :
k>0, n>0
— Autres grandeurs utiles
> Enthalpie spécifique

H=H<p,T>=U+§

avec

pTdS = pdH — dp

> On définit aussi

F = U-TS : énergie libre spécifique (de Helmholtz)
G = H-TS : enthalpie libre, ou énergie libre de Gibbs
cp = 8_17{‘1) : chaleur spécifique a pression constante

cy = %| P : chaleur spécifique a volume constant

(obtenue en exprimant U en fonction de T et p)

e Formulation du probléeme en vitesses, pression, température

— Il suffit d’injecter les équations de constitution dans les équations de
conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de 1’énergie
pour obtenir un systeme de 5 équations a 5 inconnues

— Les conditions initiales et aux frontieres sont similaires & celles du
modele incompressible et indilatable, mais il faut ajouter la donnée
initiale du champ de pression, en cas de probléeme instationnaire, ainsi
que la donnée de la pression sur toute section d’entrée du fluide
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Chapitre 6

Approximation du fluide
parfait
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L’approximation du fluide parfait

e Etablissement du modele
— Fluide parfait incompressible

> Partant d’un fluide visqueux newtonien incompressible a visco-
sité constante, on prend les équations adimensionalisées et on
considere un Re tres grand, sans pour autant qu’il n’y ait ap-
parition de turbulence. Les termes d’inertie et de pesanteur sont
supposés étre du méme ordre de grandeur

> L’approximation consiste a faire Re — oo dans les équations qui,
sous forme dimensionnelle, prennent la forme asymptotique

Ov; —
o = 0
Ov; Ov; _ 0,
P(a”t +vja’;j) = o TPYi
(équations d’Euler)

> Tout se passe comme si

e la viscosité était nulle (n = 0)

e et 0, = —pd;; (approximation des contraintes par le modele
du fluide parfait)
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— Fluide parfait compressible barotrope
> On suppose

e que l'écoulement est uniforme & l’infini amont (c’est le plus
souvent le cas pour 1’écoulement autour d’un profil)

e qu'il n’y a pas d’apports externes de chaleur (r = 0)

e que Re est trés grand, sans qu’il n’y ait cependant turbulence

> Raisonnement esquissé
e Si Re est tres grand, alors généralement le nombre de Péclet
(Pe), qui est I’équivalent de Re dans I’équation d’énergie, est
aussi tres grand :

p pLVC, flux de chaleur par transport
e = ~

k flux de chaleur par conduction

La conduction thermique est alors négligeable et I’écoulement
est essentiellement adiabatique

e Comme Re est grand, la viscosité a un effet négligeable ; comme
Pe est grand, la conduction de chaleur est négligeable. Des
lors, les transformations subies par le fluide sont réversibles,
et I’écoulement est isentropique sur chaque trajectoire :

DS
2 _0
Dt
e Comme ’écoulement est uniforme a l'infini amont, S est la
méme sur toutes les trajectoires

L’écoulement est alors globalement isentropique, ou homen-
tropique (S = K constante)

148



e Puisque

S(p,T)=K

alors on peut exprimer la température en fonction de la pres-
sion et vice-versa :

T=T"p) e p=p(T)

De méme, comme

p=ppT)
on trouve
p=p(p)
et aussi
p=7p"(p)

On parle de fluide barotrope lorsqu’on peut exprimer ainsi la
pression en fonction de la masse volumique (on devrait en fait
parler d’écoulement barotrope)

Calcul de l’enthalpie spécifique
Comme

pTdS =pdH —dp =0
on obtient (& une constante pres)

e[

avec
dH* 1

dp  p*(p)
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> Cas du gaz idéal a chaleurs massiques constantes :
p = pRT

et c
U =c,T, H = ¢,T, y=-2=

Cy

On trouve )
Y
T=c"p~

e

p = clte. 7=

1

p= Ctte'p;
p= Ctte.p'y
H = cme.pv__1

— En géneral, on a donc les résultats suivants

pour le fluide parfait incompressible
pour le fluide parfait barotrope

> Les contraintes sécrivent
0ij = —Ddij
> La masse spécifique a la forme
p=p"(p)

> On a aussi, pour 'enthalpie spécifique,

H = H*(p)
avec

dH* 1

dp  p*(p)
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e Equations de champ

— Hypotheses
Fluide parfait barotrope ou incompressible, avec des forces de masse
dérivant d’un potentiel W (z;) :

o
9i = o

— Formulation vitesses-pression du probleme
> Conservation locale de la masse

Dp  Ovi
Dt P

=0
81’i

ou
1 dp* Dp ov; 0

E dp Dt = Ox;

> Conservation locale de la quantité de mouvement
(en repere inertiel)

Du; 1 op oW

Dt N Eaxl B 695@

ou D P
Uj
=——(H+W
Dt 6.%'1 ( + )

H=H" (p(e)(xi,t)>

— Conditions aux frontieres

> Conditions initiales (probleme instationnaire)
Les vitesses v; sont données sur tout le domaine en ¢ = t3. La
pression p est donnée sur tout le domaine en t = ty dans le cas
compressible

> Sur une paroi rigide
Le fluide parfait glisse sans frottement :

(Ui - V;)nl =0
(o V; est la vitesse de la paroi)

> Sur une frontiére libre
Conditions plus compliquées
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e Théoremes
— Hypothéses générales

> Fluide parfait
> Fluide barotrope ou incompressible

> Forces de masse dérivant d’un potentiel W (x;)

— Evolution du taux de rotation

> Premiére formulation

D (8 _ou (2
Dt \ p _8xj p

. 1 Ovy,
Q; = igijk%j

(taux de rotation)

> Seconde formulation
Avec Ry = R(tp), si, pour chaque point matériel, on désigne par

. 0 . .
Q et pO les valeurs de Q et p en t = tg, et si le mouvement est
l
Ty = :L'g )(Xj7t)

alors, pour chaque point matériel,

0. ol

g Fij_é

P P

ou "
or)
Fij = %

0X;

est le gradient de déformation

> Interprétation : un vecteur matériel élémentaire se transforme de
Ro = R(to) & R(t) suivant la loi

dxi = Fz]de

de sorte que £ se transforme de Ry & R(t) comme un vecteur
matériel élémentaire
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— Ecoulements irrotationnels

> Si un écoulement est irrotationnel & un endroit & un instant
donné, il le reste a tout instant sur la trajectoire du point matériel
associé

> Si un écoulement est partout irrotationnel a un instant donné, il
le reste a tout instant

> En particulier, les écoulements uniformes & 'infini amont sont
irrotationnels (sous les hypotheses faites)

> NB : potentiel des vitesses
Pour un écoulement irrotationnel, on peut toujours écrire

_ 99
N 81‘Z

(%
(out ¢ est appelé le potentiel des vitesses)

— Premier théoreme de Bernoulli
Pour un écoulement stationnaire,

—Q;_J +H+W ="

sur chaque ligne de courant

— Second théoreme de Bernoulli
Pour un écoulement irrotationnel,
0p v-v

=4+ H = F
6t+2+ + W (t)

(cette expression est donc fonction du temps seulement)

— Théoreme de Kelvin
La circulation des vitesses I'(t), sur une courbe matérielle fermée
quelconque C(t), ne dépend pas du temps

d

circulation

’Ul'dl‘i =0
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Chapitre 1

Introduction, concepts de base,
calculs tensoriels



Démonstration 1.1 Signification des composantes du tenseur des vitesses de
déformation

a) Lemme

En un point (z;) de R(f), on trace un vecteur matériel élémentaire (dz;). Alors, en se
limitant aux termes d’ordre 1 séparément en dz; et dt, ce vecteur matériel élémentaire
devient approximativement, dans R(¢ + dt), le vecteur :

/ v

En effet, le déplacement approximatif de (z;) est (v; t), tandis que celui de (x; + dz;)

est (v;+ g;’] dx;)dt, puisque la vitesse de (x;+dx;) est, au premier ordre pres, (v;+ g;’j dx;).

Il suffit ensuite de calculer vectoriellement 0.

® (€ SE)

F1a. 1.1 — évolution d’un vecteur aux instants suivant (t)

b) Interprétation de d;;, composante diagonale de d;;
On prend un vecteur matériel ds(t) parallele a e; au temps t. En notant
d0s = [|0s(t)]]
0" = |lds

on a

et, suivant (1.1),

v s 5t, 0va 5. 5t, Ovs
3x1

0s ot .
axl 6$1 N

ozt = s +



t
- e — — —

Y

Fic. 1.2 — Interprétation d'une composante diagonale du tenseur des vitesses de
déformation

Le carré de la longueur de (d2}) est donc

vy Ovs Ovs
857 = (65 + =05 0t)* + (=065 6t)* + (=05 0t)?
s (S+8x18 )+(8x18 )+<8x18 )
=§s° + 28—;}_1(532& + termes d’ordre supérieur
1

= 05*(1 + 2d;,6t) + termes d’ordre supérieur .

En effet,

diu=5—

8:61 ’

La racine carré de (1 + 2d110t) est (1 + dy16t) & des termes d’ordre §t* pres. Pour le
voir, il suffit de faire le carré en sens inverse. On a donc

08" = 0s(1 + dy10t) + ...
Alinsi,
S E
T gsot
et il suffit de passer a la limite pour prouver la formule.

e L ds(t+6t) — as(t)
diy = dyy (@, 1) = 55(})1’13H0 ds(t)ot

La composante dy; de d;; est I'allongement relatif par unité de temps d’un segment
élémentaire de matiere qui au temps ¢ est parallele a e;.



c) Interprétation de d;2, composante non diagonale de d;;

On prend cette fois deux vecteurs ds et 05, avec les notations

o0s = [[0s(t)]]
os' = ||os(t + ot)]|
55 = [los(o)
os' = |[05(t + ot)]|
A
AI g \ :.f 4\} B
/754, (5B
C - ey ‘.H,"‘{J £ (k4 SE)
4 i

Fi1G. 1.3 — Interprétation d’'une composante non-diagonale du tenseur des vitesses de
déformation

Des lors,

(0x;) = (ds,0,0) (parallele a e; dans R(t))
(0y;) = (0,05,0) (parallele a e, dans R(t))

Alors, suivant (1.1),

(02f) = (Os+ Git0s ot, 5205 Ot, 5205 Ot)
(6y) = (52656t 65 + 3268 6t, 5405 ot)

et donc, le produit scalaire de (dz}) et (dy;) vaut

0 0
oz} 0y = (8_::1 + 8—?)53 §S 0t + termes d’ordre supérieur
2 1

En effet,

Ce méme produit scalaire vaut aussi (1.3) :
81 8y, = 65’ 65’ cos (g — 01t + 525))
= §s (14 dy10t) 05 (1 + dopdt) sin <5¢12(t + 5t)> +.
= 0808 0¢12(t + t) + termes d’ordre supérieur

Comparant les deux expressions du produit scalaire, il vient 2d190t = d¢12(t+t) +. ..
et donc, la formule cherchée s’obtient par passage a la limite.



Démonstration 1.2 Invariance

a) Produit tensoriel
On a, pour un changement d’axes fixes I'un par rapport a 'autre,

{ Uy = QU
A

Ui = CLijUj .

Des lors, en prenant garde aux indices muets, on trouve par multiplication membre a

membre :

w; U = Qi U G5 U = Qi a ug v (formule cherchée).

produit  tensoriel
Ui, Vj ﬂj = UVj

E] %3
/
AJ Ty =T, Al lA
/ / ! !,/
% Uj, V; T} = wv;

produit  tensoriel

T

)

FiG. 1.4 — Invariance du produit tensoriel et de la trace

b) Contraction
! ) ) PR Bl
On a Wi; = Qi Gj Wy POUr UN changement d’axes fixes I'un par rapport a l'autre.

Donc,

Wy = Qg Q) Wi = Okt Wiy

= Wi = w;; (formule cherchée).

En effet, puisque [a;;] est orthogonale, a;x a;; = g

c) Autres opérations

Meéme type de démonstration.

0s gradient 811)]'

gradient 8$z 3% )
A
/ JA A JA
(5@'
gmdm 0s’' , ow; Q A

- 7 w
81’; ? gradient 81‘;

S§=S

Fic. 1.5 — Invariance du gradient d'un scalaire et d'un vecteur - Tenseur idéentité et
pseudo-tenseur de permutation (pour &;;x, det(A) = +1)



Démonstration 1.3 Caractere pseudo-tensoriel et propriétés de ¢;;y,

a) Caractere pseudo-tensoriel de ¢y,

On peut observer que ¢;;;, est donné par le déterminant

oj1 052 0;
k1 k2 Oks

En effet, si deux indices, au moins, sont égaux, la matrice a deux lignes égales et son
déterminant est nul. Par contre, si tous les indices sont différents deux a deux, la matrice
est obtenue par permutation paire ou impaire des lignes de la matrice identité [d;;]. Son
déterminant vaut alors +1 ou —1 suivant les cas.

Ensuite, le tenseur dont les composantes sont ¢;;;, dans le repere (0, €’;), a pour com-
posantes dans le repere (0, ¢’;) :

on O O3
;1 Ajm Akn €lmn = Q41 Ajm Akn 5m1 5m2 5m3
5711 5712 5713

Qi1 Q2 Q43
=1 a1 Q52 0453

Qg1 Qg2 Qg3
= €ijk det (alm)

= €1 (lorsque det(ap,) = 1).

Le passage de la premiere ligne a la deuxieme se fait par multiplication, avec sommation
sur [, de la 1*® ligne de la matrice par a;;, puis de la 2° ligne par aj,, et de la 3° par ag,.

Remarque : si deux indices sont égaux, le déterminant est nul; si tous le indices sont
différents, on doit regarder s’ils forment une permutation paire ou impaire de (1,2, 3).

En général, on se limitera, désormais, a des reperes d’orientation directe. Des lors,
det(aim) =1 et €, conserve ses composantes lors du changement de base.

b) Relations

On observe que

01 iz Oz || Ou O1m O1n
€ijk €lmn = 5j1 5j2 5j3 0o O2m 02y
Okt Ok2 O3 || 03t O3m O3n
it Oim  Oin
=101 Ojm Ojn | (déterminant d'un produit)
6kl 5km 5kn




Des lors,

di  Oi  0;
€ijm €klm = 5]’ 5]‘ 5]'
5mk‘ 5ml 5mm
dj 0, dit  Ou dir. 0
:(51 J J _5m 5mm
S Ot | O] G G +\3/ S O
IR dit  0; di 0
_‘% 0; _‘@' djt +3‘5j 0;
dit  Oal
—(—1—-1+3
( )‘ O Oji
| O O
IR

c¢) Correspondance biunivoque entre un tenseur antisymétrique et un vecteur

Soit w;; antisymétrique et 2; = %eijkwkj. Alors,

1

—€iikS % = —€ijk 5 Cktm Wit
1
= —5 €ijk €lmk Wml
et
1 (Sil 5zm
—€iiS e = —3 ‘ 5 6, Wini
1
~ 75 (0i1 Ojm — Oim 0j1) Wi
1
= —5(wji —wyy)
=w;; (par antisymétrie de w;;).
Soit, réciproquement, un vecteur €); et w;; = —¢; Y. Alors,
1 1
SCikWhi = —3 Eijk €hjl 9
1
= 5 €ijk €ljk ]
1
—Q

10



Démonstration 1.4 Interprétation des composantes du vecteur taux de rota-
tion

On considere la représentation eulérienne du champ de vitesse, v; = vl(e) (x,t), pour
les points P et () de coordonnées (z;) et (z; + 0z;).

Alors, par développement jusqu’au ler ordre :

‘ ‘ v,
vi( )(azj +dxj,t) = Ui( )(a:j,t) + 6;- (g, t)0z; + ...

J
v (z;,t) + (d§§)(xk, t) + wi(;)(xk,t))(hj e

(vu la définition de d;; et wz(;))

Donc, en abrégeant les notations :

vi(Q,t) —vi(P,t) = di(Pt)ox; + wij(P,t)dz; + ...
i (Pot)oxy — e Qu(Pyt)oz; + . ..

(le vecteur (), est associé au tenseur antisymétrique w;;)
= dij(P,t)0x; + €y Qj(P7 o + ...

(par permutation, puis échange de j et k)

d
d

Finalement, en considérant un vecteur infinitésimal dz,
0(Q,t) —v(P,t) = d(P,t) - da + QP ) x da

— Le terme d(P;t) - dz est di a la vitesse de déformation de la matiére voisine de P,
par interprétation de d;;.

— Le terme Q(P,t) x dz traduit une rotation autour de I'axe passant par P et dont la

direction est le vecteur unitaire g cette rotation étant de vitesse angulaire ||Q]|.

Des lors, © s’interprete bien comme une vitesse (ou un taux) de rotation local(e), qui
se superpose a la vitesse de déformation locale.

11



Chapitre 2

Cinématique
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Démonstration 2.1 Théoréme du transport (Reynolds) - Cas scalaire

a) Premier Enoncé

R

o

Passage a la représentation

lagrangienne
Z; - xz(l) (XA> t)
AV = J(Xa,t)dV,

Fi1c. 2.1 — Théoreme du tranport — Reynolds

On passe en représentation lagrangienne, en se servant de la représentation lagran-
!
gienne du mouvement x; = :v( )(X 4,t)

Itt) = / 19 e t) av
t
— /f<e( D (X4t ),t)JdVO
Vo
Q)
ou J = det(?ﬁg

'A> est le déterminant du gradient de déformation, c.-a-d. le jacobien

de la transformation xl(-l)

élémentaires :

qui applique Vg sur V(t), avec évidemment pour les volumes

v = JdVy

Ainsi, en représentation lagrangienne, on a
It) = | fOXa,t)J dVi

Vo
ay [ (o0, 0
ot a /VO( ot >dV°’

par dérivation sous le signe d’intégration, ce qui est licite puisque Vj ne dépend pas de t.
On calcule 22, avec J = det(Fj4). Pour cela, on note que

8t’

J = det(F, Z F;a.cofacteur(F;4) (pour i quelconque fixé)

On a utilisé ici le fait que le déterminant d’'une matrice est la somme des produits des
éléments d’'une ligne quelconque par les cofacteurs correspondants.

13



Par conséquent, comme F;4 n’intervient que dans le terme F4 . cofacteur(F;4) et, de plus,
n'intervient pas dans cofacteur(F;a),

oJ
oF. cofacteur(F;4)
= JF,;} (formule de 'inverse d'une matrice)
Ensuite,
0J _ 0J 0Fia _ ool
ot OFa ot " A 09X,
parce que
OF 0 (02N 0 (oa"\  oul
ot ot\0Xa) 0Xa\ Ot ) 0Xa
De plus,
po1 OX0 90X,
Ai 8302 391:1 ’
en notant les relations réciproques de x; = xgl) (X4,t) sous la forme X, = XS)(xi, t) ou
XA = XA(.Q?i,t).
Finalement,
0 _ ou” oxy
ot " 0Xa Ox
o'
B ox;

(en repassant en représentation
eulérienne anticipativement)

En mettant tout ensemble, il vient
dI(t) ofW ov'®
— = —J Og=—_ ) avj.
dt /VO ( ar 7 or; 0
af®

On repasse partout en représentation eulérienne, en observant que =5— est la dérivée
matérielle de f, notée %{ dans toutes les représentations. Par conséquent :

dI(t) Df© ., 0u°
— = “—— | dV.

b) Second et troisieme énoncés

En développant la formule précédente, on trouve

are) _ / (5f 9 02 +f<e>5”i(e)) %
V()

dt ot ‘Oz Ox;

af(e) o © )
— + FOuN ) av

14




et, en appliquant le théoreme de Green,

dI(t (e)
ditt) _ / O v + Fvn,; ds
dt v Ot av (1)

c¢) Quatriéme énoncé

Pour le démontrer, on se sert de la forme locale de la loi de conservation de la masse, qui

elle-méme se démontrera plus tard a ’aide du premier énoncé du théoreme de transport :
D ov;

_p _I_ p 4 — 0

Si

on trouve

(simplification par conservation locale de la masse)

15



Chapitre 3

Dynamique
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Démonstration 3.1 Les lois de conservation sont vérifiées dans tout repere
inertiel si elles le sont dans I'un d’entre eux

On fait les démonstrations pour la conservation de la masse, de la quantité de mou-

vement et du moment de la quantité de mouvement. La méthode est la méme pour la
conservation de I'énergie.

— D’abord,
M = / P9 (), t) dV
V(t)

= / Pz, t) dV = M
V()

En effet, o' (2! t) et p(®(z;,t) sont égaux, car p est objectif puisque la masse
Spéciﬁque en un p01nt ne dépend pas du mouvement du repere.
Donc 4L et M gsont nuls en méme temps.

— Ensuite,

Pt) = / pv dV (notation concise)

V(t)

= [ pw-w)av
V(t)

= P(t) -y M

Des lors, par définition de z,,(t),

N'(t) = N(t) = 00'(t) x P(t) = M z,,(t) x vy + M OO'(t) x v,

17



— Par ailleurs, on calcule facilement les forces et leur moments en tenant compte du
fait que les vecteur g et 7(n) ne dépendent pas du mouvement du repere :

FUt) = /()p’g’dV = /()pg v = Ft)
V(t V(t

F0 = [ s = [z ds == £
oV (¢) oV (¢)
ML) = /V . z' x plg'dV = v (z — 00'(t)) x pg dV
— M(1) - 00'(1) x FU(t)
s = Exrmas = [ @ 000) <z ds
— Me(t) - 00'(1) x (1)

— Mettant tout cela ensemble et tenant compte de 'hypothese de reperes inertiels et

dOO'(t o
de ce que 4001 Vg, 1l vient :

dt

dp'(t) _ dP(t) _ FUt) + Fo(t) = Ft) + F(t)

dt a =
et, de meme,
dN'(t) _ dN(t) / dP(t) dz,, ()
= g QX PE) - 001(t) x == = M= X v+ Mugx T,
Mais
dz,, (t) d
— = — dv
M= dt Jy ™
Dz N .
= / p—dV (théoreme du transport, variante 4.)
V(t) Dt
Dz
= P(t) (car i v)
Donc, finalement :
dM’(t) d c / d ! c
T = M)+ M) — upxP(T) - 00'(1) x FU(t) — 00'(t) x E7(t)
_p 7,

= M"(t) + M"“(1)

18



Démonstration 3.2 Formes locales des lois de conservation

Fi1G. 3.1 — Formes locales des lois de conservation : mise en évidence des effets exercés
dans un volume matériel et a sa frontiere.

a) Conservation de la masse
(a) Par hypothese, on suppose que, pour tout volume matériel V'(¢), on a :

d
— pdV = 0.
dt Jy

Par le théoreme de transport de Reynolds (variante 1, seule démontrée a ce stade), il
vient :

D
W), [ (T )V =0
V(t)

Cette intégrale est nulle pour tout volume d’intégration. Si I'intégrand est continu (ou
méme seulement continu par morceaux, mais borné), il doit étre nul partout (ou du
moins en tout point de continuité).

Par conséquent :

=P :
Dt -

(b) Réciproquement, si

on peut remonter jusqu’a la conservation de la masse globale en appliquant le théoreme
de Reynolds a ’envers.
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(c) La variante 4 du théoreme de Reynolds est alors établie a partir de la variante 1, en
posant f = p g et en développant.

b) Conservation de la quantité de mouvement

(a) Par hypothese, pour tout volume matériel V' (¢), dans un certain (et donc pour tout)
repere inertiel, on a :

d
— pde:/ png+/ 7(n) dS.
dt Jy s vy v (t)

Appliquant la variante 4 du théoreme de transport de Reynolds, on trouve :

W), /V i p(ZE—gyav = /a T dS (3.1)

(b) Mise en évidence de g .

On prend un volume matériel particulier (fig 3.2). Celui-ci est, au temps ¢ précis, un
tétraedre rectangle

— de base AS, dont la normale sortante est n;

— de hauteur Ah et donc de volume AV =

— de sommet P situé au point (z;) précis;

— de faces latérales AS; = n; AS, de normales sortantes (—e;).

h AS;

1
3

td - £
; v
IAS -
As, | /T
’ B O s
& L A—
v
> > _
F1G. 3.2 — Formes locales des lois de conservation :
établissement des relations : 7;,(n) = 0j; n; et q(n) = —qin; .

Il est clair qu’aux autres instants, ce méme volume matériel peut avoir bougé et ne
plus étre un tétraedre rectangle.

La conservation de la quantité de mouvement de ce volume matériel au temps t précis
s’écrit par (3.1) :
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Dv i
— —g dV:/ 7(n)dS + / 7(—e;) dS.
/V(t)mm v =[ swas+d [ s

Par composantes, on trouve en notation indicée :

DUZ' 5
p — g dV:/ Ti(n) dS + / Ti(—e;) dS.
/m (B~ av= [ mw Z o)

On applique le théoreme de la moyenne sur AV, sur AS et sur chacun des AS;. Les
intégrands sont continus par hypothese. Chaque intégrale est alors égale a une valeur
moyenne de 'intégrand sur son domaine d’intégration, multipliée par le volume ou
'aire d’intégration (cette valeur moyenne étant obtenue en prenant 'intégrand en un
certain point de ce domaine).

Par conséquent, en désignant les moyennes par une — |

Py

Simplifiant par AS # 0 et utilisant le principe de 'action et de la réaction (7;(—e;) =

).} AhAS) = 7(m) AS 4 H(—c)).(n; AS)  (jmner).

—7i(e;)), il vient :

_ Dy, 1 _ _

plpy —9i)-(3 8h) =Ti(n) —Ti(eg) ny -

Cette relation est vraie pour tout volume matériel du type choisi. On peut donc faire
tendre la hauteur Ah vers 0. Les moyennes tendent alors toutes vers les valeurs des
champs en (z;,t) précis.

A la limite, il vient donc

0= Ti(e)<l‘k,t,ﬂ) — i(e)(:ck,t, ej)n; .

Rappelant la définition de o;; = 7'](6) (wk,t,e;) , on a donc

Ti(e) (g, t,n) = Uj(f)(l’k,t) n; .

Pour rappel : 0;; est la composante selon e; de la densité de force de contact exercée
sur une facette de normale sortante e;

On repart alors de ’équation (3.1) pour un volume matériel quelconque, tenant
compte de ce que 7;(n) = oji nj. Par composante, on trouve :

D’Ui
P —g;)dV = / ojin;dS
/V(t) ( Dt ) v

_ [ Dy
V(¢) a.Tj

(par application du théoréeme de Green).
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Regroupant les intégrales, on a donc

. Dv; doj; _
VYV (t), V repere inertiel ,/V(t) p <( Dt gi> — 8_:103> av =0

et I'intégrand est donc nul en tout point de continuité.

Réciproquement, il suffit d’appliquer les théoremes de Reynolds et de Green a I’envers,
en tenant compte de la conservation de la masse, pour remonter jusqu’a la conservation
globale de la quantité de mouvement.

Conservation du moment de la quantité de mouvement

Par hypothese, pour tout volume matériel V' (¢), dans un certain (et donc pour tout)
repere inertiel, on a :

d
— szyﬂ“:/ QngﬂW+/) x x 1(n)dS
dt Jy 0 = oV ()

soit

d
—/ Gijk Ll'j P Vg dV = / Eijk CCJ' P gk dV-'-/ Eijk .%'j Tk(ﬂ) dS
dt Jy s V() v (t)

On sait par conservation de la quantité de mouvement que 74 (n) = oy n;. On applique
les théoremes de Reynolds et de Green en tenant compte de ce que €;;;, est constant,
ce qui donne :

D 0
p €ijie (5 (%5 vk) — =5 gk dV:/ €ijk 7
/\/(t) J (Dt( J ) J ) 0 J 8$l

ou encore, en regroupant les intégrales et en tenant compte de ce que

(xj Ulk) dV

Dax
e Vj et

oz, Dt
T = it
ka 80'lk
/V(t)[p €iji (vj vk + Tipy — Y Gr) — €ijie (051 o + 5 8_331) | dV =0.
Cependant,
€k vj v = (L xv); = 0
ka 8olk
t ez (P — g — Dy
et et (P —pok— 5 o) = 0

(conservation locale de la quantité de mouvement).

Il reste alors : V V(t),V repere inertiel ,

/ €ijk Ojk dV =0
V(t)

et I'intégrand est donc nul en tout point de continuité :
V(z,t), €jr o =0

ou, en développant,
A (&, t) y Oji = Oij.

Réciproquement, il suffit d’appliquer les théoremes de Reynolds et de Green a I'envers
en tenant compte de la conservation de la masse et de la quantité de mouvement pour
remonter jusqu’a la conservation globale du moment de la quantité de mouvement.
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d)
()

Forme locale de la loi de conservation de 1’énergie
Développement préliminaire.

Par hypothese,

e VV(t) (volume matériel)
e dans un certain (et donc pour tout) repeére inertiel,

dK(t) | dU(t) 4 . ) )
o T = DN+ P+ Q) + Q)

ou encore :

d .
) (E + U) AV = / pg-de—i—/ z(n)-yds+/ rdV+/ ¢(n) dS,
dt Jy s 2 0 av(t) 0 av(t)

soit, en appliquant le théoreme de Reynolds, en tenant compte de ce que 7;(n) = oj;n;
et en appliquant le théoreme de Green :

D V;U; 8
P +U dV:/ (pgivi—l——a-ivi —|—7") dV+/ q(n)dS
/V(t) Dt( 2 ) V(t) 8%'( i) v (t) @)

ou encore, en regroupant les intégrales :

Dv, DU 00;; v,
P vi——i-——gwi)——J"Uz'—(f'i——r>dv:/ q(n) dS.

D’une part, on a, par conservation locale de la quantité de mouvement,

DUZ' aO'ji 0
Vi Y UV =

D’autre part, par conservation du moment de la quantité de mouvement,

v v
Ot = gt (01 = 03))
"0z T 0x; J J
j j
dv; . , N
= iy (échange de i et j a gauche)
1 [0v;  0Ov,
= Ty (8_;)] + 82) (moyenne des 2 lignes)
= 0ijdi

Ainsi, on trouve V V (¢) :

DU
/ (P— — o5 — 7") dV = / q(n)dS (3.2)
v \ Dt oV ()

Premiere étape : mise en évidence de gq.

On prend un volume matériel particulier (3.2) comme pour la conservation de la
quantité de mouvement (tétraedre rectangle qui, au temps ¢, a pour sommet x;, pour
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base AS de normale n, et pour hauteur Ah).
La conservation de ’énergie de ce volume matériel au temps t s’écrit, par (3.2) :

/A 5 q(—¢,;)dS

3

DU /
— —0;idi; — 1 | dV = q(n)dS +
fo, (o7 —owts=r)av = [ atwyas+ 3

i=1

On applique de nouveau le théoreme de la moyenne :

DU — 1
(ﬁf[t] — 055 dij — r) : (g Ah AS) =q(n)AS +q(—¢;) - n;AS (i muet)
Passant a la limite Ah — 0 apres simplification par AS, il vient, en tenant compte
de ce que q¢(—¢;) = —q(e;) :

0= q(E)(xka t?ﬂ) - q(E)('T’ﬁ tﬁgz)nl

Rappelant la définition de ¢; = —¢'® (24,1, ¢;), on a donc ¢\ (x4, t,n) = —qi(e) (g, t)n;.
Deuxieéme étape : pour un volume matériel quelconque.

On repart alors de (3.2) pour un volume matériel quelconque, en tenant compte de
ce que ¢(n) = —¢;n;, ce qui donne :

D
vy \ Dt oV (1)

= — 04; dVv (Théoreme de Green)
vi(r) 0%

Regroupant les intégrales, on a donc YV (t), V repere inertiel,

DU 8q2-
—  oydy — AV =
/v(t) <p Dr 0i;d;; T+axi> V=0

et I'intégrand est nul en tout point de continuité.

Développement inverse.

Réciproquement, il suffit d’appliquer Reynolds et Green a I’envers en tenant compte
de toutes les autres lois de conservation locales pour remonter jusqu’a la conservation
globale de l’énergie.
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Démonstration 3.3 Théoreme de |'énergie cinétique

On part, dans un repere inertiel, de la forme locale de la conservation de la quantité
de mouvement multipliée par v; :

DUZ‘ 8Uji 0
Ui — PYi — =
PDr P o

ou

D <Uﬂj,’) a<0'jﬂ}¢> 4 avi 0
= — PUigi — Dy
th 2 g aﬂfj 7 8L€j

On inteégre sur un volume matériel V(¢) quelconque en rappelant que ajigT”; = 0d;5 :

D V;U; (9(ajz-vi)
[/(t) <th < 2 ) Pgiv 8% + U] J

On applique a 'envers le théoreme de Reynolds au premier terme et le théoreme de Green
au troisiecme terme :

d V;U;

—_ P dV — / pgledV — / invmde + / O'Z'jdijdv =0
dt Jy@' 2 0 av (1) 0

L’égalité est vérifiée VYV (¢) dans un repere inertiel quelconque et il ne reste qu’a tenir
compte de ce que 7;,(n) = o;in;.
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Démonstration 3.4 Thermodynamique des milieux continus - Forme locale

* Par hypothese, V V(t) (volume matériel),

%Et) > RY(t) + R(t)

ou

d r q(n)
2 psav 2/ —dV+/ 1) g
dt Jy vy T ovie T

* La premiere expression de la forme locale s’obtient en appliquant Reynolds et Green
a la forme globale :

DS r 9 (G
VVt,/ —dVZ/ —dV—/ =) dv
( ) V(t) P Dt V(t) T V(t) 81’2 (T)

En regroupant les intégrales, on trouve en tout point de continuité :

DS r n 1 dg; 1 or >0
P Dt T T@a:l T2 e 8@ -
* L’inégalité de Clausius-Duhem s’obtient en multipliant 'inégalité précédente par
T > 0 et en retranchant du résultat la loi locale de conservation de I’énergie

T i

0,

ce qui donne une inégalité de méme sens.
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Démonstration 3.5 Petits déplacements : propriétés

R, & (t)

Fic. 3.3 — Vecteur déplacement

a) Représentations lagrangienne et eulérienne des champs confondues

On a toujours
e l
sOX;.1) = s @) (0,0, (1)

(passage de la représentation eulérienne a la représentation lagrangienne)

La relation,
€T; :Il(l)(XJ,t> :Xz‘i‘ugl)(vat)? (2)
montre que,
0s'©)

sO(X,1) = 8O+ (X, 1),0) = s (1) + (X, 0 (0. 4) + ...
Z;

(développement au premier ordre en €)

Comme ugl)(Xj,t) = O(e) avec € < 1, il ne reste que s (X; t) = s(X; ¢). On peut
donc remplacer les x; par les X; sans faire d’erreur dans la représentation des champs.

b) Dérivées partielles indifféremment faites par rapport aux coordonnées
lagrangiennes ou eulériennes

On a "

9s® Os®) ors

— (X 1) = S (@, 1)

(let)'

1) (fonction composée), en notant x; = ml(l) (X, t).
2), on trouve

par dérivation de (
Par dérivation de (
oz 0X;

(9u(-l)
X, 1) = J
0X,; (X, 1) +

0X; 0X;

(Xk,t) = 055 + O(e) (e < 1).
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On a donc " © ©
ds 0s'° 0s'®
X, t) = 1)+ ... =2 x,t).
6Xi(k) 8$j(l)w axi(l)
On peut ensuite remplacer X, par x; et vice-versa.
Ceci montre que les dérivées partielles en représentation eulérienne et lagrangienne sont

les mémes.

c) Calcul des dérivées matérielles par dérivation partielle temporelle

On a
Ds(©) ; 85(6)( N+ 83(6)( n
x;,t) = —=(x; vi— (x4, 1).
Dt 7 ot Ox; 7

e .
avec v; = vi( ) = —%?

On passe provisoirement en représentation lagrangienne :

(la vitesse est la dérivée matériuelle de la position).

=D 0 = 0 - 2 — 0 <)
V; = Dt i U, Js = 8t i U, I = 615 j = € € .

Au premier ordre pres, on a donc

Ds(® ds'e)
X ) = L),
Dt ( 7 ) 62(: (x]7 )

Les dérivées matérielles et partielles sont donc confondues lorsqu’on est en petits
déplacements.
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Démonstration 3.6 Déformations et rotations infinitésimales : interprétation

AT

F1G. 3.4 — Interprétation du tenseur des gradients de déformation

a) Introduction des tenseurs de déformations de Lagrange et d’Euler

Avant de faire la démonstration, il faut introduire les tenseurs de déformations de
Lagrange et d’Euler.

Pour clarifier les choses, on repasse d’abord en grandes déformations (on ne parle donc
plus de petits déplacements).
En toute généralité, on a

T, = xy)(XA,t)
dv; = FU(Xp,t) dX4

®
ol F}Q(X B,t) = Z?A est le gradient de déformation, qui comprend a la fois déformation

et rotation. On voudrait en fait en extraire la déformation seulement.

On voit qu’on peut obtenir seulement la déformation de deux manieres différentes : soit
en effectuant la différence des carrés des longueurs finales et initiales de dx; et dX 4, soit
en effectuant la différence des produits scalaires entre dz; et dy;, d’'une part, et dX4 et
dYy,, d’autre part :

dridr; — dX 2dX 4 = ds(t))* — dS* (# ce des carrés des longueurs)
= FiadX, FipdXp —0apdXadXp
= (Fa Fip —6ap) dX4 dXp

ou

dr;dy; — dX 4dYs = FipadX 4 FipdYp — dapdXadYp (# ce des produits scalaires)
= (FiaFip — 0ap)dXadYp
(3.3)
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En fait, le premier développement est un cas particulier du second.
On définit alors le tenseur des déformations de Lagrange :

2E4p = FiaFip — dan
On peut développer I’équation (3.3) d’une autre maniere :
dx;dy; — dX4dYs = d;;dz;dy; — ngldxi ngldyj
= (8;; — ngngjl)dxidyj
On définit ainsi le tenseur des déformations d’Euler :
2ei; = 05 — Fu Fij
On a donc

dl‘zdyl — dXAdYA =2 EAB dXA dYB
=2 €ij diL‘Z dyl
Les tenseurs de déformations de Lagrange et d’Euler sont un moyen de mesurer la

déformation avec précision quand on est en grandes déformations. On va appliquer ces
notions au cas limite des petits déplacements.

Fi1G. 3.5 — Interprétation des composantes du tenseur des déformations infinitésimales

b) Interprétation des composantes diagonales de ¢;;

On définit d’abord (3.5) un vecteur matériel élémentaire qui, dans Ry, est parallele a
€.
Ce vecteur matériel est (dX;) = (dS,0,0) dans Ry et (dz;), de longueur ds(t) dans R(t).
La variation du carré de longueur de ce vecteur élémentaire depuis Ry jusque R(t) est
obtenue en utilisant le tenseur des déformations de Lagrange :

(dS(t))2 - dSQ = ZEU dXz dX] = 2E11 dSQ (dX2 = dX3 = O)
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Mais, par définition,

9z® oz

2Bn = Fabn =0 =355 — 1
= ain(Xi + ug”)ain(Xi +uly -1
= (051 + %)(&1 + ?;;51)) —1

B 8u§l) N 8u§l) 8u§l) 8u,§l)
00X, 0X, 0X; 0X,
= 2€11 + 0(62) (e < 1).

On rappelle la définition du tenseur des déformations infinitésimales :

1 8u§l) N 8u§-l)
=9\ ox; Tox; )’

o ou®
et ainsi €17 = éU;l .
Donc,
(ds(t))? — dS* = 2€11dS? + O(€?),
et
(ds(1))? = (1 + 2€11)dS? + O(€?)
et donc :

ds(t) = (14 €11)dS + O(€?).
En effet, le terme (e;1)? est négligeable et donc
(1+e€11)* =14 26, +O(?).
On tire facilement €17 de la relation précédente :
_ds(t) —dS
€11 = T as

Dans le repeére considéré, une composante diagonale de €;;, soit €;1, est I’allongement relatif
d’un segment élémentaire de matiere qui, dans Ry, est parallele a e;.

c) Interprétation des composantes non diagonales de ¢;;

On définit ensuite (3.5) un second vecteur matériel élémentaire, qui dans Ry est pa-
rallele a e,.
Ce vecteur matériel est (dY;) = (0,dS,0) dans Ry et (dy;), de longueur d5(t) dans R(t).
La variation du produit scalaire du premier et du second vecteur élémentaire ainsi définis
depuis Ry jusque R(t) est obtenue en utilisant le tenseur des déformations de Lagrange :

= 2F,,dSdS.
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Par définition,

2E12 — Elﬂ? - 512
azY 90

T OX, 0X,

9 0)

-2 (x
axl( +u

9 !
i )'8_)(2(Xi+u§))
@ @
= (61 + %)(@2 + 31;2)
. 8u§l) n Gugl) 8u§l) augl)
0X, 0X; 0X; 0X,
Gugl) 8u§l)
0X> ~ 0Xy

= 2¢15 + O(€?) car 2619 =
Donc, R
dl’zdyz = 2612 dS dS + 0(62) (E <K ].)

Mais, d’autre part, ce produit scalaire vaut :

dx;dy; = ds(t)ds(t) cos(m/2 — dpr2(t)) (3.5)
— ds(t)d3(t) sin(dero(t))
= dS(1+ e11) - dS(1 + €39) - dpa(t) + O(€?)
= dS - dS - dpa(t) + O(€?).

On tire immédiatement €;5 des deux expressions de dz;dy; :
1
€12 = ~dois(t)
2
Dans le repere considéré, une composante non diagonale de ¢;;, soit €2, est la moitié¢ du

rapprochement angulaire de deux segments élémentaires de matiere qui, dans Ry, sont
paralleles I'un a e; et 'autre a e,.
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Démonstration 3.7 Petits déplacements : Formes locales des lois de conser-
vation - Inégalité de Clausius Duhem

Conservation de la masse

Au; O¢;j
ot ot

a)

Comme

= p;, on a aussi

> ;.

L’équation locale de conservation de la masse a prouver s’écrit :

_r

T = A

Po =

Emm

L+ €mm) +O() (e < 1)

Elle est bien satisfaite dans Ry, puisque €,,,, = 0 et p = po.
De plus, la dérivée par rapport a t de cette équation est aussi satisfaite, puisqu’elle

s’écrit

o

0
ot

(1

O€mm

ot

+ €mm) + p

Cette derniere relation se justifie par le fait que

Ip
5 =
O€mm
ot
dp ~
=

I

Finalement, on trouve bien :

b)

Il suffit de noter les approximations

D’UZ’
Dt

Il

po(1l —
o Oy
= POE
o Py
= IOOW

p

PYi = Pog;-

Dp
Dt

dmm -

Dp
Dt
— Pln€mm
O€nn
o

Oom

0T,

= 0(e)

emm

(satisfaite par conservation locale de la masse).

Conservation de la quantité de mouvement

du;
ot
8 (4

car €m— = O

ot
)

€mm.)

( (€))
ouy;

ot

(car v; =
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c) Conservation de I’énergie

On a les approximations

Z7 >~ (1 =
Dt pO( 6mm)
oU

~ Mo
ot

2

d) Inégalité de Clausius-Duhem

On a en outre 'approximation

bs 05
Ppr ~ P

et le reste des développements est élémentaire.
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Chapitre 4

Thermoélasticité isotrope
infinitésimale
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Démonstration 4.1 Vérification de I'inégalité de Clausius-Duhem

a) Membre de gauche

Le membre de gauche de I'inégalité s’écrit en petits déplacements, a partir des équations
de constitution de la thermoélasticité infinitésimale, sous la forme suivante :

oS oUu os 0
— 8_F + Sa_T
RGN AT

B OF 0e;;  OFOT  OT 4
= —po (852-]- It a—TE + E) (C&I‘ F= F(T, 8”)

c%ij 052-]-
ST T T T

b) Membre de droite

Le membre de droite s’écrit
0=y K(T) (0T [OT
%iTor T \om ) \oxn )

c) Différence entre les deux membres

La différence entre les deux membres est

() (5

soit le produit de @ qui est positif par la somme des carrés (8—T) <%). Cette différence

ox;
est bien positive.

d) Commentaires

On peut en outre prouver que les conditions sur S, oj; et l%(T) sont nécessaires pour
que l'inégalité de Clausius-Duhem soit satisfaite pour tout processus thermodynamique.
Cette réciproque ne sera pas démontrée ici.
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Démonstration 4.2 Equation de constitution des contraintes — Inversion

Apres avoir décomposé les contraintes en parties sphérique et déviatoire (ce qui de-
mande certains calculs), on inverse tres facilement les relations.
On trouve

Il suffit alors de développer

d
€¢j = g&‘mm&j + 5ij

en tenant compte des définitions de E et v pour arriver aux expressions cherchées.
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Chapitre 5

Fluide visqueux newtonien
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Démonstration 5.1 Vérification de I'inégalité de Clausius-Duhem

a) Membre de droite

Le membre de droite de I'inégalité de Clausius-Duhem s’écrit a partir des équations
de constitution :

DS DU\ 89S oU\ DT [ cv(T) DT
p(Tﬁ_E) _p(TaT_ 8T> Dt _p<T T _CV(T)> bt !

(avec S = S(T), d5 _ o) dU = cV(T)> .

ar - T dt

b) Membre de gauche

Le membre de gauche s’écrit

KT) (0T (0T k(D) for [oT
= (=0 + 20(T)dyg) dyj—= = (ax) (ax)‘&d:a s o, ) o,

=0

En effet, d;; = % (8” 4 Qu

: = 0 (conservation de la masse).
ox; ox;

c) Différence

La différence entre les deux membres est la somme de deux expressions positives,

puisqu’elles sont le produit d’une expression positive (n(7") ou @) par une somme de

carrés. L’inégalité de Clausius-Duhem est donc identiquement satisfaite.

d) Commentaires

On peut également prouver la réciproque, c’est a dire que les conditions sur les
équations de constitution sont nécessaires pour que l'inégalité de Clausius-Duhem soit
satisfaite pour tout processus thermodynamique. Cette démonstration ne sera pas faite
ici.
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