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1 Calcul tensoriel

Repére cartésien orthonormé

3
|
|
|
I 7
! Base orthonormée : ¢; - ¢; = d;;

Orientation directe : e; X e; = €€k

p “Vecteur” position : z = z;e;

Changement de repere cartésien orthonormé

Matrice de changement de base :

aij = cos(ej,ej) = €€

Propriété d’orthogonalité :

ik Qi = Oij et ag; ak; = 0;
7/
1 ,
¢ = aijc;
/
€ = Qi€
/ —_— .. - -
z; = aij (x; —bj)

/
Tr; = ajiacj + bl
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Invariance tensorielle

— scalaire (tenseur d’ordre 0)

— vecteur (tenseur d’ordre 1)

— tenseur d’ordre 2

Oij = QimQjnOmn
/
055 = amianjamn
— tenseur d’ordre quelconque
/ . .
Tijk = Qi Qjm Akp Timn (3 indices)

/ s .
Tijk = ai amj ank Tpppy (réciproque)

Opérations vectorielles et tensorielles

Opérations sur les vecteurs de base ¢; et les dyades de base ¢; ¢; d'une base orthonormée
d’orientation directe :

ei-ej = 0
€ X €5 €ijk €k
eiej: ek el (e -er)(ei-e) = djk da
e ej - ek ei(ej-ex) =0 e
e - ej ek (ei-€j) er = 0ij ek
ei€ej- ek el ei(ej-er)er =0k eie
e ej X ey ei (ej X ex) = €k €i €
e; X ejep (e X €j) er. = €1 € €k

Expression utile pour €;,, €xim :

€ijm €kim = 0ik0j1 — 010k

Déterminant d’un tenseur d’ordre 2 :

det (T) = ek Ti1 Tjo Thg = €ijk Thi Toj Tsi;

ou encore

det (T') = § €ijk €tmn Tit Tjm Tin
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Opérations sur les vecteurs :
— expression d’'un vecteur en termes de ses composantes :
U= U &

— addition de deux vecteurs :
u+v=(u+v)e

— produit scalaire de deux vecteurs :
UV = U Vi

— produit vectoriel de deux vecteurs :
U X U= €k Uj U €
— produit tensoriel ou dyadique de deux vecteurs :
UV = Ui Vj € &
— produit mixte de trois vecteurs :

u- (v xw)=(uXv) W= €, u; v wg

Opérations sur les tenseurs :
— expression d’'un tenseur en termes de composantes :

T = Tjeiej
T

1~

= Tjieiej

— addition de deux tenseurs :
S+T = (S +Ti)eie;

— produit scalaire ou deux points de deux tenseurs :
ST = S Tji
— produit tensoriel de deux tenseurs :
ST = S;j Tji, e; ex
— produit vectoriel d’un tenseur et d’un vecteur :

T u="T;uje;

Parties symétrique et antisymétrique d’un tenseur

Tout tenseur T peut se décomposer en la somme d’un tenseur symétrique S et d'un tenseur
antisymétrique A :

T=5+4
avec
s = 5 (T+17)
_ 1 T
A= (-1

Propriété : A tout tenseur antisymétrique A peut étre associé un vecteur g, et inversément,

tel que :
1
a; = 5 €ijk Akj et Aij = — €k Ak
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Parties sphérique et déviatoire d’un tenseur

Tout tenseur 71" peut se décomposer de la maniere suivante :

T=T%+1¢
ou T est la partie sphérique de 7' :
1
T° = —tr T
3=
et T? sa partie déviatoire :
T'=T-1%
Remarque :
tr 79 =0

Le tenseur § = 0;; e; e; est le tenseur unité

Invariants scalaires

Invariant d’un vecteur :
vl =viv

Invariants d’un tenseur :
Iy = trT =1}
Iy tr T? = Ty Tji
IIIr = trT%=T,;TjTh

A partir de ces invariants, on peut définir d’autres invariants, par exemple :
I = Ir

1
I = 3 (I} —IIr)

1
I§:E®—mJMMMﬂzmz
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Opérations différentielles en coordonnées cartésiennes orthonormeées

— opérateur nabla :

0
V =g¢;
B = 8332
— opérateur laplacien :
a-v?oyy= L %
- o 0x;0x; 8‘%'12
— gradient d’un champ scalaire :
of
Vfi=¢
Vf=eig
— laplacien d’un champ scalaire :
V-Vf= 0°f
ST 0a?
— gradient d’un champ vectoriel :
ou;
Vu = L eie;
. ox; 77
Ouy;
T i
Vu' = oz, € €j
— divergence d’un champ vectoriel :
aui
SU =
- ox;
— rotationnel d’un champ vectoriel :
ouy,
V xu= €ijk 8— €
Lj
— laplacien d’'un champ vectoriel :
0%u
V- -Vu= e
R Y R
— divergence d’'un champ tensoriel :
T. .
v.or- 2,
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Systéme de coordonnées-composantes cylindriques

e: r=\/x12+ 192 21 =1 cosf

9 .
L L 6 = arctan (—) To =1 sinf
-~ _ P 1
€3 |

z =13 T3 =2

_—_ - - W

o I R—

“Vecteur” position :
r=r1r cosfe +rsinfe+zes=re +ze,

Vecteurs de base :

oz || 0z ox

er=—/||=—| = = = cosf e +sinb ey

- or' || or or
Oz ||0z|| 10z

g(;:% 20 —;%:—sm9§1+00s9§2
_ox [on| _ox _
Qz_az 0z _Z?z_g?’
Dérivées des vecteurs de base :

89» . 8@9 - a@z _
or = E_Q or =
de, . % o de. —0
a0~ es T e -
de, deg de,
0z = E_Q 0z =

Matrice de changement de base (cartésien — cylindrique)
cosf sinf 0

[aij (T7 97 Z)] = CylAcar - —sinf cosf 0
0 0 1

Opérations différentielles en coordonnées cylindriques :

— opérateur nabla :
af 1 9f of

Vf=e E‘FQQ;%‘FQ%
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— laplacien d’un champ scalaire :

ou,
or

1 0u,
r 00
Oou,
0z

0? f 19f 1 o%f  O0*f
Af=V-Vf= ror 12002 " 922
— gradient d’un champ vectoriel :
aur N 811,9 N
(Yy’)rr = o (Y@)re - W (Y@)rz -
~ 10u,  ug 1 0ug _
(Y,ILL)GT - r 89 r (,g)ee r 89 (Yy)ez -
ou, Ouyg B
(Y@)zr - Oz (Vu)ze E (Yg)zz -
— divergence d’un champ vectoriel :
u, Ou, 10uy Ou,
VU=t e T os
— rotationnel d’un champ vectoriel :
10u, Oug
Vxw = 7% ~ 52
ou, Ou,
(Vxu)y 9z or
ug Oug 10u,
Vxw. = S 4% e
— laplacien d’un champ vectoriel
vy 2 Ovg
(B = Ao =5~ 2%
2 Ov, vy
(A’l_))g AU@ + 2 0 - T—2
(Av), Av,
Al 10 1 0? N 9?
avee r2  ror  r200% 022
— divergence d’'un champ tensoriel :
0 10 8 T — Tho
. T r = T’I‘T‘ T r TZT -
V1) ar Ty g T T
0 10 0 Tor + Tre
Ty = T, T, T+ —
V-T)y o Lot~ 55 Toe + o~
0 19 6 1;-
T, = Ty. _rz
V1) or ro0 " " os
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Systéme de coordonnées-composantes sphériques

r =112+ 122 + 252 x1 =1 sin¢g cosf
V2 + x5° . :
¢ = arctan | —— To =1 sing sinf
Zz3
Z2
0 = arctan <—> T3 =T COSQ
Ty

“Vecteur” position :
r=r7r sing cosf ey +1r sing sinf ex +71 cos¢p e3 =1 e,

Vecteurs de base :

QT:@ % :%:Sinqﬁ cosf e1 +sin¢ sinf ey + cos ¢ es
or' || or or

§¢:g—z/‘g—i :%g—i:cosqﬁ cosf e; + cos¢ sinf e; —sin ¢ eg
— % % — #% — —sinf + 0

=90 |00|| " rsimpog U ELTIRT e

Dérivées des vecteurs de base :

der deg deg

or 2 o Y o 0

de, deg deg

9 ¢ 9s ~ a¢—Q

der . dey Jeg :

W—Q@ sin ¢ W—gg cos ¢ W——gr sing — ey cos ¢

Matrice de changement de base (cartésien — sphérique)

sing cosf sing sinf  cos¢
[aij(r,¢,0)] = sphAcar = | cos¢ cos@ cos¢ sinf —sing
—sin6 cos 6 0

Opérations différentielles en coordonnées sphériques

— opérateur nabla :

V=e¢ 24‘6 li—i—e L9
= T or ‘¢r8¢ ‘ersin(b(‘)H

— gradient d’un champ scalaire :

_of 1 0Of 1 of
Vi=er 8r+§¢r 0 €0 rsing 00
— laplacien d’un champ scalaire :
0*f 20f 1 0*f 1 af 1 0% f
A =YV =t Loy TP 0 T g 96 T 2 s 00
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— gradient d’un champ vectoriel :

B ou, B aU¢ _ Oug
(Y@)rr =~ or (Y@)mﬁ = W (Y@)re = W

_ 10u,  uy ~ 10uy | uy 1 0ug
(Vu)or = — 9% (Vg = 50 T (Vu)go = — 30

1 Our B 1 Oug ug B 1 Ou wu
(Vo) " orsing 90 1 (Vuoy = rsing 90  rtang (Voo = rsing 00 1

— divergence d’'un champ vectoriel :
2 O, 1 1 Quyg 1 Ouy

B T rtans @709 "7 sme 00

Vu=—-u+
r

— rotationnel d’un champ vectoriel :

B 1 1 Quy 1 Ouy
(Vxw), = rtan¢u9+;8—¢_rsin¢m
1 Ou. 1 Oug
(Vxu)s = r sing 00 YT o
1 8U¢ 1 8“7"
(Vxw)o = Tuot 57— 057
— laplacien d’un champ vectoriel :
Uy 2 8’U¢ 21)¢ 2 Ovg
A r = A r T 45 T 5T T B 3 90
(Av) v 2 r20¢ rZtan¢ r2sing 00
2 Ov, Vg 2cos ¢ Ovg
A = A S Al - 00
(Av)g Y296 T 1 2sns  1Zsin?o 00
2 Ov, 2cos ¢ Ovg Vg

(Ay)g = Avg+

r2sing 00  rZsin?¢ 00  r2sin¢

# 20 10 1 o 1
or2  ror  120¢%  r2tan¢d¢  r2sin? ¢ 062

— divergence d’un champ tensoriel :

avec A =

0 10 1 0 2TM—T¢¢—T99+T¢TCOt¢
'Tr = _Trr __Tr .—_Tr
(V-T) or +7’8¢ ¢ +rsm¢ 06 ° + T
_ 0 10 1 0 2T7¢+T¢r+(T¢¢—T99) cot ¢
(V-T)y = or TT¢+7’8¢T¢¢+rsin¢ oo Too + T
2 10 1 0 2T, —|—T9r+(T¢9—|—T9¢) cot ¢
or

Tog+ - = Tyt —— 2
T9+7“8¢ ¢6+rsin¢89 o + r

Ug
rtan ¢
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Théorémes sur les intégrales

— Théoreme de la divergence (ou de Green) :

/ y'ndaz/?ydv
oV 1%

/u-tdc:/(qu)-nda
C S

— Théoreme du transport (ou de Reynolds) :

d / Df
4 de:/ <—+fY-v> qv
dt V(t) V(t) Dt

d / Dg
4 gdV = / 29 gy
dt V(t) p V(t) p Dt

— Théoreme de Stokes :

Variante :
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2 Thermoélasticité infinitésimale isotrope

Petits déplacements

u=2z—-X=0(), ex1

Tenseur des déformations infinitésimales

o)

Il
N —
A~

I

I

~

+

<

IS
~—

Energie libre

A(T)

poF = o2 (tr ) + p(T) € e+ po (T) = (3NT) +2(T) ) (1) (T =Ty ) tr ¢

Lien avec le second principe

ot ot o T VT

m(T5 - 5) 225 1

Relations entre contraintes et déformations

¢ = MT) (tre)d +2u(T) e — oT) (T~ Ty) (3MT) +2(T) ) 6

L+ () u(T)
=By ¢ gy o8+ a(T-T) 8

1oy

Loi de Fourier

E(T) = E(T)>0 Module de Young

v(T) = —-1<v(T)<1/2 Coefficient de Poisson

ANT) = 1" coefficient de Lamé

wT) = ———~>— w(T) >0 274 coefficient de Lamé

2
K(T) = ————————=XNT)+ =p(T) k(T) >0 Module de compressibilité
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3 Fluide visqueux newtonien

Tenseur des taux de déformation

d= = (Vo + Vo)

DO | =

Equations de constitution

SIS
|
|
=
=3
<]
~

n(T) n(T) >0 Viscosité dynamique

v(T) = @ v(T)>0 Viscosité cinématique

E(T) E(T) >0 Conductivité thermique

Cy(T) = Z—Z =T Z—;S: Cy(T) >0 Chaleur spécifique a volume constant
E(T) E(T)

>0 Diffusivité thermique
pCo(T) pC,(T)




