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Exercice I.

2¢c .

—— —
7
7

/

X3

Un corps solide de forme cubique de c3té 2c est maintenu

immobile sous tension en l'absence de forces & distance.

Le tenseur des contraintes qui en résulte est

é 22 .
| a(xl-c)x2 —b(xz-c ) 0
-1 2_2
(bij]' b(x2 c) o} (o] s
0 0 0
~. e

a et b étant des constantes.

a)

b)

c)

d)

Déterminer b en fonction de a pour que toute partie du solide

soit en équilibre sous l'action des forces exercées sur elle.

Quelles sont la résultante et le moment résultant des forces

de contact agissant sur la face x, = -¢ ?

Quelle est la région du solide ol les petits éléments

d'aire perpendiculaires 3 e, sont en compression 3 cause

des forces de contact agissant sur eux ? (La constante a est
> 0).

Quelle est la contrainte de cisaillement maximum dans tout
le solide ? En quel(s) point(s) et pour quelle(s) direction(s)

est-elle atteinte ?
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Exercice‘II. T x1

X2

Une poutre cylindrique de longueur L et de rayon R est fléchie

sous l'action de contraintes exercées en ses deux extrémités.

Il s'agit d'un probléme de petits déplacements et le

tenseur des déformations infinitésimales qui en résulte est :

-48(x3—L)xl 0 e(7(R2-xi)—x§)\

[éi;X= 0 ~de(xy-L)x, -6ex, %, s
\e(?(RQ-xi)-xg) -6€xlx2 165(x3-L)x1 _
¢ étant une constante suffisamment petite <€f>!3) .

a) Les petites fibres matérielles issues de points de 1l'axe
. . 2 2
Ox3 et de directions 5 (gl+g3) ou 5—(—gl+§3) se sont-elles
allongées ou rétrécieslors du passage de la configuration

au repos 3 la configuration sous contraintes ? De combien ?

b) Quels sont le tenseur des rotations infinitésimales, le
vecteur des rotations infinitésimales et le vecteur

déplacement, si on impose qu'ils soient nuls en (0,0,0)?
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Exercice III.

Un
Le

fluide s'écoule en contournant une sphére de rayon R.

champ de vitesses qui en résulte est :

3

i R _ 3R

= U cos¢ (1 + 3 T R
2r

_ . R3 3R

= U sing¢ (-1 + —3 * e s
4

"
o
-

U étant une constante positive.

a)

b)

c)

d)

Quelle est la vitesse 3 grande distance du centre de 1la

sphére ? Interpréter.

Si la masse spécifique du fluide est p, (constante) & l'infini
en amont de toutes les trajectoires, gquelle est sa valeur dans

le fluide en fonction des coordonnées du point ol on l'observe

Quel est le systéme d'équations différentielles a partir

dugquel on pourrait chercher les équations des trajectoires ?

En différents points on trace 3 un instant dans le fluide
deux trés petites lignes de colorant, l'une de direction
gp et l'autre de direction gy ° Dans quelle région ont-elles
tendance 3 se rapprocher angulairement dans les instants
qui suivent ? Dans quelle région 3 s'éloigner ? A quelle

vitesse angulaire ?
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Interrogation de Mécanique des Milieux Continus.

Exercice I. 1ﬁ3///jz/(0,0,c)

X

Un corps solide de forme cubique de c3té 2c est maintenu immobile
sous tension en l'absence de forces 3 distance.

Le tenseur des contraintes qui en résulte est

_ N
a(x.,-c)x -b(xz—c2) 0
1 2 2
_ _ 2_2
cij = d(x2 cT) 0 0
0 0 0
N y

a,b,d étant des constantes (a>0).

a) Déterminer b et d en fonction de a bour gque toute partie
du solide soit en équilibre sous l'action des forces exercées

sur elle.

b) Quel est le moment résultant.par rapport 3 l'origine des
forces de contact agissant sur la face X, = -c. (Donner
" les résultats sous forme d'intégrales avec les bernes

adéquates mais ne pes effectuer l1'intégration).

c) Quelle est la région du solide ol les petits élémentc
d'aire perpendiculaires i &, sont en compression &

cause des forces de contact agissant sur eux.

~

b

. . . c c ¢
d) Soit, au point de coordonnées (xl,x2,x3) = (5,5,3
un petit élément d'aire/ge normale sortante n de com-
/5 2
posantes (nl’nQ’DS) = (—%,—%,O). Quelle est la norme
de la composante tangentielle de la force de contact

exercée sur cet élément d'aire ?



Exercice II.

Sous les mémes hypothéses que dans l'exercice I, le champ de

déformations de la configuration sous contraintes 3 la confi-

guration étudiée est

€1

- N
€2, 2 2
el(xl—c)x2 - —3(x2-c ) 0
_ 2. 2 2 )
Eij = —§(x2 c’) 0 0 3
0 0 0
N S

et e, sont deux constantes positives suffisamment petites

pour qu'il s'agisse d'un probléme de petits déplacements.

a)

b)

Quel est le rapport entre la masse spécifique du matériau

aprés etavant déformation ?

Quel est le champ de déplacements dans le solide

si mij(c,c,O) = ui(c,c,O) = 0 2 .
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QUESTION I.

' Un corps solide de forme cubique de coté

de longueur 1 métre est maintenu immobile

sous tension. On travaille dans le systéme

- 2
Q)_""“" y M.K.S.A. et le tenseur des contraintes &st

X1

a)

b)

c)

2

X1

[°ij] 1 2

Quelles valeurs faut-il donner au.. forces
de volume pour que t.ute partie dm solide

l1'action des forces exercées sur elle ?

Quelle est le moment résuitant des forces

“sur la face d'équation x, = 1 ?

1

Quel est le maximum Jde la cantrainte de
aux points de la face d'équation x, 212

En quel(s) point(s) est-il atteint ?

(l-x1)51n X, e -x, cos ¥ e 0

-X, COS X, € (l+xl)sin X e 0 .

X1

dista.ce par unité

the

g Pd . -
snit en équililre sous

de contact exercées

ciszlllement maximum
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43 QUESTION II.

0,5 m
l Un corps solide cubique de cdté
| 0,5 m est déformé et prend une
‘ configuration R. Il s'agit d'un
: probléme de petits déplacements.
Q On travaille dans le systéme .i.K.S.A.
- — - - 2 2 . s
zz et le tenseur des défor.ations infi-
“ nitésimales est :
g . LES ! X1 7
-e(w, ¢ sin mx_ e ) -gcos mX, e 0
1 2 2
X : TX
[5--]'-' - 1 . . 1
ij €cos Tx, e e(xl + sin wx, e ) 0 .
0 0 “EVX,

(e et v sont des constantes positives).

a) Quel est l'accroissement de volume du solide ?

b) Quels sont le tenseur des rotations infinitésimales et le
vecteur déplacement, si le sommet situé & l'origine O est
maintenu fixe, le sommet en P est maintenu le loug de Ox,
et le sommet en Q est maintenu dans le plan Oxlx2 ?

c) Dans guelle région du solide deux petites fibres, l'une paralléle

a Oxl et l'autre parallele a Ox2 se cout-elles rapprochées

angulairemen.?



sy,

[a%d

QUESTION IIX,

-~ “<,V‘§ Un fluide est en mouvement dans la
S~ /s région entourant un cylindre circulaire
e g y
! A | droit de rayon R.
{' Iz On travaille en coordonnées cylindriques
A . )
L 1> - | et la description Lagrangienne du
//// e, “\z ] mouvement est :
' N
1 - -j \i ~ /I‘ = R .
C o
~ | ~ g6 = 0 + 27 s

z =2 + Bt InlR ,

( R,®,Z2) Ztont les coordnnnées agrangien-es l:s points.

La descrintion Fnlérierue Jdu tenseur de:z contraintes est :

poosn

aj

b)

c)

d)

p— —

rr rd rz 2 .
0‘2r2
%r %88 %2 y 0 2 0 ’
o o o gg 0 pA r2
zZT 20 zZz i r 2

B, p et u étant des constantes nositives.

Trouver les descriptions Logzr . _ienne et Eulérienne de la vitesse.

Décrire géométriquemeut les trajectoires des points matériels.

Quelle est, pour un observateur accompagnant le mouvement du
fluide et occupant au temps t la position (r,6,z), la variation
par unité de temps du carré de sa distance am point fixe de

coordonnées (R,0,0) ?

Quelles sont les forces de contact exercées par unité de surface

par le fluide sur le cylindre ?

Quelle est leur résultante sur un trongon de cylindre de hauteur H ?

La surface du cylindre est-elle en traction ou en compression

sous l'effet du fluide ?



© &

QUESTION 1I.

|
' N Un corps solide de forme cubique de coté
| m
] de longueur 1 métre est maintenu immobile
[ sous tension. On travaille dans le systéme
O)_____ o M.K.S.A. et le tenseur des contraintes est
e 2
s _ -
/ )(2 . X2
(l+x2)cos x, e x,5in x, e 0
[ ] = . X2 (1-x.) X2
oij = X, sin x, e Xy)cos x, e 0.
B 0 0 0 |
a) Quelles valeurs faut-il donner aux forces 3 distance par unité

b)

c)

de volume pour que toute partie du solide

l'action des forces exercées sur elle ?

Quelle est le moment résultant des forces
sur la face d'équation X, =11

Quel est le maximum de la contrainte de
aux points de la face d'équation x_, = 1 ?

2
En quel(s) point(s) est-il atteint '?

soit en équilibre sous
de contact exercées

cisaillement maximum
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QUESTION II.

Un corps solide cubique de cdté
0,5 m est déformé et prend une

configuration R. Il s'agit d'un

probléme de petits déplacements.
On travaille dans le systéme M.K.S.A.
0 —_——f - —

gg' 2 et le tenseur desldéformations infi-

/ . .
s 7 L nitésimala>s est :

[eij] =|e sin mx, i

r RX2 X~

e(x2+cos X, e ) € sin mx, e 0]

ﬂxz ﬂx2
)

< -e(vx2+cos TX. € 0 .

0] 0 - EVX

(e et v sont des constantes positives).

a)

b)

c)

Quel est l'accroissement “e volume du solide ?

Quels sont le tenseur de:z rotations infinitésimales et le
vecteur déplacement, si le sommet situé a l'origine O est
maintenu fixe, le sommet en P est mrintenu le long de 0"1

et le somuet en Q est maintenu dans le plan Oxlx2 ?

Dars quelle région du solide deux petites fibres, l'une paralléle

a Ox, et 1'autre paralléle a Ox, se sont-ellcs rapprochées

angulairement?
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QUESTION III,

~ r =R ,
~ B = 0 + At =
~ R *
’ z = Z - Bt InR

(R,©,2) étant les coordonnées Lagrangiennes des points.

La description Eulérienne du tenseur des contraintes est

A,

a)

b)

c)

d)

—

~
’,,L_‘s\ ~ P Un fluide est en mouvement dans 1la
b~ | -] /,1 région entourant un cylindre circulaire
s ! droit de rayon R,
‘,// :z On travaille en coo-données cylindriques
}%é%ékR* l et la description Lagrangienne du
//// 8 N «pl mouvement est :

.
.

B i pA2 2uA uB
o} (o] (o} - — - — - —
rr rb rz 2 2 r
2r T
2
2uA pA
o] o c = - — - — o} .
6r 08 8z r2 2r2
2
4] o ] - kB 0 - PA_
Zr 29 z2 r 21‘2
L - L J

B,p et u étant des constantes positives.

Trouver les descriptions Lagrangienne et Eulérienne de la vitesse.

Décrire géométriquement les trajectoires des points matériels.

Quelle est, pour un observateur accompagnant le mouvement du
fluide ¢t occupant au temps t la positicn (r,6,z), la variation
sa distaice

~arre dco an poi=zt fixe de

par unité d: temps du

coordonnées (R,0,0) ?

Quelles sont les forces de contac. cxercées par unité de surface

par le fluide sur le cylindre ?

Quelle est leur résultante sur un trongon de cylindre de

hauteur H ?

La surface du cylindre est-elle en traction ocu en compression

sous l'effet du fluide ?
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On

® @

Un cube solide de ¢cdté@ c¢ est maintenu immobile
sous tension en 1'absence de forces 3 distance.

QUESTION I.

: c Al Le tenseur des contraintes est
‘q,f"
NN
‘ RAYAN ]
\ N\ rxzx3 0 0
[oij] = K J 4x2x3 -2x .
- —) 2
1 0 -2x 0
3 -l
B IV s'agit «'un problime de 7.:its déplrceuments

(pour le p ssage Ge la ccufiguration de xcidreace
2 la configuration sous tension) et le temseur d-s
déforcations infinitésimales est

¢} 0 0
s
[eij] € 0 3x2x3 2x3 .
2
0 -2x3 ~X X4

travaille dans le systéme MKSA et les x; et ¢  soal exprim@s en métres.
Quelles sont les dimensions physiques des constantes données.

Quels sont l¢ tenseur des rot-tions infinitésimales et le vecteur déplacement

si on impose qu'ils soient nuls 3 1'origine du systéme J'axes?

Le cube est divisé en deux parties par un plan diagonal passant par les points

A,A', B et B' (de coordonnées respectivcs
(0,0,¢) , (0,c,¢) , (c,0,0) et (c,c,0) )

Quel est le moment résultant par rapport 3 l'origine des forces exercées
par la partie supérieure avant

sur la partie inférieure arriére?
Quel est 1'accroissement de longueur qu'a subi la fibre joignant les points A et A'?

Si on exige que la contrainte de cisaillement maximum ne Jdépasse nulle part

une valeur imposée oé » quelle est la condition qui on résulte pour K et c¢?



QUESTION 2.

Un fluide est en mouvement dans la ré;ion qui
entoure une sphére de rayon R.

On travaille en coordonnées sphérico-polaires

et la description Eulérienne du champ d~ vitesses

est

(~ h
v Q@1 - R ) cos ¢
T
2R .
v¢ - U (1 r ) sin ¢ .
ve 0
b - bees p—

Le tenseur des contraintes est

pon — roo -
qrr °r¢ °re 1 0 0
S
o] o} o = — COSs (6] 0 0
i oo 49 2 oost '
°6r oe¢ oee 0 0 0 i

ayant la dimension voulue.

Quclle est la vitesse 3 grande distance du centre de la sphére? Interpréter.

Montrer que le fluide ne traverse pas la surface de la sphére.

Quelle est la de-sité des forces de contact exercées par le fluide sur la sphire?
Déterminer si le fluide glisse (sans frottement) ou colle (sans glissement) sur

la svrface de la snhére.

Que vaut, en représentation Fu'lZrienne, p-:.r un observateur accomparnant
le mouvement du fluide et occupant au temps t la positic. (r,$,6), la variation

ar unité de temps de sa distance au plan fixe d'Gquation ¢ = ©/2 ?
P P 1

Au temps t=0, dan: e plan ¢ = w/2, on trace une petite crr~ix de colorar*.
On demande quer!'z orientation lui douner po'r que ses bras, perpendiculaires en
t=0, le restent aprroximativem>nt en leur puint d'intersection dans .  courts

instant=s qui suivent.
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Un cube solide de cdté c est maintenu immobile

QUESTION I.

T3 sous tension en 1'absence de forces 3 distance.
¢ -B' Le tenseur des contraintes est
0 0 -3x§
[oij] «= K| O 2x1x3 0 .
—3x2 0 6x.x
————bz 1 A 3_‘

B L

Il s'ogit <'un problér- de perits diplacr—ents

(pour !~ pass:ige de la configuration de r#ff-<nce
a2 la corfiguratic: sous tensi:u) et le tenseur des

déformations infinit&simales est

e 2 ——
--2x1x3 0 -3x1
{eij] = 0 0 0 .
2
—3x1 0 6x1x3

On travaille dans le systime MKSA et les x, et c sont exprim@s en métres.
a. Quelles sont les dimensions physiques d:s constzates données

b. Quels sont le temseur des rotations infinitésiuales et le vecteur déplaccment

si on impose qu'ils soient nuls & l'origine du syst- .e d'axes?

c. Le cube est divisé en deux parties par un plan diagonal passant par lcs points

A,A', B et B' (de coordonnées respectives

(¢,0,0) , (c,0,c) , (0,c,0) et (0,c,c) )
Quel est le moment résultant par rapport a 1l'origire des forces exercées

par la partie avaat droite

sur la partie arriére gauche?
d. Quel est 1'accroissement de longueur qu'a subi la fibre joignant les points A et A"l

e. Si on exige que la contrainte de cisaillement maximum ne dlpasse nulle part

une valeur imposée o, , Quelle est lz condition qui en ré&sulte pour K et ¢ ?
&



est
R3
U 1 - —30 cos ¢
r
R3 | .
v¢ = U (1 + ——3) sin ¢ .
2r
ve L 0 ]
Le tenseur des contraintes est
- 7 i1 0
Utt °r¢ ‘ °r9 0
3 3
S 2 R R
o o] o = —((3cosp-1)(1- —3) - —5x )| O 1 0
T ¢¢ %8 r3 4:3 2r3
. %r 994 %0 0 0] 1
L' - -

S§ ayant la dimension voulue.

a. Quelle est la vitesse 2 grande distance du centre de la sphére? Interpréter.
lfontrer que le fluide ne traverse pas la surface de la sphére.

b. Quelle est la <cnsité des forces de contact exerces par la sphire sur le fluide?
DEéterminer si e fluiue glisce (sans frotiament) ou colle (sans glissem::iil) sur
la surface de la spicre.

¢. Que vaut, en iepréscatation Eulérienne, pou:r un observateur accorragnani 1
mouveme it du fiui'e et occupant uu tem;s t 1la position (r,¢,8), la v-oriation
par uniié de tomps Jle sa distance 2 1'axe fixe d'&quation ¢=0 , ¢=7 ?

d. Au temps t=0, dans le plan ¢ = m/2, on trace une petite croix de colorant.

QUESTION 2.

Un fluide est en mouvement dans la r?gion qui
entoure urne .phére de rayon R.
On travaille en coordonnées sphérico-polaires

et la description Eulérienne du champ de vitesses

On demande quelle orientation lui dcnner pour que sec o.ias, p-rpendiculaires
i t=0, le restent approximativement ca leur pnint d'intersection dans lc.

courts instants qui suiveut.
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