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Calcul tensoriel - Exercices

Exercice 1

Donner la dimension physique et les unités dans le Systeme International des grandeurs suivantes.

Indiquer également 1'unité dérivée le cas échéant.

Distance d

Intervalle de temps At
Masse m

Température 6
Intensité de courant 4
Superficie S

Vitesse v

Force F

Quantité de mouvement P

© ® N oW

Exercice 2

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

Moment de quantité de mouvement A/
Puissance P

Energie €

Masse volumique p

Pression p

Contrainte o

Charge électrique ¢

Débit-volume @

Densité de flux de chaleur ¢

Vérifier la cohérence dimensionnelle des équations suivantes.

1. £€=mc?

2. p = pg(Ah) (pression hydrostatique sous une colonne de fluide de hauteur Ah)

Déterminer la dimension physique des constantes physiques intervenant dans les relations sui-

vantes.

T

3. Flp = GMiM2 (10i d’attraction gravitationnelle)
1

2

4. € = hv (Energie d’un photon)

Exercice 3

Indiquer si les expressions suivantes sont correctes.
1. a; +ab; = ¢
2. o+ bic;
3. Tij + asb;
4. Ty +a;
5 T+«
6. Tj; + aa;a;
7. Tijr + a;bj — ¢,
8. T + abjcy,
9. T} + aay
10. T} +«

Exercice 4

Ecrire sous forme matricielle les expressions suivantes.

1. au;
2. U;V;

3. AN
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0jiNy
aijbjk:

airbjiciy

NS e

ik T
Exercice 5

Calculer les expressions suivantes.
1. 04
2. 65045
3. 040ik0k
4. 040k
5. i Alik
6. aira;jior, (a;; sont les éléments d’une matrice orthogonale quelconque)
T. €ijk€ijk
8

. €ijk€ijl
Exercice 6
Vérifier que €;jm€kim = €imj€kmi = €mij€mki = 0ik0ji — 0i10jk
Exercice 7

Exprimer chacune des opérations suivantes en terme d’opérations sur les composantes (o étant un
scalaire; u et v des vecteurs).

1. v 4. u-v
2. av 5. uxv
3. u+v

Exercice 8

Vérifier les identités suivantes (u, v, a, b et ¢ étant des des vecteurs).
l.uxv=-vxu
2.uxu=0
3.ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b)
4. a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axDb)

Exercice 9

Développer les expressions suivantes (« étant un scalaire; u, v et n des vecteurs; S et T des
tenseurs d’ordre 2) :

1. av
2. uv
3. v-u
4. T-n
5. T:S
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Exercice 10

Etablir la relation biunivoque entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées cylindriques
associées.

Exercice 11

Etablir la relation biunivoque entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées sphériques
associées.

Exercice 12

1. Montrer que la symétrie est une propriété tensorielle, c’est-a-dire que si S;; = S;; pour tout
i et tout j dans un repere orthonormé, cette propriété reste vraie dans n’importe quel repere
orthonormé fixe par rapport au premier.

2. Montrer que ’antisymétrie est une propriété tensorielle.
Exercice 13

1. Montrer qu'un tenseur 7T;; quelconque se décompose de maniere unique en une partie symé-
trique et une partie antisymétrique.

2. Soit S;; un tenseur d’ordre deux symétrique, A;; un tenseur d’ordre deux antisymétrique.
Prouver que 4;;5;; = 0.

3. Soit Si; un tenseur d’ordre deux symétrique et 7Tj;, un tenseur quelconque. Montrer que
1;Si; = T75S:; ou T} représente la partie symétrique de T5;.

Exercice 14

1. Montrer que la trace Tj; d'un tenseur quelconque 7;; est un scalaire.
2. On définit la partie sphérique du tenseur T;; comme étant TZP h = 3Tmm0ij et sa partie

déviatoire comme étant Tfé =T,; - T;7 " Montrer que la trace de la partie déviatoire Tf; est
nulle.

Exercice 15

Montrer que si @;; = 3 (g;; - a—;’) et Q; = %Ez‘jk%’; alors on a ; = Le;;,Wp; et wij = —€;, .

Exercice 16

1. Montrer que
ayp az ag
bl bg b3 = eijkaibjck =a- (b X C)
C1 (6] C3
Ceci définit le produit mixte des vecteurs a, b et c.
2. Montrer que

1
det(T3;) = 6€ijk61mnTilijTkn



Mécanique des milieux continus Calcul tensoriel - Exercices

Exercice 17

Soient T un tenseur, a et b des vecteurs, « et § des scalaires invariants. Evaluer les expressions
suivantes dans un repere cartésien (O, €;) :

1. Va

.V-a

. Vxa

Va

.V.T

a-Va

. Aa=V- (Va)
. Aa=V. (Va)

Exercice 18

Soient T un tenseur, a et b des vecteurs, « et 3 des scalaires. Vérifier les identités suivantes :
1. V(aB) = (Va) B+ a (V)

V:(aa) = (Va)-a+a(V-a)

V x (aa) = (Va) xa+ a(V x a)

V-(axb)=b-(Vxa)—a- (V xb)

Vx(Vxa)=V(V-a)—V. (Va)

V(a-a)=2a- (Va)+2ax(V xa)

Vx(axb)=a(V-b)—b(V-a)+b-(Va)—a-(Vb)

N otk e

Exercice 19

1. Prouver que si a est un champ vectoriel, on a toujours V- (V x a) = 0.

2. Prouver que si « est un champ scalaire, on a toujours V x (Va) = 0.

Exercice 20
Déterminer I'expression de 'opérateur nabla en coordonnées-composantes cylindriques.
Exercice 21

Développer les expressions suivantes en coordonnées-composantes cylindriques (« scalaire, v vec-
teur).

1. Va
2. V-v
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Exercice 22

On donne dans l'espace Euclidien & 3 dimensions un repeére cartésien orthonormé (O, e;). On
considere également deux autres repéres cartésiens orthonormés : le premier (O’,€’;) est obtenu
par une rotation des vecteurs de base e; d'un angle de 7/4 autour de es, le second (O”,e”;) est
obtenu par cette méme rotation des vecteurs de base suivie d’une translation b = e; + e de
lorigine O.
1. Changement de coordonnées.
Ecrire les formules de changement de coordonnées lorsque ’on passe du repere (O, e;) aux
reperes (0, €';) et (0", €";).
Ecrire les formules de changement de coordonnées lorsque 1’on passe des reperes (O',€’;) et
(0”,€";) au repere (O, e;).
2. (a) Quelles sont, dans les reperes (O, €';) et (0", €”;), les équations du plan dont 1’équation
dans le repeére (O, e;) est 21 + xo = 1.
(b) Méme question pour le champ scalaire d ayant pour représentation d(®) (z;) = 1 +x5—1
dans le repere (O, e;).
3. Transformation de composantes
Ecrire sous forme matricielle la formule de transformation de composantes lorsque 1’on passe
du repere (O, e;) au repere (O’ €';). Vérifier que la matrice calculée possede bien les pro-
priétés de matrices de changement de bases orthonormées. Que vaut la matrice de transfor-
mation de composantes lorsque I'on passe du repere (O, e;) au repere (0", e”;)?
4. Quelles sont, dans les reperes (O, €';) et (O”,€”;), les composantes du vecteur qui, dans le
repere (O, e;), est (v1,v9,v3) = (22,21,0)7

Exercice 23

On considére dans l'espace Euclidien & trois dimensions le champ scalaire de température T'(P,t)
(P désignant un point quelconque de l'espace et t désignant le temps). On travaille avec les deux
reperes (O, e;) et (O, €';) définis & 'exercice précédent.
Dans le repere (O, e;) le champ T a pour représentation

0%
T(e)(a?i,t) = —Oé(.%‘l + $2)2 — 5(—3;‘1 + .1'2)2

oll a est une constante ayant les unités appropriées. L’expression du champ T dans ce repére ne
dépendant pas du temps, ce champ y est dit ”stationnaire”.
1. Quelle est la représentation T7() (', t) du scalaire T(P,t) dans le repere (O’, €})? Le champ
T y est-il stationnaire 7
2. Calculer les composantes du gradient de T'(P,t), d’une part dans le repere (O, e;) et, d’autre
part, dans le repere (O',e}). Montrer que les triplets obtenus dans (O, e;) et dans (O’,€})
représentent un méme vecteur.

3. Dans le cas d’'un matériau non isotrope, la loi de Fourier reliant le flux de chaleur q au
gradient de température VT est
q=-K -VT

ou K est le tenseur de conductivité thermique supposé homogene et stationnaire.
Calculer les composantes de la densité de flux de chaleur dans le repere (O,e;) et dans le
repere (O, €}) pour

5 —4 0

[Kij]=K| -4 5 0
0 0 1

Les K;; sont les composantes de K dans le repere (O, e;) et K est une constante ayant les
unités appropriées.
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Que valent les composantes de K, dans les deux repéres, pour un matériau présentant une
conductivité thermique isotrope k7

4. Donner les invariants du tenseur symétrique K.

Exercice 24

On donne dans 'espace Euclidien & 3 dimensions un repere cartésien orthonormé(O,e;). On
considere d’une part le champ (scalaire) de température T'(P), ot P désigne un point quelconque
de l'espace. Ce champ est stationnaire dans le repere donné et sa représentation y est donnée par :

() () = a(w? + x%) — B3

les constantes « et 3 ayant les dimensions appropriées. D’autre part, on considéere le champ (vec-
toriel) de vitesse v(P) dont la représentation dans le repere (O, e;) est :

v§e) (r;) =A% — Buay

2 2
zy+wy

vée)(asi):A L2 . + Bux

2 2
I1+12

vge) (z;) = Cuxs

les constantes A, B et C ayant les dimensions physiques appropriées.

1. Changement de coordonnées.
Ecrire la formule de changement de coordonnées lorsque 1’on passe du systeme de coordonnées
cartésien au systeme de coordonnées cylindrique.
Ecrire la formule de changement de coordonnées lorsque 1’on passe du systeme de coordonnées
cylindrique au systeme de coordonnées cartésien.

2. Donner la représentation 7'() (1,6, z) du scalaire T(P) dans le systéme de coordonnées cy-
lindrique.

3. Transformation de composantes
Ecrire sous forme matricielle la formule de transformation de composantes lorsque 1’on passe
de la base cartésienne (e;) & la base locale cylindrique (e, eq,e.). Vérifier que la matrice
calculée possede bien les propriétés de matrices de changement de bases orthonormées.

4. Déterminer les composantes (v, vg, v,) du champ vectoriel v(P) dans la base cylindrique.

Exercice 25

Calculer
1. la surface et le volume d’un cylindre circulaire droit, de rayon R et de hauteur L.

2. la surface et le volume d’une sphere de rayon R.

Exercice 26

Intégrer
1. le champ 7 = re, sur le disque de rayon R.
2. le champ 7 = rey sur le disque de rayon R.

3. le champ 7 = cos ¢e,. sur la sphere de rayon R.
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Solution exercice 1

On donne successivement la dimension, les unités et 'unité derivée éventuelle.

Solution exercice 2

1.L,m 10.
2. t, s 11.
3. M, kg 12.
4. T, K 13.
5.1, A 14.
6. L2, m? 15.
7. Lt7!, ms~! 16.
8. MLt~2, kgms~2, N 17.
9. MLt~ !, kgms~! 18.

ML2t~ !, kg m? s7!

ML? t73, kg m? s73, W
ML? t72, kg m? s72, J
ML73, kg m™—3

ML 't72, kg m~! s72, Pa
ML='%~2 kg m~! s72, Pa
It, As, C

L3t m3s™!

Mt3 kgs3

1. [£] = ML*t~2

[me?] = [mlel? = (M)(Lt™)? = ML2~2
2. [p] = ML~ 't=2

[pg(AR)] = [pllgllAR] = (ML™)(Lt~2)(L) = MLt~

C[Follre]?  (MLET)(L)?2 g
= Tmnper - apony - FM Y
2,-2

4. [n] = % = MItif = ML*~?

Solution exercice 3

Correcte, 4 indice libre
Correcte, i indice muet
Correcte, i et j indices libres
Fausse

Correcte, ¢ indice muet
Correcte, 7 et j indices libres
Fausse

Correcte, i, j et k indices libres

© ® N oW

Correcte, 4 indice libre, j indice muet

,_.
e

Fausse

Solution exercice 4

Ui
1. ald = | ug
us
U1
2. L{TV:[ul us U3] (%)
U3
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a1 a2 a13 n
3. AN: as a929 Q23 o
a3y aszx ass3 ng
4T
011 012 013 ni
4. ZTN: g921 g929 023 N9
031 032 033 | n3
a1 a2  a13 b1 b1z bis
5. AB=| a1 a2 a3 bar  baz  bos
az; azz azz | | b1 b3z bz
T T
ai; a2 a3 €11 c12 13 b1 bia bi3
6. ACTBT = | as1 axe a3 C21  Coa  Ca3 bay  baa  bos
as; azz  ass €31 €32 C33 b31  b3a b33
ail  aiz a3 Ty T2 Ti3 air a2 a3 g
7. ATAT = a21 A2z (23 Tor Toy Tos a21 A22 (23
as1 asz ass T31 T30 T33 as1 asz ass

Solution exercice 5

L 6= 101 =01 +0n+d3=1+1+1=3

2. 6;50i = Zijzl 0ij 0ij = Z?ﬂ 033 033 = 011 011 + 022 b2 + 33 033 = 3

3. 0ij Oik O = Zij)k;:l 0ij Ok 05k = 011 011 611 + 022 022 622 + 033 033 033 = 3

4. 8ij 0k = Y0—y 0ij Ok = O

5. 0ij Ak = Z?Zl dij At = Aiji (substitution de I'indice ¢ par I'indice j)

6. aixa;i0r = aikajr = 0ij (Pinverse d’une matrice orthogonale est sa transposée)
7.6

8. 20k

Solution exercice 6

Les deux membres sont non nuls seulement si i # j et k # [. Dans ce cas :
— soit il y a deux paires d’indices égaux :
—sii=ket j =1, la valeur des deux membres est 1;
—sii=1et j =k, la valeur des deux membres est —1.
— soit il y a une seule paire d’indices égaux; par exemple, si i = k, j # [, alors les deux
membres sont nuls.

Solution exercice 7

U
av;, car av = a(ve;) = (av;)e;
U; + U4

UV, CAr -V = (uiei . Ujej) = UVy (ei . e]‘) = uivjéij = U;V;

ors o=

€ijkU VK, car U X V = (we; X ujej) = uv;(e; X €;) = wvj€;jner = €j,u;vpe; et donc
(U X V)-e = €,pu,vk
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Solution exercice 8

1. (u X V)i = €ijkUjVE = —€jkjU;VE = 7(V X u)i.
2. (ux u); = €jpujur = —€,;ujug. Puisque les indices j et k sont muets les deux derniers
membres sont opposés et donc ’expression est nécessairement nulle.

3. (ax (bxc)); = €irj€rmbiCm = €kij€rimaibicm = (0i10jm — Oim0j1)ajbicm = a;bic; —ajbjc;

4. a- (b X C) = aieijkbjck = eijkaibjck = ejkiaibjck = 6kijaibjck

Solution exercice 9

1. av = a(vie;) = (aw;)e;

2. uv = (uie;)(ve)) = (wvj)ee;

3. vou=(vie;) - (uje;) = (viuj)(e; - ) = (viuj)di; = viu,;

4. T -n = (T;je;e;) - (nper) = (Tiniei(e; - ex) = (Tinreidjn = (Tiyn;)e;

5. ;g = (T;je:e;) : (Smerer) = Ti;Ski(eie;) : (ener) = Ti;Ski(e; - ex)(e; - €) = T;;Sd;10u =
ijOji

Solution exercice 10

_ /.2 2
r = r] + x5

T2
# = arctan —
T1
zZ = I3
r1 = rcosl
Trog = rsinf
r3 = Z
Solution exercice 11
r o= x? + a3 + 22
2 2
+x
¢ = arctan L 2
T3
f = arctan —
Z1
r1 = rsin¢cosb
To = rsin¢gsind
T3 = TCOSQ

10
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Solution exercice 12

1. Soit le tenseur S dont les composantes dans un repere orthonormé particulier sont telles que
Si; = ;. Soient ng les composantes de S dans un autre repere orthonormé. Par définition
de tenseur on a Sl’.j = a;;a;1SK. On veut prouver que ng = S;Z
On vérifie que

S = a;jrai Sk = ajraiSik
puisque Sy = Sji, et donc S}i = ajaik Sk = ng en substituant les indices muets k et [.

2. Meéme raisonnement.
Solution exercice 13

1. Existence : tout tenseur 7;; admet une décomposition triviale en une partie symétrique et
une partie antisymétrique

1 1
Ty = 5(Tij + Tya) + 5 (Lo = Ta) = T3 + T
Unicité : supposons que T;; = T + T = T;5 + T]¢ soient deux décompositions différentes
de T;;. Alors, par différence on obtient une décomposition du tenseur nul

_ < / /
0= (T3 - 17) + (T}; = T35)

en une partie symétrique et une partie antisymétrique. On voit directement que ces deux

parties ne peuvent étre qu’égales au tenseur nul lui-méme et qu’en conséquence T7; = Tl’j“ et
S __ s

15 =1T.

2. On considere le produit contracté A : S des tenseurs A et S :

AijSji = —A;jiSji
—A;iSij

par antisymétrie de A, et par la symétrie de S respectivement. Les indices i et j étant
muets, on peut les échanger dans le second membre (par exemple) et écrire

d’ou
Aiiji =0.

(le seul scalaire égal & son opposé est 0).

3. A partir des deux résultats précédents on trouve :

TijSji = (T35 + T5) S5 = T84 + 0.

Solution exercice 14

1. T} = apauTy = 0rThr = Tk

2. La trace de la partie déviatoire est
T4 T TP =Ty, - L s = T = 0
i — L T Ly - m_g mmYic — L4 — Lmm — Y.

(On remarque que le tenseur T;; et sa partie sphérique 7| ff " ont une méme trace)

11
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Solution exercice 15

1. w;; est I'opposé de la partie antisymétrique de % tandis que d;; en est la partie symétrique :

(9’[)]' - 1 (9’[)7; + 8’Uj _l 8@1- _ 8’Uj

dij Wij

En outre, puisque €1, et d;; sont respectivement antisymétrique et symétrique sur les indices
jetkona e pdj, =0.

1 . 1 . 1
SCiikWhj = 5E€ijkhWRj — §€ijkdkj
=0
= S€ijk (Wrj = dij)
1 0v;
= _ieijka—m
1 vy,
= §€ijk87j
=

1 Oy 1 O _ 1 (O Ov;
2€kji€kim 52 = 5(0j10im — Ojmda) 522 = 3 (—’ - —])

s 1 ov
2. —€ijiSl = —€ijk 3 Ehim 5 = 7

Solution exercice 16

1. Par la formule du déterminant on a

ap az ag

b1 bg b3 = a1b283 + a2b301 + a3b102 - a3b2c1 - a1b362 — a2b103
Ci C2 C3

tandis que le développement du second terme donne

€ijk0ibjcr = €123a1bac3 + €231a2b3¢1 + €312a3b1C2 + €321a3b2¢1 + €132a1b3¢2 + €213a2b1C3
a1b203 + a2b301 + agblcg — agbgcl — a1b302 — agblcg

Les deux premiers termes sont donc bien égaux. Pour vérifier I’égalité avec le troisieme terme,
voir I'exercice 8.4.

2. Si (4, ], k) est une permutation paire de (1,2,3), on a €y Ty TjmTrn = det (T3;). Si (i, j, k)
est une permutation impaire de (1,2,3), on a €mnT5TjmThn = — det (T;;). Des lors on a
bien

1
det (T’LJ) = geijkel’rrL7L71ilT’j7nTkn

Solution exercice 17

1. Va= (ei%> a=2%e; = e

s

e o de; o 0
2. Vea= (e ) () = (e %5220 ) = (i (Gte, +ay 57 )) = (e e)) Gt = 0yt =
i i i €Ty B

=0
Oai _ . .
dx; Qi

12
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9 da
3. (V X a)i = Eijkiaxj ap = €ijk73$jf = €ijkQk,j

(e 0 e )=9%%ce — 4 ee.
4. Va=|e ,)(a]ej)fazielejfaweiej

T]‘k

(3
9 oT} T, 19]
5 V- -T = (eza—x?> (Tjkejek) = (eiej) 8;;; €er = JijWJikek = Wjek = Tj;w-ek

_ aak _ Bak _ aak _
-Va= (aiei) . (mejea = a; (ei -ej) mek = aj mek = aja;w-ek

2 2
7. Aa=V- (Va)= (eia%) ' (z?— ) = (€i - €)) poge; = popm = Qi

(03 .
ZTj e]
- Vv. — (e 0. ) . (%akg. — (e - 0,) 2 _ Dax —
8. Aa=V-: (Va) = (el DII_) (8% eJek) = (e; - €;) B5,057€k = By,55; €k = Qk,iiCk

&
®

Solution exercice 18

J

0 Ot
(Vx(V xa)), = eijka—xj (Eklm—xl )

= R G
§9T1

0%a,

O0x;0x

= (5il5jm - 5im§jl)

o 82aj _ 62ai
B 8:1:36951 al’jax]’
=(V(V-a)),— (V- (Va)),

= €ijk€imk

d%a,,
O0x ;0

13
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6. On développe les trois termes séparément

_ d(aja;)
(V(a.a))’b - axl
da; da
= 8_;1% + a; 3 Z
da;
=24 81‘1
6a,;
(2a-(Va)); = 2a, oz,
Oayy,
(2ax (V x a)); = 2€;10;€kim e
dam,
= QEijkelmkaja—ml
Oa,
= 2(6il5jm — 6im6jl)aja—1'l
da; da;
=2(a;—L —q,—
(ajﬁxi aJ@xj)
et on constate que l'identité est vérifiée.
7. 5
(V x (axb));= Eijka—xj (€ximaibm)
8(albm)
= € ik€him | ———
K€kl oz,
e [P0y Obm
— CijkCimk 63)j m laxj
8al 8bm
( 1% jﬁ (8xj +alal'j>
da; ob;  Oa; ob;
= . i—r — —Lph, —a;—r
61‘]‘ J ta 6l‘j 833j J 833‘]'

= (b-(Va)); + (a(V -b)); — (b(V -a)); — (a- (Vb));

Solution exercice 19

0 Oay,
(V- (Vxa))= 8—%61%8—%
02ay,
~ cisk O0x;0x;
aQGk
= _ejikm

Puisque les indices i et j sont muets, les deux derniers membres sont opposés et donc nuls.

0 da
(V x(Va)),; = Eijka_a:j <8—:ck>

B 0%a

~ cik O0x;0xy,
B 0%a
= G,

14
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Puisque les indices j et k& sont muets, les deux derniers membres sont opposés et donc nuls.

Solution exercice 20

Nous devons trouver les nouvelles composantes a, 5 et v de 'opérateur V dans le systeme de
coordonnées cylindriques :

V=i = ewalr,0,2) +eofi(r,0,2) + (1, 0,)

Nous procédons en 2 étapes :

(a) Changement des coordonnées des composantes %
;

Définition du systeme de coordonnées cylindriques :

N

ro= (xf—i—x%) 1 = rcosf
0 = arctg (2—2) xry = rsinf
. o T3 = Zz
zZ = I3
Composition de dérivées a%i = gz’ aij :
0 oo w0 90
dry  Ox10r  0r100  Oxy 0z
= cos&2 — _siné)g
N or r 00
0 oo w0 00
drs  Oxe Or 01900  Oxs Oz
B s'n@ﬁ n Cosﬂg
- e T T e
0 _ oo w0, 00
drs  Oxs Or  Or300  Oxs 0z
_ 9
0z

! cosf sinf 0 3%1
G | =| —sinf cosf 0 %
vy 0 0 1 O

T3

Apres expression des dérivées % en fonction des coordonnées (r,0,z), suivie du changement de

composantes, on obtient finalement :

00 10 0
ox; erc'“)r eer ¢

V=e 90 " 0z

Solution exercice 21

9 9 19 a\ .,
VT = (ela—xl> T = (GTE +e9;% +ez—z> T

15
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2.
V.v = e£+elg+e2 (vr€e,. + vgeg +v.€e;)
— rar 97‘80 zaz rECr 0€0 z2€z
= e a(veJrveJr e)+e1 (vre, +vgeg +v.e;)
— r 8’/‘ rCr 0€H V€, 97" 80 rCr Vo€ 2Cz
+e 2(ve + vgeg +v.e;)
z 82’ rCr AST) 2Cz
= O e (0,08 4y 200y, 00
- or " " or or = or
+1%+le U%+U %4_@ e,
roo 2 \""ae T a0 T 700
+3vz+e_ w%—i—v @4_@ e,
0z * "0z 02 * 0z
Or
Ger  Ger  Dew 0 e 0
G g e =10 —e 0
o 00 o5 0 0 0
On trouve donc finalement :
ov, 10vy v, de, Ov,
V. = 0+ -—-——4 — . 0
v 8r++r09+re9 80+Bz+
———

=1
ov, 10vy v, Ov,

or +;% r 0z

Solution exercice 22

1. Les changements de coordonnées entre les deux repeéres cartésiens (O, e;) et (O',€';) se
calculent par les relations

z; = (€'i - ej)(x; — bj) = ay(x; — b)
T; = (ei . e'j)z;- +b; = ajiz;. +b;

ou la matrice A = [a;;] = [€/;-e,] est la matrice des cosinus directeurs. Ces relations s’écrivent
sous forme matricielle comme suit :

Ill Xr1 — b1
iL’/2 = .A To — bQ s
l’g T3 — b3
il .I/l bl
To = AT I,Q + bQ
T3 Lﬂé bg
On trouve directement que
ei-e €i-e € -e; cosT sinf 0 ? @ 0
A= | ¢€s-e €y-e; €y-e3 | =| —sinf cosi 0 | = ,\/7§ @ 0
6/3 - e e’3 - €9 e’3 - €3 0 0 1 0 0 1

16
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et on obtient

ainsi que la relation inverse

€1
€2
Zs3

T
x2
T3

=ofrfs

vz V2 g
2 3
_V2 V2
2 32
0O 0 1
V2 V2o
2 2
V2 V2o
2 2
o 0 1
V2 V2o
2 2
V2 V2
2 2
0O 0 1
V2
TO
0 1

1
1
0

. (a) En substituant les expressions des x; en fonction des a} dans I’équation du plan 21+ x5 =
1, on obtient respectivement dans les deux reperes les équations suivantes :

r_ XY=

T, = 2
v_ V2
] = ———
2

(b) L’invariance du champ scalaire d(P) s’écrit formellement

d (!

soit

d/(xllvx/%xg) = (

V2
5

\/5 "

(z

1! 1 1 "y
d ($1,ZE2,CC3)— ( 9

1

) = d(;(x})) = d(aijz; + b;)

xg)> + (?(m’l +

—zé’)—kl)—!—(?

xé))—lzx/ﬁx'l—l

(x’l’—|—1:’2')—|—1> —1=vV2a2+1

. Les changements de composantes d’un vecteur v entre les deux reperes cartésiens (O, e;) et
(O',€';) sont donnés par les relations

c’est-a-dire

et
U1
V2
U3

Les résultats sont identiques pour v}’.

v; = aij;
v = aj;V]
V2o V2o
2 2
_V2 V2o
2 2
0 0 1
V2o V2o
2 2
V22
2 2
0 0 1

17
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4. L’invariance du champ vectoriel v(P) sécrivant

on procede en deux étapes :

(25) = airve(zi(2})) = ainve(azzy + bi)

(a) Changement de coordonnées des composantes v;

V2

vl(x/lax/%xé) = 7( /1 +x/2)
V2

'U2($/17x/2’xg) = 7(37/1 /2)

'U3($/17x/2’xg) =0

2
(et = Lt + o) 41
2
(et af) = L2 —af) +1
’U3(£E/1/,1'/2/,13g) =0

(b) Changement de composantes

Pl ol o V2 V2 r ’oo
vy (o, x5, 25) 5 +5 0 vy (2], T, T5)
D (ol ol ol _ V2 V2 -
vh (), 2h, x = | _v2 V2 vo(a), ), x
oy Rl b
V3(T7,Xg, T3 0 0 1 | V3T, %2, T3
oo oo o ] r 2 V2 T r "o
vy (2, 23, 73) 5 +5 0 vy (@7, x5, %)
Walatal) | = | -2 2 g || vl
1 1 1 1 1 1 "
vy (27, 75, 73) i 0 0 1 L v3(z7, 75, T75)
On trouve donc finalement :
! A / ! !
vy (o, 75, 73) Ty
! A / ! !
vy(27, 759, 25) | = | —T%
/ ! !
vy (), T4, T5) 0
1 1 1 1 1
vy (2, 23, 73) z) + 2
1 1 1 1 _ 1
vy (27,25, 25) | = —Tg
1 1 1 1
vy (27, 75, 73) 0

Solution exercice 23

1. On obtient la représentation 77(¢)(z},t) du scalaire T'(P,t) en exprimant dans 7 (z;, ) les

x; en fonction des z}

T/(e) (I;7 t) =

2
= 20z’ — Zaxl?
= 0T

T (2 (x7), 1)

Comme le temps n’apparait pas dans cette expression, le champ T est stationnaire dans le

repere (O, ¢€';).

2. Les composantes de VT dans les reperes (O, e;) et (O',€’;) sont

or'® 20 16
Br(l) T g 1 — 9 T2
T _ 16 _ 20

Bm( ) 9 axy 9 ax9
ar'e 0

8:63

18
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et
a1’ ()
a7 /
6:5(1 —4daz]
ar'® | _ 4.
oxl, - —Qilz
o7’ 0
oxly
respectivement.

On vérifie qu’il s’agit bien des composantes d’un méme vecteur en effectuant successivement
la transformation des coordonnées

K] (e)

%1)( &71‘/2’%%) —2\/504.13/1 +\/§%OZ$/2
0T (), ah,a%) | = | —2v2a2) — V22aa)
0T (&}, 2, 74) 0

ox ’ ’

et le changement de composantes a;;v;

g —+—§ 0 —2v2ax} + V22ag) —dax)
—@ @ 0 —2\/50[3:’1 — \/5%041:'2 —%ax'Q
0 0 1 0 0

. Dans le repere (O, e;) les composantes ¢; du vecteur densité de flux de chaleur q s’obtiennent
par

o1
i =Ky —
soit
q1 5 —4 0 —%axl — 2—6043:2 dovrq
@ | =—-K| -4 5 0 —%aml — %axz =K | 4daxy
qs3 0 0 1 0 0

Dans le repere (O',€’;) les composantes ¢; de g s’obtiennent par

. aTl(e)
q4; = 1] o'
J

Les composantes K{j du tenseur K dans le repére (O, €’;) se calculent par la relation d’in-
variance

/
K = ainaj Ky

qui s’écrit matriciellement
(K] = [air] [Kr)[aj0])"

ou encore

Ky Kip Kig Kiu Kiz Kis

Ky Ky Kipy | =A| Ko Ka Ko | A

Ky Ky Kig K31 Kz Kss
o2 5 -4 01 L2 -2 9

=K | _2 2 -4 5 0 Y2 V2

2 2 2 2
0 0 1 0 0 1 0 0 1

100
=K|0 90
0 0 1

On remarque que dans ce repere les composantes du tenseur K sont représentées par une ma-
trice diagonale. (En fait, on peut montrer que pour tout tenseur symétrique il existe au moins

19
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une repere dans lequel ses composantes forment une matrice diagonale.) Les composantes
K|; maintenant déterminées on trouve pour les g;

q 100 —dax) 4o
& |=-K|0 9 0 —%azh | =K | 4oz
¢ 00 1 0 0

Pour un matériau présentant une conductivité thermique isotrope k, le tenseur K a pour
expression

K=Fké (Kij=kdy)

. Les invariants d’un tensur d’ordre 2 sont les fonctions de ses composantes qui reste invariantes

sous les changements de reperes. On peut montrer que tous les invariants d’un tenseur

symétrique peuvent étre exprimés en fonction de trois invariants principaux
=K,=9+1+1=11

1 1
I, = 5(([(“-)2 — KijKji) = 5(112 —(254+16+16+25+1) =19

1 1
= 5((K£i)2 - K[;K};) = 5(112 —81+1+1)=19
I3 =det K = eijkTIiT2jT3k =25—-16=9

_ . ! / ! _
= €T 1515, =9

Solution exercice 24

1. Changement de coordonnées

Les relations de changement de coordonnées entre le systeme de coordonnées cartésien lié
au repere (O, ;) et le systéme de coordonnées cylindriques sont définies comme suit :

— /2 2
ro= Ty + x5

€2
# = arctan —
€1
zZ = I3
r1 = rcosl
To = rsinf
r3 = Zz

2. Invariance d’un champ scalaire

L’invariance du champ scalaire T'(P) s’écrit
T'(ai) = T(x(0x))
C’est-a-dire

T'(r,0,2) = T(rcosf,rsinb, z) = a(r® cos? § + r?sin? §) — Bz = ar® — Bz

3. Changement de composantes

On calcule la matrice des cosinus directeurs A(r, 0, z) telle que :

€, el
€y = A(?", 03 Z) €2
€, €3

20
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On trouve alors :

e.-e; €.-e e.-e3 cosf) sinf 0O
A(r,0,2)=| ep-e1 eg-ex ep-e3 | = | —sinf cosf 0
e,-e e,-e e, -ej3 0 0 1

Vu que les bases sont orthonormeées, on a :

€] €
e | = AT(r,0,2) | eq
€3 €,

Partant de la formule d’invariance du vecteur v :
V = vi1€e1 + v2€ey + v3e3 = v,€e, + vgep + v, e,

et en y remplagant les vecteurs de base cartésiens par les vecteurs de base cylindriques, on
trouve finalement :

Uy cosf) sinf 0 U1 v
vg | = | —sinf cosf 0 vy | =A(r,0,2) | va
v, 0 0 1 v3 v3

Il suffit alors d’inverser cette relation pour trouver la formule de transformation inverse :

U1 cosf) —sinf 0 Uy vy
vg | = | sinf cosf O vg | = .AT(T, 0,2) | ve
V3 0 0 1 v, .

On remarque que la matrice de transformation de composantes est orthogonale, et est égale
a la matrice de changement de base (car les bases sont orthonormées).

. Changement de composantes : application
L’invariance du champ vectoriel v(P) sécrivant
V = vj1€1 + U2€ + U3e3 = V,€e, + Vgey + v, e,

on procede en deux étapes :

(a) Changement de coordonnées des composantes v;

vi(z1 =rcosf,xo =rsinf,x3 =2) = —cosf — Brsind
r
. A
vo(xy =rcosb, g =rsinf, x5 =2) = —sinf+ Brcosh
r
v3(xy =rcosb, g =rsinh,z3=2) = Cz

(b) Changement de composantes

vp(r, 0, 2) cosf sinf 0 vi(rcosd,rsind, z)
ve(r,0,z) | = | —sinf cosf 0 va(rcosf,rsind, z)
vy(r, 0, 2) 0 0 1 va(rcosf,rsind, z)

On trouve donc finalement :

v (1,0, 2) é
,

Vo (7‘, 67 z) = Br

v.(r, 0, 2) C

21
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Solution exercice 25

/ ds =2 / s + / ds
Cylindre Base Surface latérale

Sachant que ’élement d’aire d.S, de normale e, est rdfdr on trouve

R 2 R 2
/ ds = / / rdfdr = / rdr / df = 7 R?
Base 0 0 0 0

Ensuite, sachant que ’élement d’aire d.S, de normale e,., est Rdfdz on obtient

L 2 L 27
/ ds = / / Rdfdz = R/ dz/ df =27 RL
Surface latérale 0 0 0 0

En conséquence I'aire du cylindre est 2rR? 4+ 27 RL.
Sachant que I’élément de volume dV vaut rdfdrdz en coordonnées cylindriques on calcule

R 27 L
/ dV = dxidrodrs = / / / rdOdrdz
Cylindre Cylindre 0 0 0

R 27 L
= / rdr / de / dz = mR2L
0 0 0

On peut vérifier que r est le jacobien de la transformation (x1,x9, x3) — (1,0, 2)

2. Sachant que I’élement d’aire dS, de normale e,, est R?sin ¢dfd¢ on trouve

™ 27 T 27
/ ds = / / R%sin ¢dfdp = R* / sin dg / df = 47 R*
Sphere 0 0 0 0

Sachant que ’dlément de volume dV vaut r?sin ¢dfdgdr en coordonnées cylindriques on

calcule R )
/ dV = / dridrodrs = / / / 2 sin ¢pdOdpdr
Sphere Sphere 0 0 0

R s iy 4
:/ r2dr/ s1n¢d¢/ df = —wR3
0 0 0 3

On peut vérifier que 72 sin ¢ est le jacobien de la transformation (1, x2,x3) — (7, ¢,0)

Solution exercice 26

R 2m R 21
1. / / (re,)rdodr = / / r2e,dfdr. Comme e, dépend de 0, on ne peut le sortir de
o Jo o Jo

Iintégrale. Pour effectuer facilement ce calcul, on exprime e, dans la base cartésienne :
e, = cosfe; + sinfey. Comme les e; ne dépendent pas de la position, on peut les sortir des
intégrales

R 27 R 2m R p2m
/ / 72 (cos fe, + sin fey)dfdr = / / r? cos Odfdre; + / / 2 sin fdfdre; = 0
o Jo o Jo o Jo

On pouvait prévoir ce résultat en raison de la symétrie radiale du champ 7 (7(r,0) =
—7(r,0 +)).

2. Une argumentation semblable au cas précédent nous indique que le résultat est le vecteur
nul 0.
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™ 27
3. / / cos ¢e, R? sin ¢dfde
o Jo |
= / / cos ¢(sin ¢ cos fe; + sin ¢ sin ey + cos pes) R? sin pdOde
o Jo
b 2m T 2m
= R? / / cos ¢ sin? ¢ cos OdOdpe; + R? / / cos ¢ sin? ¢ sin OdOdpes +
0o Jo 0o Jo
T 27
R? / / cos? ¢ sin pdfdpes
o Jo

2

47
= Oe; + Oey +
De nouveau, par des arguments de symétrie, on pouvait prédire que les composantes selon
e; et ey seraient nulles.

€3
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Exercice 1

Un fluide s’écoule dans la région située entre deux demi-plans infranchissables perpendiculaires
entre eux. On considére le repere cartésien orthonormé (O, e;) tel que les deux demi-plans
soient (r1 = 0, w9 > 0) et (1 > 0, xo = 0), et que la région occupée par le fluide soit
(x1 > 0, g > 0). Dans ce repere, la description lagrangienne du mouvement du fluide nous
est donnée par les équations

xgl) (Xi, t) = X1 eo‘t
l'g) (Xi, t) = Xy e~
(X t) = X;

Les X; sont les coordonnées d’'une particule dans la configuration de référence, et les x; sont
les coordonnées de la particule au temps ¢. La constante a > 0 a les dimensions physiques
appropriées. On travaille dans le Systéme International d’unités.

1. A quel instant ¢ty correspond la configuration de référence ?
O]

. Quelle est la description lagrangienne des composantes v;” du vecteur vitesse ?

(

. . s . (& ~ .
. Quelle est la description eulérienne des composantes v; ) de ce méme vecteur vitesse ?

2
3
4. Quelles sont les composantes d;; du tenseur des taux de déformation ?
5

. Au temps t = 10 s, on dessine dans le fluide, au moyen d’un colorant, une petite croix
en (r1 = 10m, z9 = 1m, x3 = Om). Celle-ci est formée par deux petits segments
perpendiculaires de lem de longueur et formant des angles de 7/4 avec les vecteurs
de base e et es. Quels seront, 0.1 seconde plus tard, les longueurs de ces segments et
I’angle qu’ils formeront entre eux ?

6. Soient (X;) les coordonnées d’un point matériel P dans la configuration Ry. Soit (&)
les coordonnées de ce méme point au temps 7. Prenons R, comme configuration de
référence. Quelles sont les équations qui décrivent le mouvement par rapport a cette
configuration 7

7. Soit T(®)(z;,t) = Az + 3Baot, la description eulérienne du champ de température
ou les constantes A, B > 0 ont les dimensions physiques appropriées. Déterminer la
variation instantanée de la température pour un observateur accompagnant la particule
de coordonnées (X7%) dans la configuration de référence. Enfin, déterminer la variation

instantanée de la température a I’endroit fixe de coordonnées (z7).
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Exercice 2

Dans un repére cartésien (O, e;), on considere le mouvement d’un fluide, dont la descrip-
tion eulérienne est

vy = at
Vo = b.fL‘l
vy = ¢C

a,b et ¢ étant des constantes de dimensions physiques appropriées.

1.

Déterminer sous forme paramétrique la trajectoire de la particule se trouvant au point
de coordonnées (x19, 20, x30) & l'instant ¢ = 0 . Donner la description lagrangienne
du mouvement en prenant pour configuration de référence la configuration occupée en
t=0.

Calculer sous forme paramétrique les lignes de courant de ’écoulement a l'instant arbi-
traire tg.

Déterminer a l'instant ¢, 'équation de la ligne d’émission issue du point de coordonnées
(0,0,0).

Calculer le champ de vitesse en représentation lagrangienne, en prenant pour configu-
ration de référence la configuration occupée en t = 0.

Calculer 'accélération des points matériels en représentation eulérienne.

Calculer I'accélération des points matériels en représentation lagrangienne. Comparer
les solutions obtenues en partant des résultats trouvés en 4 et 5.

Exercice 3

Dans un repére cartésien (O, e;), on considere le mouvement d’un fluide, dont la descrip-
tion eulérienne est

V1T = axg
Vo = b:L'l
V3 = ¢C

a, b et ¢ étant des constantes de dimensions physiques appropriées.

Déterminer sous forme paramétrique la trajectoire de la particule se trouvant au point de
coordonnées (z19, T20,30) a instant ¢ = 0 . Donner la description lagrangienne du mouve-
ment en prenant pour configuration de référence la configuration occupée en t = 0.

Meémes questions pour le champ de vitesse suivant :

x1
v = —
t
€2
Vg = —
t
vy = 0
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Exercice 4

Soit un milieu continu dont ’état de contrainte est homogene et stationnaire (c.-a-d. un
milieu dont I’état de contrainte est identique en tout point et & tout instant dans le repere
choisi).

On considere a l'intérieur de ce mileu un tétraédre matériel, tel que représenté sur la figure
ci-dessous dans le repere cartésien orthonormé (O, e;). Les arétes paralleles aux axes ont la
longueur ¢ donnée.

Un expérimentateur a réalisé quelques mesures sur ce tétraedre et a ainsi constaté que

1.

la composante normale de la force exercée sur la face inférieure (c.-a-d. la face pour
laquelle z3 = 0) par la matiére extérieure au tétraedre est D,

la composante normale de la force exercée sur la face de gauche (c.-a-d. la face pour
laquelle 25 = 0) par la matiere extérieure au tétraedre est E,

la composante normale de la force exercée sur la face arriere (c.-a-d. la face pour laquelle
x1 = 0) par la matiere extérieure au tétracdre est F,

. la force exercée sur la face inclinée par la matiere extérieure au tétraedre est G =

Gieir + Goex + Gses.

Déterminer les composantes du tenseur des contraintes dans le repere donné.

(0,0,¢)

€3

€2
0 > (0, ¢,0)

€1

(¢,0,0)
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Exercice 5

Un cube solide est maintenu immobile sous tension dans un repere inertiel (O, ;). Dans sa
configuration sans tension le cube occupe le domaine (0 < z; < a). Il s’agit d’un probléme de
petits déplacements ot le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations infinitésimales
ont pour expression

0 —4Kz? 0
[oi;] = | —4K2?  8Kzimo 0
0 0 3KIE1£C2
et
—3eximy  —dex? 0
[Eij] = —45%% 5€$1£L'2 0
0 0 0

les constantes positives K et ¢ étant données.
1. Donner les dimensions physiques des constantes K et .
2. Déterminer la densité des forces a distance.

3. Quels sont le tenseur de rotations infinitésimales et le vecteur de déplacement, si le
sommet situé sur l'origine O est maintenu fixe, le sommet de coordonnées (a,0,0) est
maintenu le long de (O, e;) et le sommet de coordonnées (0, a,0) est maintenu dans le
plan (O,e1,e2)?

4. Dans quelle région du cube une petite fibre de direction (v/2/2,v/2/2,0) s’est-elle rétrécie
lors de la mise sous contraintes ?

5. Quels sont la résultante et le moment résultant des forces de contact exercées (i) sur la
face du cube z3 = 0, (ii) sur toute la surface du cube?

Exercice 6

On étudie ’écoulement d’un fluide de masse volumique p et de viscosité n constantes entre
deux cylindres concentriques de rayon R; et Ry et de hauteur L. Les cylindres tournent autour
de leur axe suivant les vitesses angulaires uniformes respectives Q1 et Qo.

Le domaine de ’écoulement est D = {R; <r < Rg, 0 < z < L} et le champ de vitesse a pour
expression

v, =0
B
vg = Ar + —
r
v, =0
o R%QQ*R%Q:{ . R%RS(szﬂl)
avec A = ICEe et B = et

Note : cet écoulement est appelé écoulement de Couette.

Le champ de contraintes associé a cet écoulement est

-p(r) & 0 ) s )
C Acr B

loy]=1 = —p(r) 0 |, avecp(r)=p +24BInr — 25) + po,
0 0 —p(r) "
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RIR3(Q2—)

avec C =27 Re—12)?

et pg, une pression de référence.

Pour cet écoulement, répondre aux questions suivantes.

1. Interpréter le champ de vitesse et dire s’il s’agit d’un écoulement stationnaire. Donner
les trajectoires, lignes de courant et lignes d’émission. Calculer I’accélération.

2. Calculer le gradient de vitesse Vv, les vitesses de déformation d, les vitesses de rotation
w et la vitesse de rotation 2. Interpréter ces grandeurs.

3. Vérifier que les lois de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et du
moment de quantité de mouvement sont satisfaites sous leurs formes globales pour le
volume matériel remplissant tout I’espace entre les deux cylindres.

Que vaut la puissance des forces de contact exercées sur ce volume matériel de fluide ?

4. Vérifier que les lois de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et du
moment de quantité de mouvement sont satisfaites sous leurs formes locales.

5. Calculer le débit volume a travers la section 8 = 0

Exercice 7

On étudie ’écoulement d’un fluide de masse volumique p et de viscosité n constantes dans un
cylindre de rayon R et de longueur L.

Le domaine de ’écoulement est D = {0 <r < R, 0 < z < L} et le champ de vitesse a pour
expression

v =0
vg =0
UZ:A(RZ—rz)

avec A = f—gg ou (Q est une constante.

Note : cet écoulement est appelé écoulement de Poiseuille.

Le champ de contraintes associé a cet écoulement est

-p(z) 0 —Fr
o] = 0 —p(2) 0 , avec p(z) = —Bz + py,
—gr 0 —p(3)

B étant une constante et py étant une pression de référence.

Répondre aux questions de I’exercice précédent.

Le volume matériel a considérer est celui qui est contenu & un certain instant entre deux
sections du cylindre espacées de la distance d.

La section & travers laquelle on demande de donner le débit volume est z = CS%,
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Exercice 8

Un barreau cylindrique droit, de section circulaire, constitué d’un matériau élastique iso-
trope, est soumis a ’action de contraintes exercées en ses deux extrémités. Nous considérons
un probleme de petits déplacements; les représentations lagrangiennes et eulériennes sont
confondues. On donne un repere cartésien (O, e;) par rapport auquel la position du barreau
avant déformation est la suivante :
— La section du barreau est un cercle de rayon R dont le centre se trouve sur l'axe (O, e3).
— Une des bases du cylindre est située dans le plan z3 = 0, et la seconde dans le plan
T3 = L.
On considere 3 cas de champs de contraintes dans le barreau, a partir desquels les tenseurs
des déformations infinitésimales €;; sont calculés (avec S et o des constantes positives ayant
les unités appropriées) :

1. Traction Simple :

0 0 O
[oij]]=10 0 0
00 S
S
[eyl=1] 0 —% 0
o 0 2
2. Flexion pure :
00 0
loij]=10 0 0
0 0 ar
- 0 0
[61'3‘] = 0 —%l‘l 0
0 0 %:L’l

0 0 0
[afj] =10 0 ar
0 ar 0
0 0 0
[Efj] =10 0 HT"QT
0 liE”ar 0

Pour chacune des expériences de mise sous contrainte :

1. Déterminer les contraintes principales et les directions principales associées. Tracer les
cercles de Mohr correspondants.
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2. Pour un matériau fragile il y a rupture si
(contrainte normale de traction) > o

avec oy la contrainte de rupture.
Déterminer ’endroit ou s’initiera 1’éventuelle rupture et sa surface de propagation.

3. Pour un matériau ductile le critere de Tresca annonce des déformations plastiques (c.-
a-d. irréversibles) si

. . . o
(contrainte de cisaillement maximum) > 7)/

avec oy la contrainte d’entrée en plasticité.
Déterminer ’endroit ou s’initiera 1’éventuelle entrée en plasticité.

4. Déterminer le champ de déplacements du barreau sachant que u;(0,0,0) = 0 et que
Wij (0, 0, 0) = 0.
Marche a suivre

Le transposé des gradients de déformation peut se décomposer en ses parties symétrique
et antisymétrique, ce qui en cartésien s’écrit :

8ui 1 Guz 8Uj 1 8“1 8Uj
== + + = -
ox 7 2 ox j 8901 2 ox i 6.%'1

= &ij + Wij

Les tenseurs €;; et w;; sont respectivement le tenseur des déformations infinitésimales
et le tenseur des rotations infinitésimales.

(a) Pour calculer le champ de déplacements u; qui dérive de ¢;;, on établit d’abord les
différentielles des composantes du tenseur des rotations infinitésimales :

Ow; ; Os; O
dw;j = 8:61: dzxy, = <3xf — 85Zf> dzy,

(b) On calcule les composantes du tenseur des rotations infinitésimales & partir de ces
différentielles et des conditions imposées.

(c) Les différentielles des composantes du champ de déplacements u; sont trouvées par

. Guz

du; = 8—% dl‘j = (Sij + wij) dacj

(d) On integre finalement les du; avec les conditions proposées.

5. Déterminer en tout point la direction et 'intensité de la rotation locale €; = %eijkwkj.
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Exercice 9

Un anneau d’épaisseur e est soumis a l'action de contraintes. La section de l'anneau est
délimitée par deux cercles concentriques de rayon intérieur R; et extérieur R.. On considere
un probleme de petits déplacements.

On travaille dans un systéme de coordonnées-composantes cylindriques (7,60, z), avec pour
origine le centre de ’anneau. On donne le champ de contraintes dans la piece, a partir duquel
le tenseur des déformations infinitésimales e;; est calculé (avec A, B, C, D et E des constantes
positives ayant les unités appropriées) :

[(4+B 0 0]

lo4j] = 0 —rﬁz—i-C’ 0
0 0 0 |

[ -Z+E 0 0
[6@']2 0 TQQ—FE 0
0 0 0|

1. En sachant que 'anneau n’est pas soumis a des forces de volume et qu’il est immobile
apres déformation, exprimer la constante C' en fonction de A et B.

2. (a) Déterminer en chaque point les contraintes principales et les directions principales
associées.

(b) Pour un matériau fragile, déterminer ’endroit ou s’initiera I’éventuelle rupture et
la direction de sa surface de propagation.

(¢) Pour un matériau ductile, déterminer I’endroit ou s’initiera 1’éventuelle entrée en
plasticité.

3. (a) Quelle est la résultante des forces de contact exercées sur la surface r = R.
(b) Quel est le moment résultant des forces de contact exercées sur la surface r = R..

(¢) On effectue une coupe fictive dans I'anneau selon le plan 6 = 7. Quelle est la
résultante des forces de contact exercée par la partie de la piece située du coté
0 < 7 sur la partie située du coté § > 77

4. Soient deux fibres matérielles formant une croix située dans un plan z = cste et centrée
o Re+R
— e L
r o= 5
0 = T
Sachant qu’avant déformation les bras de la croix sont alignés respectivement avec les

vecteurs e, + ey et e, — ey, quels sont les allongements de ces deux fibres ainsi que la
variation de 'angle qu’elles forment en leur point d’intersection ?



Mécanique des milieux continus Cinématique et dynamique - Exercices

5. Déterminer le champ de déplacements de ’anneau, ainsi que les valeurs des rayons
intérieur et extérieur de la piece apres déformation (en ne tenant pas compte des modes
de déplacement rigides).

Exercice 10

Un fluide est en mouvement dans la région qui entoure une sphere de rayon R centrée en
lorigine O d’un systeme de coordonnées-composantes sphériques. La description eulérienne
du champ de vitesses est

Uy Ul - i—%)cosd)
vg | = | U1 —2)sing
Vo 0

et le tenseur des contraintes est

Ory  Orgp  Org IS
Opr Opp Ogo | = 2 cos ¢
Oor Ogp 060

O O =
o O O
o O O

Les constantes S et U ont les dimensions physiques appropriées.

1. Quelles sont les dimensions physiques et les unités de U et S dans le Systeme Interna-
tional d’unités ?

Quelle est la vitesse & grande distance du centre de la sphere 7 Interpréter.
Montrer que le fluide ne traverse pas la surface de la sphere.

Déterminer s’il peut s’agir d’un fluide incompressible et indilatable.

ok W

Quelle est la densité des forces de contact exercées par le fluide sur la sphere et son
moment par rapport a lorigine 7
Quelles sont la résultante et le moment résultant de ces forces de contact ?

6. Déterminer si le fluide glisse (sans frottement) ou colle (sans glissement) sur la surface
de la sphere.

7. Que vaut, en représentation eulérienne, pour un observateur accompagnant le mouve-
ment du fluide et occupant au temps ¢ la position (r,¢,#), la variation par unité de
temps de sa distance au plan fixe d’équation ¢ = 7/27

8. Au temps ¢ = 0, dans le plan ¢ = m/2, on trace une petite croix de colorant. On
demande quelle orientation lui donner pour que ses bras, perpendiculaires en ¢t = 0,
le restent approximativement en leur point d’intersection dans les courts instants qui
suivent.

10
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Solution exercice 1

1. A linstant de référence tg, on doit avoir

2 (Xj,t0) = X;

soit .
X1 €a 0= X1
XQ €_at0 = X2
X3 = X3

Ceci est vrai si et seulement si
eato — e—ato -1

et donc tg = 0.

2. Le champ de vitesse v est la dérivée matérielle du vecteur position x :

_Dx

Dt
ox®

Ot

A%

La représentation lagrangienne du champ ”vecteur position” étant

X = x(ll) e + a:gl) ey + a::(,f) es

= Xleat e; + Xge_at e + X3e;

nous trouvons

vV = U%l) e; + vél)

) @ (D)
_ Oxy e 4 Oxy eq 4 Oxs
ot ot ot

=aXeMe; — aXqoe ey

e + ’U:(,’l) es3

€3

ou en représentation matricielle

(2 aXet
Q]gl) _ —ane_at
vél) 0

3. La représentation eulérienne du champ de vitesse peut étre trouvée a partir de sa
représentation lagrangienne. En effet, a 'instant ¢, passe au point de I'espace de co-
ordonnées (x1,x2,x3), le point matériel ayant les coordonnés lagrangiennes

X4 Jile_at
Xy | = xoe™
X3 x3

11
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dont les composantes du vecteur vitesse ont été calculées au point précédent. En sub-

stituant les X;, on obtient
(e)

U1 aTy
vée) = | —ax2
Ué@) 0

On voit que les composantes eulériennes de la vitesse ne dépendent pas du temps : le
champ de vitesse est dit stationnaire, c’est-a-dire qu’en un endroit fixe de I'espace le
vecteur vitesse ne dépend pas du temps.

4. Le tenseur des taux de déformation d = $(Vv’ 4+ Vv) a pour composantes dans le
repere cartésien (O, eq,e9,e3)

a 0 0
[dij] = E (gw‘ + ?@)] =0 —a 0
tio Ot 0 0 0

5. On effectue un changement de repere de telle maniere que les deux segments qui forment
la croix soient dirigés suivant les nouveaux vecteurs de base €’;. De tels €/; sont par

exemple
e’1 4 g 0 (S31
€3 0 0 1 €3

La composante diagonale d& du tenseur des taux de déformation dgj dans le repere
(O, €';) représente l'allongement relatif par unité de temps d’une fibre matérielle dirigée
suivant le vecteur €’;. La composante non diagonale d;j représente la moitié du rappro-
chement angulaire par unité de temps de deux fibres matérielles alignées suivant €’; et
€’;. Les composantes dgj se calculent par la formule

U
dij = aikajidy

c.-a-d.
22 a 0 0 2 Y2 0 —a 0
dij] = -2 ¥2 0 —a 0 V2 V2 g|l=|-a 0 0
2 2 2 2
0 0 1 0 0 0 0o 0 1 0O 0 0

On constate que, puisque les composantes diagonales dj; et dj, sont nulles, les bras
de la croix ne subissent pas d’allongement ; 0.1 seconde plus tard, les longueurs de ces
segments sont toujours égales a 1 cm. Par contre il y a un rapprochement angulaire des
deux bras orientés suivant e’y et €'y d’amplitude

5¢12 = Qd,125t = —0.2« rad.

Le rapprochement étant négatif, il s’agit en fait d’un éloignement des deux bras paralleles
aux €1 et €'9. L’angle final est donc

P12 = g + 0.2« rad.

Remarque : tous les calculs sont faits approximativement, en se limitant a des dévelop-
i
pements en série ]USQU ‘au p1 emaier ordre.

12
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6. Les "nouvelles” coordonnées de référence (&;) sont reliées aux ”anciennes” (X;) par

&1 X1eT
S | = | Xoe™ 7
&3 X3
ou inversement
X1 ST
Xo | = | &€
X3 &3

En injectant cette derniere relation dans la représentation lagrangienne du mouvement,
on obtient la représentation lagrangienne du mouvement associée a la configuration de
référence prise a U'instant 7

) {1 ea(t—T)
o = 526_0‘(7:_7_)
3 &3

7. (a) La variation instantanée de la température pour un observateur accompagnant la
particule de coordonnées (X7%) dans la configuration de référence est la dérivée
matérielle de 7' pour le point matériel de coordonnées lagrangiennes (X7). En
représentation lagrangienne la dérivée matérielle a pour expression

pr_ o1t
Dt Ot

On trouve directement I'expression lagrangienne du champ T'

TO(X;,t) = AX e + 3Bt Xpe
et donc

DT oT®

Dt |x,_x; Ot

= aAX{e™ +3BX e (1 — at)

Xa=X3
(b) La variation instantanée de la température a I'endroit fize de coordonnées () est

aT)
ot

= 3Buz;

L— X
;=]

Remarque : si on désire connaitre la variation instantanée de 1" pour le point matériel qui
occupe la position (z]) & I'instant ¢, il faut utiliser I'expression de la dérivée matérielle
en représentation eulérienne

DT _ <8T(e) Y (e).VT(€)>

Dt

ot

K
;=]

= aAz] + 3Bx5 (1 — ot)

Remarque : ce dernier résultat et celui obtenu en (a) peuvent évidemment étre obtenus
I'un a partir de 'autre en effectuant le changement approprié entre les (z7) et les (X7%).

13
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Solution exercice 2

1. Pour trouver l'expression paramétrique de la trajectoire de la particule se trouvant au
point de coordonnées (z19, z20, z30) & l'instant ¢ = 0, nous devons résoudre le probléeme
suivant (probléme de Cauchy) :

dl’i
dt

:’U,L-

avec x; = x;0 pour t = 0.

On obtient alors un systeme d’équations différentielles qui se résoud facilement :

% = at xrT = %tQ + Z10

% = bn = To = %btg +b T10t + x20
dry _

w = ¢ Tr3 = ct + x30

Vu qu’on impose (X7, Xo, X3) = (210, Z20, Z30), la représentation lagrangienne du mou-
vement est alors :

T = 92 + X4
To = %bts-i—let—{—Xg
T3 = Ct+X3

2. Les lignes de courant sont ’enveloppe du champ de vitesse a un instant déterminé. En
d’autres mots il s’agit des courbes tangentes aux vecteurs vitesse a un temps tq fixé.
Pour calculer ces lignes de courant, on va figer (ou ”photographier”) le champ de vitesse
a l'instant donné ty, et ensuite calculer les trajectoires pour ce champ de vitesse fictif
égal au champ de vitesse réel au temps particulier tg.

Remarque : pour un champ de vitesse stationnaire (ce qui n’est pas le cas ici) les lignes
de courant et les trajectoires seront confondues.

On obtient alors un systeme d’équations différentielles qui se résoud facilement, ou g
est considéré comme une constante, tandis que s est le parametre qui décrit la courbe
(et qui est un temps fictif) :

dxy

dds = aty r = ato s + x19
2= b = T2 —athU s2 +bwips + w20
o — L

o= c T3 = cs + x30

avec x; = ;0 pour s = 0.

3. Laligne d’émission est la ligne générée par émission continue de points matériels a partir
d’une position donnée de I'espace.
Notons x; le point d’émission, et considérons la ligne émise depuis le temps ¢y jusqu’au
temps t.

14
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Cette ligne a pour équation pour (t > tg) :
l
T; = :cz( )(XA,t)

avec X4 tel que pour un certain temps 7 (tg <7 <t) on a z} = $Z(-l)(XA, 7).

En d’autres mots on va rechercher les coordonnées lagrangiennes X 4 des points matériels
qui a un certain temps 7 passent par le point d’émission.

Remarque : pour un champ de vitesse stationnaire les lignes d’émission et les trajectoires
seront confondues.

Dans notre cas :

x] 0 %7’2 + X3
l‘; =10 | = %ng‘l—leT-f-XQ
x3 0 ct + X3

On trouve donc les coordonnées lagrangiennes du point matériel qui au temps 7 a pour
coordonnées z; =0 :

X1 —%TQ
_ | ab_3

X2 = 3 T

X3 —CT

Il suffit a présent d’injecter cette expression des X 4 en fonction de 7 dans I'expression
des trajectoires :

T = % 2 — 72)
T = %bt?’ + %67'3 — %szt
x3 = c(t—r)

Il s’agit de I'expression paramétrique de la ligne d’émission (de parametre 7) au temps
t (Fig. 1).

4. Deux possibilité s’offrent a nous pour calculer I'expression lagrangienne du champ de
vitesse. La premiere solution est de dériver I’expression lagrangienne du vecteur position
par rapport au temps :

Dx 9x®
v=——=—
Dt ot
La seconde solution est d’exprimer les x; en fonction des X4 dans I’expression eulérienne
du champ de vitesse :

o (Xa,0) = o) (2 (Xa,1),1)

Dans les 2 cas nous trouvons :

(% at
vy | = | L2 +bX,
V3 C

5. L’accélération a d’un point matériel se calcule comme suit a partir de I'expression
eulérienne du champ de vitesse :
Dv v

el (eNT . (e
a= gy =g TV

15
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10 — ligne d’émission au temps t
+ point d’émission
trajectoires
* particules au temps t

Fia. 1 — Ligne d’émission en t = 10s, avec pour temps d’initialisation de I’émission tg = 0s
(les parametres a, b et ¢ ont été fixés a 1).

Le gradient de v est le suivant :

<

Il
o oo
oo =
o oo

On trouve alors directement :

al a+0 a
as | = O+bvy | = | abt
as 0+0 0

6. L’accélération a d’'un point matériel se calcule comme suit a partir de ’expression la-
grangienne du champ de vitesse :

_Dv ovh
=Dt T ot
On trouve directement :
al a
as | = | abt
as 0

Les résultats obtenus a partir des 2 représentations du champ de vitesse sont équivalents.
Remarque : de plus dans ce cas-ci 'expression de l'accélération ne dépend pas des coor-
données, c’est pourquoti on obtient exactement les mémes expressions.

16
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Solution exercice 3

(a) Il existe plusieurs méthodes pour résoudre ce probleme de Cauchy.
La premiere consiste a dériver les 2 premieres équations par rapport au temps de maniere
a obtenir 2 équations du second ordre découplées :

dx dx

ddt1 = %2 g = ¢ ‘@ = abz
T2 d

GEo= bmoo= ) GR = b —abi
R

a = c T3 = ct+ Cs

La solution de ces équations du second ordre est connue :

Cle\/%t_i_Dle—\/@t
Cze\/ﬁt +D26ﬂ/ﬁt

rT =

Ty =
Ces solutions générales doivent vérifier les équations de départ :

{Zd%:a.%'g = CQZ\/701
d—f:bxl DQZ—\/7D1

ainsi que les conditions initiales :

21(0) = o = % (V5720 + 210)
r2(0) = @y = D1 = 3 (—%w0 + 710)
z3(0) = x30 C3 = 30

La seconde méthode consiste a écrire le probleme matriciellement (nous ne tenons pas
compte de la variable z3) :
% b 0 xT9

Les valeurs propres de la matrice sont A\; = Vab et Ao = —Vab, tandis que ses vecteurs
propres sont :

a b

vio= a+bel+ a—|—b
B a b

vz = Tb° TN

On construit alors la matrice Q dont chaque colonne est composée des composantes de
chacun des vecteurs propres :

_a_ _a_

Q N a+b a+b
N b [ b
a+b a+b
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On réalise alors le changement de variable suivant : z = Q~'x, et on résoud :

[_Z;tl}_[Al O][Zl]
dZtQ 0 )\2 Z9
La solution a ce probleme est immédiate :

21 = Cike)\lt

22 = C;eMt

et il suffit ensuite de réaliser le changement de variable inverse z = Qz :

r] = l Clx/_t / 02—\/_15
- / C*rt / C*—ft

et d’imposer les conditions initiales.

Dans les 2 cas on trouve donc finalement la réponse suivante :

z1 = 5 (y/Fw20 +210) Vbt 1 1 5 (—/ %220+ z10) € —V/abt
1
2

<w20 + \f;cm) eVabt 4 1 (mo - \fxm)

xr3 = ct + x30

T2

(b) La résolution se fait par séparation des variables :

dxy z1 dey  _ dt
ddt t ] jt
drs  _  z2 Tz — a4t
a = 20 1
drg _
i r3 = X30

Finalement, en intégrant chacun des membres séparément on trouve :

Inzy = Int+C4 T, = zttot
Inze = Int+ Cy = To = xtio t
€T3 = T30 r3 = T30

La condition initiale pour t = 0 pose probleme car le champ de vitesse est alors infini.
On suppose donc que tg > 0.

18
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Solution exercice 4

Le tenseur des contraintes étant symétrique, il n’y a que six composantes a déterminer :
les composantes diagonales 11, 099, 033 et, par exemple, les composantes hors-diagonale o971,
031, 032. On trouve ces composantes en utilisant la définition du tenseur des contraintes

T(n)=0" -n

et les informations disponibles relatives aux résultantes des forces de contact exercées sur les
quatre faces du tétraedre.

1. La face inférieure (z3 = 0) a pour normale unitaire sortante n = —es. La densité des
forces de contact exercées sur cette face est

T(—e3) =0’ - (—e3) = —o31€1 — O32€2 — O33€3 (1)

En notant D la résultante des forces de contact exercées sur cette face et en tenant
compte que I’état de contrainte est homogene on peut écrire

D = Sr(—es) (2)

. 2 .
ot § = 5 est I'aire de la face. La composante normale de D est connue, elle vaut

D-n=D:(—e3)=D (3)

soit encore, en utilisant (1) et (2)
2
D (—e3) = St(—e3) (—e3) = Sosg3 = 5033 (4)

En identifiant les expressions (3) et (4) on trouve que

D 2D

o = — = —
33 S 2
Le méme raisonnement appliqué pour la face de gauche (x9 = 0) et pour la face arriere

(1 = 0) donne les deux autres composantes diagonales

_2E
022_(:—2

_2F
011—0—2

2. Les composantes hors-diagonale sont ensuite déterminées a partir de la résultante exercée
sur la face restante du tétraedre (la face inclinée par rapport aux axes). Différentes ar-
gumentations permettent de trouver l'aire et la normale unitaire sortante de la face
inclinée. On peut par exemple utiliser le produit vectoriel de deux cotés vectoriels de la
face inclinée : il s’agit du vecteur orthogonal & ces deux cotés (et donc aussi orthogonal
a la face) ayant pour norme 'aire du parallélogramme construit sur ces deux vecteurs
et orienté suivant la regle de la main droite. Le produit vectoriel des cotés ce; — ces et
cey — ceg donne le vecteur

(ce; — ce3) x (cey — ces) = c*(eg + ey + €3)
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Sa norme ¢2v/3 vaut le double de I’aire S’ de la face :

S/

23

2

et sa direction est n’ = %el + %92 + %63 (on vérifie facilement qu’elle est bien

orientée vers 'extérieur de la face).

La résultante des forces de contact exercées sur la face est

G=957n)= S'oT . n' = Grer + Goey + Gseg

et donne le systeme algébrique suivant

-5l - %)

— (031 + 032 + 033) =

=

(011 + 021 + 031) = =

(021 + 022 + 032) = =

G4 2G4
ST 23
Go 2Gy
NG
Gz 2Gs
S T 23

Tenant compte des composantes diagonales déterminées précédemment on obtient un
systeme de trois équations faisant intervenir les trois composantes hors-diagonale re-

cherchées

021 + 031

021 + 032

031 + 032

On trouve finalement

2Gy 2F
22
2G> 2F
2 2
2G5 2D
I

(Gi —F)+ (G2 — FE)— (Gs — D)

c2

(Gi—F)— (G2 — E)+ (G3 — D)

c2

—(Gl—F)—i-(Gz—E)—i-(Gg—D)

021 = 012 =
031 = 013 =
032 = 023 =

Solution exercice 5

c2

1. La dimension physique du tenseur des contraintes est celle d’une densité surfacique de
force, soit ML~'t~2. On en déduit que [K] = ML73t2. Les unités correspondantes

dans le Systeme International sont kg m

-3 S_2.

Le tenseur des déformations infinitésimales est adimensionnel. On en déduit que [¢] =

L2
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2. La forme locale de la loi de conservation de la quantité de mouvement est

Dv
— =V.o+
P D g
Comme le corps est au repos, le vecteur accélération %‘t’ est nul, et on obtient I’équation
de I'équilibre statique
pg =—V-o
Ceci permet de déduire la densité des forces a distance. Ses composantes valent
0 0
[pgi] = — | —8Kxz1 +8Kzy | = | 0
0 0

Les forces a distance exercées sur ce corps sont donc nulles.
3. On écrit d’abord les différentielles de w;;. Celles-ci sont données par

o0&, Ocip
dwy; = [ =2 — 2k ) g
Wi <813J 61‘1) Ok

ot dwia = (—3ex1 + 8exy)dxy + (0 — Hexa)drs + (0 — 0)dzs
dwas = (0 — 0)dz1 + (0 — 0)dze + (0 — 0)dxs
dwsy = (0 — 0)dz1 + (0 — 0)dze + (0 — 0)dxs

En intégrant, on trouve

5 5
Wiy = 5633% — 5@% + w12(0,0,0)
w23 = w23(07 07 0)

w31 = W31(0, 07 0)

Les valeurs w;;(0,0,0) de w;; a l'origine du repere ne sont pas connues. Par contre, on

connait les contraintes cinématiques suivantes :

— le sommet du cube situé en (0, 0,0) est maintenu fixe : u(0,0,0) = 0, soit u1(0,0,0) =
u2(0,0,0) = u3(0,0,0) = 0;

— le sommet du cube de coordonnées (a,0,0) est maintenu le long de 'axe Ox; :
uz(a,0,0) = uz(a,0,0) =0;

— le sommet du cube de coordonnées (0, a, 0) est maintenu dans le plan z1Ox3 : u3(0,a,0) =
0.

Pour abréger 1’écriture on note par la suite w?j = w;;(0,0,0) et u? = 1;(0,0,0).

Connaissant €;; et w;; on peut écrire a présent les différentielles des composantes du

champ de déplacements. Celles-ci sont données par

Ou,;
du; = —(3.%; d.l‘j = (Eij + wij)d:vj
On obtient
3 5
du; = (—3ex1me)dxy + (—561‘% - 563:% + wiy)dzy — wddrs
13 )
dug = (—gex% + 56%‘% — wiy)dxy + Sexyzodry + wlidrs

dug = w3 dry — wlsdrs + O0dxs
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L’intégration de ces différentielles donne

3 5

up = —§ex%x2 - Eex;’ + w?ng — wglxg + u(l)
13 5

Uy = —Eexi’ + 561‘11’% - w?le + w33x3 + ug

0 0 0
U3 = W31 T1 — WyzX2 + Ug

Tenant compte des conditions sur les déplacements explicitées plus haut on trouve

13
ug:O7 ug:O, u?:O, wg’l:o, wg3:Oet w?zz—gea?
Les composantes du tenseur des rotations infinitésimales w sont donc
5.2 5.2 13_2
. ) 50 ) 5 o 561‘1 — §6$2 — Fea 0
wij] = | —5exi + 5exs + Fea 0 0
0 0 0

et celles du champ de déplacments u

3.2 5..3 13 2
[u;) = | —Fex] + Fea’zy + Serx;
0

On définit tout d’abord un second repere (O, €';) tel que €'1 soit orienté dans la direction

V2

Srer+ geg. Le plus simple est de choisir le repére obtenu par rotation du premier d’un
angle m/4 autour de es. La matrice de changement de base associée est

¥2

2
A= VZ o2

2
0 0 1

La composante nous intéressant est €}, et est obtenue & partir de €;; par la relation

/
€11 = A1kG11€k =011A11€11 + A11Q12€12 + A11Q13€13 + Q12G11€21 + A12G12€22 1 A12013€23
+ a13a11€31 + @13012€32 + @13013€33
= er1T9 — 46%%
Remarque : on n’a pas effectué le changement de coordonnées associé au changement

de repere, on a seulement calculé les composantes du tenseur dans la base €’;. Ceci nous
permet d’identifier plus facilement la région recherchée.

Une fibre orientée dans la direction indiquée se rétrécit si €); = exi(x2 — 4x1) < 0.
Ce sera le cas si elle se trouve dans la région du cube caratérisée par xo < 4.

. La surface S sur laquelle on désire connaitre la résultante des forces de contact a pour
normale unitaire sortante n = —es3. L’expression de cette résultante est

F:/TdS:/UT~ndS:/O'T-(—eg)dS
S S S

a ra 3 4K
== / / *3K1‘1$263d$2dl‘1 = — a €3
0 JO 4
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Le moment résultant M par rapport a l'origine du repere s’écrit

M—/xxrdS—/xxO'T~ndS—/x><0'T-(—e3)dS
S S S

a ra
= / / (xlel + .7}262) X (—3K$1$2€3) drodr
0 0

a ra P Ko
— / / (SKx%SUQeQ — 3K$1x§e1) drodry = Tae2 _ Tael
0 0

Il n’est pas nécessaire de faire de longs calculs pour déterminer la résulante des forces
de contact F. exercées sur toute la surface du cube. En effet, celle-ci doit équilibrer la
résultante des forces a distance F; puisque le corps en question est immobile. Pour s’en
convaincre, il suffit d’intégrer I’équation d’équilibre statique obtenue plus haut sur tout
le volume occupé par le cube et d’appliquer le théoreme de Gauss

/png: —/ V.-odS
\% 14
/png:—/aT'ndS
%4 S

Fy=-F.

On obtient bien

et comme les forces a distance sont nulles, on déduit que F. = 0.
Un méme raisonnement peut étre tenu pour déterminer le moment résultant M, des
forces de contact exercées sur tout le corps. On trouve directement que M, = 0.

Solution exercice 6

1. Un examen des composantes du champ de vitesse indique qu’il s’agit d’un écoulement
axysimétrique (g—‘e’ = 0) autour de I'axe des cylindres. Cet écoulement résulte de ’en-
trainement du fluide par les parois rigides des deux cylindres en rotation. Le fluide en
contact avec les cylindres est entrainé a la méme vitesse que ceux-ci : on dit que le fluide
colle aux cylindres. Les trajectoires sont des cercles situés dans des plans perpendicu-

laires a I'axe des cylindres et centrés sur celui-ci.

L’écoulement est stationnaire par rapport au repere utilisé car la représentation eulé-
rienne du champ de vitesse n'y dépend pas du temps. Les trajectoires, lignes de courant
et lignes d’émission sont donc des courbes confondues.

En coordonnées-composantes cylindriques, les trajectoires des points matériels sont so-
lution du systeme différentiel

dr e

% = vr(, )(T(t),e(t),z(t)7t)
T% = vée)(r(t), 9(75), Z(t)’t)

dz e

a = vg )(T’(t),g(t), Z(t)’t)
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assorti de conditions initiales
r(to) = R, 0(to) = O, z(tg) = Z

Le systeme a résoudre pour le champ de vitesse donné est

dr

bk

dt

do B
AL =
dt +7"2
dz

gy

dt

avec

rD(0) =R, 6V(0) =0, 20(0) =2

(I'instant initial ¢ = 0 a été choisi arbitrairement).
L’intégration du systeme donne

r(t) =R
0(t) = (A+ %)H—@
2(t) =2

Il s’agit bien d’un mouvement circulaire uniforme autour de ’axe des cylindres.

Comment établir le systéme différentiel ¢

Désignons par (r(t),0(t), z(t)) la trajectoire du point matériel qui occupe la position
de coordonnées (R, 0O, Z) a l'instant ty. L’évolution temporelle du vecteur position de
ce point matériel est

x(t) =r(t)e (0(t)) + z(t)e.

ol on a pris soin de noter la dépendance du vecteur e, vis-a-vis de la position (et plus
particulierement de la coordonnée 6).

A Tinstant ¢, le point matériel considéré occupe la position (r(t),0(t), z(t)) et sa vitesse
est

VO (1), 0(t), 2(t), ) =0l (r(£), 6(¢), 2(8), t)e, + vy (1 (1), O(t), (1), t)eo+
v (r(t),0(t), 2(t), t)e,

Or cette vitesse est par définition la variation instantanée du vecteur position du point
matériel

V() = Sx(t) = 4 (r(Der(6(1)) + (1))

ce qui, tenant compte de la dépendance de e, vis-a-vis de #, se développe comme suit

dr de, dz
v = (Ber00) + r(0) - (0) + 5 (1)e

dr der do dz s e s /
= %(t)erw(t)) + r(t) pT] a(t) E(t)ez (dérivée composée)
dr do dz
(t)e:

= T (e (6(1) + r(t)es (1) +
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Par identification composante par composante de cette derniere expression avec l’ex-
pression (1) on obtient le systeme différentiel

dr

= o (1), 000), 2(0), 1)
do e
res =0 (r(0),000), 2(0), )
dz .
E = Uz(' )(T(t)v 9(07 Z(t)v t)
La trajectoire (r(t),0(t), z(t)) est la solution de ce systéme qui satisfait les conditions

initiales
r(to) = R, 0(to) = ©, 2(to) = Z

L’accélération est la dérivée matérielle de la vitesse

Dv

a= T

soit

en représentation lagrangienne, et

Dv© v

()
a Dt ot

4 v(©) L wy©

en représentation eulérienne. Sous forme matricielle 'accélération en représentation
eulérienne s’écrit

ay 0 —A—T% 0 0 —AQT—f—;—MTB

ag | =| A-% 0 o] Ar+2 = 0

a 0 0 0 0 0
——

[a;] (Vv)i;]T [vi]

On constate que 'accélération est purement radiale, ce qui est normal puisque les points
matériels sont en mouvement circulaire uniforme.

Note : on peut aussi calculer la représentation lagrangienne de l’accélération en dérivant
la représentation lagrangienne de la vitesse par rapport au temps. Dans les calculs il ne
faut pas oublier la dependance des vecteurs de base locale e, et ey vis-a-vis de 0.

2. Le gradient de vitesse Vv a été calculé au point précédent

0 +A-5 0
(Vv)yl=| -A- % 0 0
0 0 0

Ce tenseur peut étre décomposé comme suit

Vv = (VVT—i—Vv)—%(VvT—Vv):d—w

N —
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avec d le tenseur (symétrique) des vitesses de déformation et w le tenseur (antisymétrique)
des vitesses de rotation.
Le tenseur des vitesses de déformation a donc pour composantes

0o -% o0
[dij]=] -8 0 0
0 0 0

Interprétation : comme les composantes diagonales d,.,.,dgg et d,, sont nulles, il n’y
pas d’allongement relatif instantané des segments élémentaires de matiere paralleles
aux vecteurs de base (e, eg,e,). Il y a une variation angulaire instantanée de deux
segments élémentaires de matiere initialement paralleles a e, et ey puisque d,¢ est non
nul. I1 s’agit d’un rapprochement angulaire si B est négatif et d’un éloignement angulaire
si B est positif.

Le tenseur des vitesses de rotation a pour composantes

0 —A 0
wyl=1A 0 0
0 0 0

Le vecteur vitesse de rotation s’obtient en calculant 2 = %V x v (voir dans le formulaire
I’expression du produit vectoriel en coordonnées-composantes cylindriques)

Q, 0
Qo | =10
Q. A
On peut également obtenir les composantes de ce vecteur par la relation
. 1 .
i = S €ijktn
qui donne bien _
Qo | = w2 | =10
Qz w@r A

Interprétation : € donne la vitesse angulaire de rotation d’un élément infinitésimal de
matiere. La direction de cette vitesse angulaire de rotation est celle de I'axe des cylindres
et sa norme est A.

3. Conservation de la masse :

Il faut vérifier

d d

—M = — pdV =0
Le théoreme de Reynolds permet de calculer la variation instantanée d’une intégrale sur
un volume matériel

i/ pdV:/ o dV+/ (pv)n as
dt Jy V(t) oV (1) —

ot
\:’0./ =0(v-n=0 sur 9V (t))

=0
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Conservation de la quantité de mouvement :
Il faut vérifier

d
7P =Fet Fa

soit

4 pvdV—/ T(H)dS—i—/ pgdV
dt Jy oV (t) V(D)

En appliquant le théoréeme de Reynolds on trouve

4 pvdV = 0 —(pv)dV + / (pvv)-ndS
dt Jy vy Ot oV (1)

=0

et comme il n’y a pas de force de volume pg

Fq= / pgdV =0
V(t)

Il reste donc a vérifier que la résultante des forces de contact est nulle pour que la loi
de conservation de la quantité de mouvement soit respectée sur V()

Fe= T(n)dS =0
v (1)

On peut décomposer la frontiere OV (t) du volume matériel V(¢) en quatre surfaces
(a
(b
(c
(d

On a de cette sorte

) Aj :surface annulaire { R; < r < Rg, z = 0}, de normale unitaire sortante n = —e,
) A : surface annulaire {R; < r < Ry, z = L}, de normale unitaire sortante n = e,
) L1 surface cylindrique {r = R;,0 < z < L}, de normale unitaire sortante n = —e,
) L

: surface cylindrique {r = R2,0 < z < L}, de normale unitaire sortante n = e,

Fo— [ r(-e)ds+ / (e.)dS + / F(—e,)dS + / (e)dS
Aq Ao L1 Lo
Détaillons chacune de ces contributions.
(a) Sur Ay
2

/ 7(r,0,0; —e,)dS = | o' (r,0,0)-(—e.)dS = / r)e,rdfdr

A1 Al
(b) Sur As

Ro 2T
/ 7(r,0,L;e,)dS = ol (r,0,L)-e.dS = —/ / p(r)e,rdbdr
A A Ry JO

Les contributions sur A; et As sont donc opposées et leurs contributions jointes a
la résultante F. est nulle.
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(¢) Sur Ly
/T(Rl,e,z;—er)dS: ol (Ry,0,2)-(—e,)dS
Ly

Ly
L r2n C

_ / / (p(Rr)er — yeq) Radodz
0 0 1

Les vecteurs e, et ey ne peuvent étre sortis de cette intégrale de surface car ils sont
fonctions de 6 qui est une des variables d’intégration. Une maniere de procéder
consiste a exprimer les vecteurs e, et ey comme combinaison linéaire des vecteurs
de base cartésienne (ej, ez, e3) qui eux ne dépendent pas de la position et peuvent
donc étre sortis de toute intégrale

e, = cos e + sin ey

ey = —sinfe; + cos fe,y

Les vecteurs e et es ne dépendant pas de la position ils peuvent étre sortis des
intégrales

2
/ ‘T(Rl, 0, z; —er)dS = RlL/ (p(Rl)(COS fe; + SiHQEQ)—
Ly 0

%(— sin fe; + cos fes))dl
1

2T 27
= R1Lp(Ry) / cosfdf e, + Ry Lp(R;) / sin Od0 eo+
0 0

————
0 0

LC 2 LC 2
— infdfe; — — 0do
Rl /0 Sin e Rl /) COS €9

0 0
=0

Un argument de symétrie mene directement a ce résultat telle sorte que le calcul
explicite des intégrales peut étre évité. Considérons sur L deux élements de surface
dS et dS’ ayant pour aire R1dfdz et disposés symétriquement par rapport a l’axe
de Ly (c-a-d. en (R;,60,z) et en (Ry1,0 + 7,2)). On constate en effet que

T(R1,0,2;—e,.)dS = —7(R1,0 + 7, z; —e;.)dS’
si on tient compte du fait que
e (r,0+mz)=—e.(r0,z)

ep(r,0+m, z) = —ep(r,0,z2)

Les contributions élémentaires des forces de contact exercées de ces deux éléments
de surface étant opposées. on en conclut que la résultante des forces de contact sur
L1 est nulle.

(d) Sur Ly Pour les méme raisons la contribution sur Ls est nulle.
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En rassemblant toutes ces contributions on trouve
Fe = T(—ez)dS+/ T(ez)dS+/ T(—er)dS—F/ T(e,)dS =0
Ay Ao Ly Lo
=0 =0 =0 =0

Conservation du moment de la quantité de mouvement :

d

soit
d

— px x vdV = / x X 7(n)dS —I—/ px x gdV
dt Jy ) av(t) V()

Ici x x v désigne le produit vectoriel du vecteur position x avec le vecteur vitesse v.
Par le théoreme de Reynolds on trouve

d
—N=0
dt

et comme il n’y a pas de force de volume
Mys=0

Il reste donc a vérifier que le moment résultant des forces de contact s’annule

M, = x X 7(n)dS
oV (¢)

/ X X T7(—e,)dS +/ X X T(ez)d5+/ x X T7(—e,)dS +/ x X 7(e,)dS
Ay Ao L1

Lo

0

(a) Sur la surface A;
X X T(—e,) = (re,) X p(r)e, = —rp(r)ey
et par symétrie on déduit directement que

/ x X T(—e;)dS =0
Ay

(b) Sur la surface Ay
x x T(—e.) = (re, + Le.) x (=p(r)e.) = rp(r)eq
et donc

/ x X T(e;)dS =0
Ao

(¢) Sur la surface Ly

x % 7(—e) = (Ryer + 2€.) x (p(R1)er — R%ew — p(Ri)es — R% + %%

et par symétrie on déduit que la résultante est alignée avec e,

L 21 C
/ X X T(—e;)dS = / / ——Rydfdze, = -2 LCe,
Ly 0o Jo Ry
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(d) Sur la surface Lo on trouve

/ x X 7(—e,)dS = 2nLCe,
Ly

En ajoutant chacune des contributions venant de Ay, Ay, L1 et Lo on trouve
M;=0+0-27xLCe, +27LCe, =0

Le moment résultant des forces de contact est bien nul.

4. Puissance des forces de contact

P = v-1(n)dS
V(1)
P = v-7(n)dS = v-T1(—e;)dS +/ v-T1(ey)dS +/ v-1(—e)dS+
v (t) Ay —— Ay —— Ly N—~—

/ v-T1(e,)dS
LQT

/%/ ((791) Rldzd0+/2ﬂ/ (C%) Rodzdf

- 27TLC(QQ - Ql)
RZR3(Q — )2

— T -

5. Conservation de la masse :

Dp 8

ce qui en coordonnées-composantes cylindriques s’écrit

op pv.  Opv.  10pvg  Opv,\
<7“ ar oo "oz )Y

On trouve
0+(0+0+0+0)=0

Conservation de la quantité de mouvement :

Dv

v
P D o+ pg

ce qui en coordonnées-composantes cylindriques s’écrit

Ay (V'U)r 9r
pla | =] (Vo) |+ 9
az (V'U)Z 9z
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2 2
BB T a5 o8] o
P 0 = 0 +10
0 0 0

Conservation du moment de la quantité de mouvement : trivialement satisfaite.

O'IO'T

6. Le débit-volume a travers une surface S est

Q:/Sv-ndS

ou n est la normale unitaire a la surface. Le signe de () dépend du sens choisi pour n.

) Ry L
Q= / v-ndS = / (vrer + vgeg + v.e;) - egdzdr

/ /vgdzdr—/ /Ar—l— —dzdr

(32 R3?) + BL(In Rl)
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Solution exercice 7

1. 1l s’agit d’un écoulement (stationnaire) axisymétrique rectiligne dans la direction de

I’axe du cylindre. Les trajectoires, lignes de courant et lignes d’émission sont des droites
paralleles a l'axe. En effet, le probleme de Cauchy

dr

-0

dt

do

~Z_0

dt

dz
_:ARQ_ 2
o ( %)

avec

a pour solution

2(t) = A(R? — r**)t + 2*

Il s’agit bien d’un mouvement rectiligne uniforme suivant ’axe du cylindre. L’accélération
en représentation eulérienne a pour composantes

ar 0 00 0 0
ag | = 0 00 0 =10
a, —2Ar 0 0 A(R? —r?) 0

L’accélération est naturellemnt nulle puisque les points matériels sont en mouvement
rectiligne uniforme.

. Gradient de vitesse Vv

0 0 —2Ar
[(Vv)yl=]100 0
0 0 0
Tenseur des vitesses de déformation
0 0 —Ar
djl=| 0 0 0
—Ar 0 0
Tenseur des vitesses de rotation
0 0 Ar
wil=| 0 0 o0
—Ar 0 0
Vecteur vitesse de rotation .
0.1 [0
Qg = Ar
Q. 0



Mécanique des milieux continus Cinématique et dynamique - Exercices

3. On décompose la frontiere OV (t) du volume matériel V() en trois surfaces
(a) S :section {r < R,z = 0}, de normale unitaire sortante n = —e,
(b) Sy : surface annulaire {r < R,z = L}, de normale unitaire sortante n = e,
(¢) C : surface cylindrique {r = R,0 < z < L}, de normale unitaire sortante n = e,

4. Conservation de la masse :

Il faut vérifier P

d

Le théoreme de Reynolds permet de calculer la variation instantanée d’une intégrale sur
un volume matériel

4 pdV :/ op dV+/ (pv)-ndS
dt Jy vy 9Ot oV (t)

=0

-/ () (en)ds + / (m)eds+ [ (ov)eas

:—p/ vzdS—l—p/ UZdS—I—p/ v,dS
S Sa C
——

-0 =0

Conservation de la quantité de mouvement :
Il faut vérifier

d
7P =Fet Ty

soit

4 pvdV :/ T(H)dS—i—/ pgdV
dt Jy AV (¢) V(t)

En appliquant le théoréeme de Reynolds on trouve

a4 pvdV :/ g(pv)dV —i—/ (pvv)-ndS
dt Jy ORI 0

=0

= —p/ vadS—l—p/ vadS—l—p/ vu,dS
S1 Sa C

~~

=0 =0

Il n’y a pas de force de volume pg
Fq= / pgdV =0
V(t)

Il reste donc a vérifier que la résultante des forces de contact est nulle pour que la loi
de conservation de la quantité de mouvement soit respectée sur V()

Fe= [ 7(—ey)dS +/

T(ez)dS+/ T(e,)dS
Sl 52

c

Détaillons chacune de ces contributions.
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(a) Sur Sy

R 2
/ 7(r,0,0; —e,)dS = | o’ (r,0,0)-(—e.)dS = / / (Erer + p(0)e)rdodr
S S1 0 0 2

(b) Sur Sy

R 27
B
/ 7(r,0,L;—e,)dS = JT(T,H,L)-(ez)dS = / / (——=re, —p(L)e,)rdldr
So So 0 0 2
La somme des contributions sur Sy et So donne

/ 7(r,0,0; —e,)dS +/ 7(r,0,L; —e,)dS = 7TR2(p(O) —p(L))e,
Sl SQ

(c) Sur C
L pr2m B
/ 7(R,0,z;e,)dS = / ol (R,0,2)-(e,)dS = / / (—p(z)e, — —Re,)Rdfdz
c c o Jo 2
= —7R’BLe,
Comme p(z) = —Bz + pg on trouve
F.=0
Conservation du moment de la quantité de mouvement :
i/\f =M.+ M
dt - c d

Développement analogue au cas précédent.

5. Puissance des forces de contact :

P = v-7(n)dS = v-ol -ndS
v (1) oV (¢)
B B
= / (Erer +p(0)e,)-(v.e,)dS + / (—Erer —p(L)e,) (v.e,)dS+
Sl SQ

/(_P(Z)er - §Rez)-(v2ez)ds
C

:/Sl ()deS—i-/( (L )vz)dS+/C Je dS

=0 sur C
27
= / / A(R* — r? )rdfdr
A7TR4
= (p(0) = (L)) —5
6. Conservation de la masse :
Dp 8p
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Cette équation se réduit ici a

ov, 0 2y
0z _62A(R ) =0

Conservation de la quantité de mouvement :

Dv
P = V.o +pg
0 0 0
0O|l=10[]+1]0
0 0 0

Conservation du moment de la quantité de mouvement : trivialement satisfaite.

O':UT

21
Q= / v-ndS = / / (vre, + vgeg + vye,) - e,rdidr

2T 27
// vzrdé?dr—// — 3 rdfdr

R* R* T AR*
= 27TA(— — I) =

Solution exercice 8

Traction simple

1. Puisque I'expression du tenseur des contraintes o dans la base e; est diagonale on en
déduit directement que ces vecteurs de base forment un systeme de directions principales
orthonormées. Les contraintes principales associées se trouvent sur la diagonale

ol =5 o =gl —
La direction principale associée & oy est
I

m = e3

Pour les directions principales associées a ;7 = or;; = 0 on peut bien stur prendre

m’ —e, m'l = e

Le diagramme de Mohr correspondant a ’état de contrainte d’un point du barreau est
représenté ci-dessous
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o=g'=0 d=s 1

1T et o1 sont confondues, le cercle correspondant

Comme les contraintes principales o
est dégénéré en un point.

2. La contrainte de traction maximale locale en (x1, 2, 23) est o = S. Comme 'état de
contrainte est uniforme dans le barreau, le maximum de cette contrainte de traction
maximale vaut S et est réalisé en tous les points du barreau. Il y aura rupture si S
dépasse o

max o7 =S5 > oy
barreau

La surface de propagation est la surface qui a pour normale unitaire la direction prin-
cipale associée & o/, soit m! = es. Il s’agit donc d’une section du barreau.

3. D’apres Tresca, la déformation plastique commence lorsque la tension maximale de
cisaillement atteint la valeur %~ en un point du barreau. La tension de cisaillement
maximum locale est %(al — oy = % Comme I’état de contrainte est uniforme dans le
barreau, le maximum de cette contrainte de cisaillemnt maximale vaut g et est réalisé

en tous les points du barreau. Il y aura entrée en plasticité si g dépasse %~

(UI o UIH) S oy
max —~ = — > —
barreau 2 2 2

4. On commence par rechercher les composantes du tenseur des rotations infinitésimales
w. Puisque ce tenseur est antisymétrique (c.-a-d. w;; = —wj;), on a

Wil = w92 = w33 =0
et
W12 = —W21, W23 = —Ws32, W31 = —W13

Il suffit donc de ne calculer que les composantes w12, wes, w3 pour connaitre complete-
ment le tenseur des rotations infinitésimales.
Comme les différentielles des composantes w;; sont

&ui-
dwz-j = <a$’:> dﬂ:‘k

8w¢j N Bsz-k a€jk
aﬂik N <8z] Bxl d%k

et que
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on peut écrire

dwi2 = <%8—$12k — (?;—;f> dzy,
dwog = <86€—£ — %€—$> dxy,
dws1 = (%E—;’f — %) dxy,
En développant, on trouve
dwig = <(26—;21 - %) dry + (?;—;22 - %) dzs + (?;—;23 - g%f) dz3

=0dzy +0dzrs + 0dxg

ce qui donne w9 = 0 puisque w12(0,0,0) = 0.
Les différentielles des deux autres composantes recherchées sont

Oea1 Oeaz Ocgp  Oezo Ocg3  Oezs
dwgy = (2220 9531 4 ez CEa2) Je2s 05
was < 8LU3 8$2 ) 1+ ( 81‘3 8%2 T2t 8$3 8352 3
=0dzy +0dxs + 0dxg

_ (0Oe31 Oen Oeza  Oera Oezz  Oei3
dws1 = (3—331  Ous ) a1+ (6961 Oxs > azz ¥ (8371 Ox3 ) drs

=0dzy +0dxs + 0dxg

Elles donnent wos = 0 et w31 = 0 puisque we3(0,0,0) = 0 et w31(0,0,0) = 0.
On peut maintenant écrire les différentielles des composantes du champ de déplacement

u; puisque
Ou;
du; = a—zjdﬂfj = (51']' +wij)dxj
Celles-ci sont 5
14
du1 = *del
vS
dU2 = —fdxg
S
d’LL3 = Edﬂ:‘gg

En intégrant, et tenant compte des conditions u;(0,0,0) = 0 on obtient le résultat

. I/S.’L'l
Uy = — B
o I/Sl’z
Uy = — E
S
us = El’g

Le champ vecteur de déplacement a donc pour expression

vSzy vSxo Sxs

e; — —e3
K

u=— 5 €2 B
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5. Finalement, le vecteur de rotation locale s’obtient directement par inspection des com-
posantes w;; du tenseur des rotations infinitésimales puisque

1
i = €kt
soit
0 w32 0
QQ = w13 = 0
Q3 w21 0

Flexion pure

1. L’expression du tenseur des contraintes est ici aussi diagonale dans la base e;. Les
contraintes principales sont donc

ol = axy, ol = = pour 1 >0

et
I 1I 111

00 =0, o =0 =ar; pourxz; <0
(il faut bien faire cette distinction puisque, par convention, on classe les contraintes
principales dans I'ordre décroissant : 0! > o/ > o11),
Les directions principales associées sont

m! = es, m!! = e, m!! = ey pourz; >0

m! = e, m!! = e, m!! = es pourxz; <0

On a veillé a ce que la base orthonormée (mI ,m!! m!! ) soit d’orientation directe. Le

diagramme de Mohr correspondant a létat de contrainte d’un point du domaine x; > 0
du barreau est représenté ci-dessous

=0 =
() (XXl Tn

0'“:0'

17 et O_II

Comme les contraintes principales o I sont confondues, le cercle correspondant

est dégénéré en un point.

2. La contrainte de traction maximale locale en (x1, 2, x3) est axy siz; > 0et 0sizp <O0.
Le maximum de cette contrainte de traction maximale vaut

max oy = aRR
barreau
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et est réalisé en tous les points de la ligne matérielle z; = R (cette ligne se trouve sur
la surface extérieure du barreau). Il y aura rupture si aR dépasse o¢. La surface de
propagation est la surface qui a pour normale unitaire la direction principale associée a

ol soit m! = es.

3. La contrainte de cisaillement maximale locale en (z1,22,23) est (o — o!IT) = ozl
Le maximum de cette contrainte de cisaillemnt maximale vaut
alri]  aR
max = —
barreau 2 2
Ce maximum est réalisé en tous les points des lignes matérielles 1 = R et x1 = —R
(ces lignes se trouvent sur la surface extérieure du barreau).. Le critere de Tresca prédit
5 , « s+ aR , oz
I'entrée en plasticité si %5* dépasse .

4. Les différentielles des composantes w;;, toujours obtenues par la relation

_ 85z‘k 8€jk
dwij = <8mj oz, > dzy,

sont
dwrs = (0 — 0) dzy + (o + %) dzs + (0 — 0) dzs
dwas = (0 —0)dzy + (0 —0) dxa + (0 — 0) dzg
dwsr = (0— 0)dzy + (0 — 0) dws + (% - o) dzs
L’intégration de ces différentielles, tenant compte des conditions w;;(0,0,0) = 0, donne

(09%
w1z = fzz
w93 = 0

«
w31 = E»’C?,

Les différentielles des composantes du champ de déplacement wu;

du; = %dmj = (g5 + wij)da;
Celles-ci sont oy Vs axs
du; = — z dzy + I drgy — Fdﬂf:‘s
duy = —aVExQ dzy — aledm = —%d(l‘l@)
dug = %dm + %dm = %d(mxl)

L’intégration de ces différentielles tenant compte que u;(0,0,0) = 0 donne

a(va? —vad + 23)

Ul = —

2F
AVT1I9
U9 = —
E
ar1Ts3
us =

E
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Le champ vecteur de déplacement a donc pour expression

a(ve} — vas + 23) avTiTs aT1T3
u=-— e — €9 €3
2F E E

5. Finalement les composantes du vecteur de rotation locale données par

1
i = S eijrwi;
sont
Ql w32 O
Qo | = | wiz | =| —F73
Q3 wa1 — T2
Torsion

1. Le fait de travailler en coordonnées-composantes cylindriques ne change en rien la
maniere de procéder, il faut juste garder a I'esprit que la base est locale.
Les contraintes principales sont racines du polynoéme caractéristique de o

det(o — 08) = —0° + (ar)?c = —o(0* — (ar)?) =0

ol =0, ol

— ol = ar, ol = —ar

Les directions principales associées a une contrainte principale ¢ sont solutions du
systeme
ag jimj = om;

soit encore
(0ji = 0dij)m;j =0

Puisqu’on souhaite construire une base orthonormée de vecteurs propres on exige de
plus que
m;m; = 1

Les directions principales associées & ! satisfont le systeme d’équations

—ar 0 0 m! 0
0 —ar ar mé =10
0 ar —ar m! 0

Ces équations sont vérifiées si

Comme on exige que

m£m£ + mgmg + mimi =1
on trouve
omlml —
m9m9 =1
donc Y
2
mé =+—
2
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En choisissant le signe +, on obtient

VI VI

= —e€p+ —
2 T °
Le systeme d’équations vérifiées par les directions principales associées & o’/ est

0 0 0 m!t! 0
0 0 ar mgf =10
0 ar 0 m!! 0

mél =0

mil =0

Comme il faut que

mIImH + mélméf + mHmII 1
on trouve
mII mII 1
donc
ml = +1
En choisissant le signe +, on obtient
m!'! = e,

Il n’est pas nécessaire de résoudre un systeme déquations pour déterminer la derniere di-
rection principale. Comme on sait que les directions principales associées a des contraintes
principales différentes sont nécessairement orthogonales on prend
11 I m_ V2 V2 V2 V2
= ( . 5 €9

m' =m' xm Teg—l——ez)xe,«:—ze—i—

(m!!! est normé puisque m’ et m!’ le sont et la base obtenue est d’orientation directe)

Le diagramme de Mohr correspondant a 1’état de contrainte d’un point de coordonnées
(r,0, z) est représenté ci-dessous

o =-ar 0 =0 g=ar 1
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2. La contrainte de traction maximum locale en (r, 6, z) est ol = ar. La plus grande valeur
de cette contrainte de traction dans le barreau vaut

max oy = aR
barreau

et est atteinte par tous les points sur la surface du barreau. Il y aura rupture si
aR >0 f

La surface de propagation est la surface qui a pour normale unitaire la direction prin-

o

cipale associée a oy, soit my = 72e9 + TQez.

3. La contrainte de cisaillement maximum locale en (1,0, z) est (o7 —o77) = ar. La plus
grande valeur de cette contrainte de cisaillement dans le barreau vaut

max ar = alR
barreau

et est atteinte par tous les points sur la surface du barreau.

4. On exprime d’abord les composantes du tenseur des déformations infinitésimales € dans
le repére cartésien (O, e;) pour pouvoir appliquer la méthodologie suivie dans les deux
exemples précédents. La transformation de coordonnées bien connue est

x1 = rcosb
T9 = rsinf
r3 = <2
et la matrice de changement de base, de la base locale cylindrique vers la base cartésienne,

est obtenue par transposition de la matrice du changement de base inverse, c.-a-d. de
la base cartésienne vers la base locale cylindrique

cosf@ —sinf 0
A= sinf@ cosf 0

0 0 1

Effectuant le changement de coordonnées et appliquant la formule de changement de
base

leij] = Alef) AT
on obtient

0 0 —axgHT”

[E,‘j] = 0 0 Ckfll'lHTV
14+v 14+v 0

B Ay o
Ceci fait, on peut maintenant écrire les différentielles des composantes w;;

1+v

dwio = 0dxy + Odxs + —2ax drs
1
dLUQg =« ;ydl‘l — Od{L‘Q + Odl'g

1
; VdSUQ + 0dzx3

dws1 = 0dxr1 + «
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Celles-ci donnent, sachant que w;;(0,0,0) = 0,

I 1+v
w12 = B ors
14+v
w3 = x
23 5
1+v
w31 =« E )
Il reste a écrire les différentielles des composantes du champ de déplacement u;
1 1
du; = 0dx1 — 2axs + Vd:vg — 2009 zyd.%'g
1 1
dus = 2axs zydxl 4+ 0dzo 4+ 2aix ;deg

dus = 0dx1 + 0dze + 0dzs

En intégrant, et tenant compte que u;(0,0,0) = 0 on obtient le résultat

1+v

Ul = —2ax973

1+v

Ug = 20013
us = 0

Ce résultat exprimé dans le systeme de coordonnées-composantes cylindriques est

u, =0

1
ug = 2arz v
u, =0

Pour revenir dans ce systeme, on a utilisé le changement de coordonnées et la matrice de
changement de base inverses. Le champ vecteur de déplacement a donc pour expression

1+v
F

u=2arz €y

5. Finalement les composantes du vecteur de rotation locale sont

1

i = S €ijktn
soit .
Ql w32 —Q %1‘1
Q | =|ws | =| —alffa
Qg w21 QOéH_Tng

Dans le systeme de coordonnées-composantes cylindrique on a

Q, —a—lg”r
Qy | = 0
Q, 204“%2’
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Solution exercice 9

1. Vu que 'anneau n’est pas soumis a des forces de volume et qu’il est immobile apres
déformation, I’équation de conservation de la quantité de mouvement se réduit a :

V.-o=0

L’unique équation non-triviale découlant de ce systeme est :

impliquant la relation suivante entre C' et B :
C=8B

2. (a) La matrice représentant le tenseur des contraintes étant diagonale, les couples de
valeurs propres-vecteurs propres sont donc :

A A
(T_Q—"_B?e’l’)? (—T—2+Baee)a (07ez)

Il est important de distinguer les 3 cas suivants :

- Sir< %20’11[2—%—1—3, ol =0, UIZTAZ+B
—SiT:\/%ZO'III:O'II:O, JI:%—I—B
- Sir> %:JIU:O, UII:—TAQ+B, UI:%+B

(b) Un matériau fragile se brisera si :

A

max I

= 1m = 1Y —_— + B = — + B
7f < Anrfg:u(o- ) Rigﬁngg(ﬂ ) R?

ou oy est la contrainte de rupture fragile. La brisure s’initiera donc en r = R;, et
la direction de sa surface de propagation sera n = e;.

(¢) Un matériau ductile entrera en plasticité si :

U—Y<7';naX: max (70 i )

2 Anneau 2

ol oy est la contrainte limite d’entrée en plasticité.

Pourrzw/% on a

I II7

ol —o 1 A
7% (L),
2 2°r
tandis que pour r < 1/% on a

ol — oI 4

2 r2
ol Il
2

La figure ci-dessous décrit I’évolution de en fonction de r.
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3.

© - a2

(o'-a")2=B

(AIF? +B)/2

Il y a deux cas a distinguer :
B SiRiZ\/X:Tmax:%(RA?_i_B)

S

@l | @l

CSiR < i =

Dans tous les cas, 'entrée en plasticité s’initiera en r = R;.

(a) Le vecteur normal sortant a la surface r = R, est n = e,. La densité de force 7(e;,)

est donc donnée par l'expression suivante :

T(er)zo-'er: (%WLB) €r

La composante radiale de ce vecteur étant constante, on peut directement en
déduire par symétrie que l'intégrale sur la surface sera nulle.

Formellement, la résultante F de la densité de force s’obtient en intégrant cette
densité sur la surface r = R

e 21 A
F = / / <ﬁ + B> e R.dfdz,
0 JO e

e, = cos fe] + sinfe,,

or

d’out e 2y
F = /0 /0 <R—g + B) (cosfe; + sinfes)R.dfdz = 0

(b) La densité de moment m exercée sur la surface r = R, est égale a :

m=x X 7(e;)
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Si on calcule le moment par rapport a l'origine du repere, le vecteur x a pour
expression :
x = R.e, + ze,

La densité de moment vaut donc :

A
m = (Rce, + ze,) X <ﬁ+B>eT:z<—+B>eg

La résultante M de la densité de moment s’obtient en intégrant cette densité sur

la surface r = R, :
e 2 A
M = /0 /0 z (R_g + B) epR.dOdz,

ey = —sinfeq + cos ey,

or

e 2 A
M = / / z <ﬁ + B> (—sinfe; + cosfey)R.dddz = 0
0 JO e

La densité de force exercée par un milieu A sur un milieu B s’obtient en considérant
la normale sortante au milieu B, qui pointe donc vers le milieu A. Dans notre cas, la
densité de force exercée par la piece définie par 8 < 7 sur la piece définie par 6 > 7
s’obtient donc en considérant la normale sortante a la seconde piece, c’est-a-dire
n=-—ep:

T(~ep) =0 (—ep) = (é - B) e

La résultante F de la densité de force s’obtient en intégrant cette densité sur la

surface 6 = 7 :
Re e/ A
F = / / <—2 — B) epdzdr,
R; 0 r

or
ep(0 =) = —sinme; + cosTey = —ey,
d’ou
Re e/ A
F = / / <—2 — B) eodzdr,
R; Jo \T
1 1

SN T

4. Vu que la croix est alignée avec les vecteurs e, + ey et —e, + ey, on va exprimer les
composantes du tenseur €;; dans une nouvelle base dont les vecteurs e; et e sont alignés
avec les bras de la croix. Pour ce faire, on effectue une rotation de 7/4 de la base. La
matrice de changement de base correspondante est donc :

V2/2 V2/2 0
A= —v/2/2 V2/2 0
0 0 1
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On obtient alors les nouvelles composantes du tenseur ¢;; dans cette nouvelle base,

évaluées en r = % :
€] = Alei] AT
4D
4‘ED (R6+Ri)2 O
= (Re+Ri)2 E 0
0 0 0

Les allongements des fibres alignées initialement avec e, + eg et e, — ey seront égaux
a €080 = ehyds9 = Fdsp, avec dsg la longueur initiale de chacune des fibres. D’autre

part, les deux fibres se rapprocheront d’un angle 2¢}, = % lors de la déformation.

5. Le tenseur des déformations infinitésimales est défini comme suit :
1
€= §(Vu + V7Tu)

Cette relation s’écrit sous forme matricielle de la maniére suivante :

Qup 1 (Oug | 10u, _ ue 1 (Ou. | duy
_TQQ+E 0 0 or 2<8r+r60 r) 2(8T+Bz)
0 DyFE 0| = ur | 19uy 1(18u. | Oug
G * r T o0 2\ro6 * o
0 0 0 u.
* *
0z

La composante ¢, indique que la composante radiale de u dépend nécessairement de
r. D’autre part au mode de rotation rigide correspond le déplacement Uyotation = arey,
tandis qu’au mode de translation rigide correspond le déplacement Ui ansiation = 51€1 +
(Boes + (3es. On fait alors I’hypotheése suivante :

u = f(r)er + Urotation + Utranslation
= f(r)e, + areg+ (f1cosl + Basinf)e, + (—F1sin b + [ cosl)eg + [se,
= (f(r)+ PrcosO + Basinb) e, + (ar — [y sinb + [y cos ) ey + Pse,

On peut remarquer que cette expression du champ de déplacement vérifie I’équation

liée a e, :
1 <8u(9 N 1 Ou, %> _0

2\ar "rao
On doit alors résoudre les deux équations non-triviales restantes :
ou, , D
= = _— E

or Fr) 72 +

ur 1 0ug D

—_— _— = = —_— E

r * r 06 1) r2 +

La deuxiéme équation fournit directement l’expression de f(r) :

f(r)= g + Er,

et cette solution vérifie bien la premiere équation. L’hypothese faite sur le champ de
déplacement est donc valide. On demande d’annuler les modes de déplacements rigides,
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c’est-a-dire qu’il faut imposer que o« = 3; = 0. On obtient alors le champ de déplacement

demandé : 5
u= (— + Er> e,
r

Les rayons intérieur et exérieur de la piece apres déformation sont alors :
new D
(]

D
R = Re+up(r=Re) =Re(1+E)+ R

Solution exercice 10

1. Les dimensions physiques de U et S sont respectivement Lt ™! et MLt=2 ott M, L et
t sont les dimensions physiques de la masse, la longueur et le temps. Dans le Systeme
International, les unités de ces grandeurs sont [U] = ms™! et [S] = kg ms™2.

2. On procede en deux étapes : d’une part on fait tendre r vers 'infini et d’autre part on
exprime le champ dans un repere cartésien. On obtient successivement :

Uy U cos ¢
r—o00 = vy | = | —Using
Vo 0
et comme
e, = singcosf e; +singsinf es + cos ¢ es
e; = cosgcost er 4 cospsint em —sing e3
e = —sinf e +cosh ey

on trouve finalement : v = U es.
A Tinfini, ’ecoulement est uniforme, orienté selon le vecteur es. C’est la présence de la
sphere qui perturbe cet écoulement uniforme.

3. La contrainte cinématique exprimant qu’un fluide ne peut s’écouler a travers une surface
donnée est que sa vitesse ne peut avoir de composante normale sur celle-ci, elle doit y
étre tangente. Cette contrainte s’écrit simplement

v-n=0 oun désigne la normale locale a la surface

Dans le cas étudié, la normale locale & la sphere est partout n = e,. On vérifie qu’en
r=R
v, =vn=ve =0v.(R,0,60)=0

Le fluide ne traverse donc pas la sphere.

4. Un fluide incompressible et indilatable a une masse volumique constante pg quelque
soient les conditions de température et de pression

p(x,t) = po >0
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avec pour conséquence que son champ de vitesse est soumis a la contrainte cinématique
suivante

Vv=0

En effet, la loi de conservation de la masse écrite sous sa forme locale

Dp op
E—va‘v— E—i—v-VanpV-v—O
entraine que
pV-v=0

et puisque p = po(> 0) on a le résultat annoncé.
La divergence du champ de vitesse donné vaut

Vv= gcosgi) U
r

Il ne peut donc pas s’agir d’un fluide incompressible et indilatable puisque V-v n’est
pas identiquement nul.

5. Soit T4, la densité de forces de contact exercées par le fluide sur la sphere
Tfos = O'T-l’ls_)f

ol n,_, s désigne la normale unitaire sortante, de la sphere vers le fluide. Comme n,_,y =
e, on a

Ti—s(r=R) =0(R, 9, G)T-er = % cos ¢ e,
La densité de moment des forces de contact par rapport a 'origine est m = x x 7 (le
vecteur position x = R e, est le bras de levier par rapport a l'origine). La densité de
moment est par conséquent nulle puisque 7 n’a également qu’'une composante non nulle
selon e, et e, x e, = 0.
La résultante des forces de contact est

S
]:Cz/T HSdS:/—cosgberdS
s 7 s R?

Comme le vecteur e, de la base locale sphérique varie sur la surface d’intégration on
ne peut le sortir de I'intégrale. On passe alors dans le repere cartésien ou les vecteurs
de base sont constants. En substituant les vecteurs e,, e, ey de la base locale par leurs
expressions dans la base cartésienne (voir réponse 2 de 'exercice) on obtient :

s 2w S 4
/ / 7 cos¢ (sing cosf ey + singsinf ey + cos ¢ e3) R? sin ¢pdfdp = ?FS es
o Jo

Vu l'expression de la densité de forces de contact, on pouvait s’attendre a ce que seule
la composante suivant es soit non nulle et ne calculer que I'intégrale correspondante.
La résultante des moments des forces de contact est évidemment nulle puisque la densité
de moment est nulle sur toute la sphere.
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6. Pour que le fluide glisse sur la sphere, il faut que sa vitesse tangentielle v® soit non nulle
a la surface. La vitesse tangentielle se calcule par

vi=v— (vn)n=v —v.e. =v4e4 + vyeg
Comme vy = Using # 0 et vy = 0, la composante tangentielle || v®|| vaut |U sin ¢|. Par

conséquent, le fluide glisse sur la paroi.

7. Le plan fixe d’équation ¢ = /2 est simplement le plan (O, e, e3) et la distance, notée
d, d’un point de coordonnées (x1,x2,x3) & ce plan est x3 = rcos ¢ (expression valable
pour ¢ € [0, 5[). La représentation eulérienne de cette grandeur d est donc

d9(r,$,0) = rcos ¢

La variation par unité de temps de la distance au plan d’un observateur accompagnant
le mouvement du fluide s’obtient en calculant la dérivée matérielle du champ d. En
représentation eulérienne cette dérivée matérielle se fait par application de

D 0

Z _ = (e).

oV Y
ce qui donne

Dd  0d®
Dt Ot

R R
+v@.wvade =0+ U <1 — =~ Zsin? ¢>>

rooor
Ce résultat donne la composante vs du champ de vitesse v exprimé dans le repere
cartésien. On a en effet calculé calculé la vitesse d’éloignement d’un point matériel au
plan 21 0xo.

8. Pour connaitre I'orientation relative au temps t+0t de bras initialement perpendiculaires
au temps t, on étudie le tenseur des vitesses de déformation d = % (Vv + VVT). Celui-ci
a pour composantes dans le plan ¢ = 5

dpr  dry  drg 0 -3/2 0
UR

dgr dgy dey | = 2 —3/2 0 0

dgr d9¢ dgg 0 0 0

Pour rappel, I'interprétation physique des composantes de ce tenseur concerne des fibres
initialement paralleles aux vecteurs de la base locale.

On demande de trouver une orientation de la croix dans le plan ¢ = 7/2 telle qu’il n’y
ait pas de variation d’angle entre ses bras un court instant dt plus tard.

Pour un point du plan ¢ = 7/2, les vecteurs ey et e, sont paralleles & ce plan et le
vecteur ey lui est perpendiculaire. On constate que la composante d,y est nulle, ce qui
indique que toute croix dont les bras sont orientés suivant les vecteurs ey et e, satisfait
la condition demandée.

Note : en fait, on peut facilement montrer que toute croix située dans le plan ¢ = 7/2
satisfait aussi ces exigences. En effet, si on effectue une rotation d’un angle quelconque
autour ey, et que ’on calcule les composantes de d dans cette nouvelle base, on remarque
que les composantes hors diagonale concernées sont restées nulles.

50



Le solide thermoélastique linéaire isotrope



Mécanique des milieux continus Solide thermoélastique - Exercices

Exercice 1

On considére dans un repere cartésien (O, e;) un parallélipipede rectangle élastique immo-
bile, situé dans la région (0 < z; < L,0 < x9 <1,0 < z3 < h). Ce parallélipipede est soumis
a des forces uniformément distribuées sur ses faces, qui sont maintenues a la température uni-
forme T. Avant que les sollicitations ne soient exercées, le parallélipipede est sans tensions, &
la température uniforme Tp, et sa masse spécifique constante vaut pg.

Il s’agit d’un probleme stationnaire de petits déplacements, et le modele thermoélastique
linéaire isotrope peut étre appliqué :

Oij = AEmm, 6ij +2u €ij — 3K Oé(T — To) 51']'

avec réciproquement

1+v v
€= i g Tmm0ij + (T —To) b

La loi de Fourier gouverne les transferts de chaleur :
oT

=k
q; oz,

Les coefficients a, A, i, k, E, v sont des parametres matériels du matériau. La constante k
est la conductibilité thermique. Il n’y a ni forces ni transferts thermiques a distance (g; =
0, r=0).

On demande de déterminer les champs de contraintes, déformations, déplacements et masse
spécifique dans les cas suivants :

1. Traction simple isotherme

Les deux faces 1 = 0 et ©; = L sont en traction, c.-a-d. que 7(—e;) = —Se; et
T(e1) = Se; respectivement, tandis que les autres faces sont libres et que T'=Tj a la
frontiere.

2. Cisaillement simple isotherme
Les quatre faces z1 = 0, x1 = L, o = 0 et 292 = [ sont en cisaillement, c.-a-d. que
T(—e1) = —Sey, T(e1) = Sey, T(—e2) = —S5'e; et T(e3) = S’ e; respectivement,
tandis que les autres faces sont libres et que T = Ty & la frontiere.

3. Compression simple isotherme
Les six faces 1 = 0, 21 = L, 20 = 0, 29 = [ et 3 = 0, x3 = h sont en compression,
c.-a-d. que 7(—e;) = pe;, T(e;) = —pe; sur les faces correspondantes, tandis que T' = Tp
a la frontiere.

4. Dilatation simple
Les six faces sont libres et portées a la température 17" # Tj.

Remarque : en petits déplacements, les lois de conservation s’écrivent
p = po(l — €mm)

62ui _ (%ji
Po 8t2 al‘j

+ po gi

2
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ou _ o& . 04
PO = %Iy Bz

Exercice 2

Une canalisation tubulaire immobile en acier est traversée par du gaz sous pression. Ses
deux extrémités sont astreintes a ne pas subir de déplacement longitudinal. D’autre part,
on suppose que les effets de déformation dus a la pesanteur ou au frottement du gaz sur la
paroi intérieure sont négligeables. Les rayons intérieur et extérieur de la canalisation sont
R; et R., tandis que les pressions a l'intérieur et a ’extérieur de la canalisation sont p; et
pe. On utilise le modele de la thermoélasticité linéaire isotrope. On demande de trouver le
champ de déplacements, et les tenseurs des contraintes et des déformations infinitésimales
correspondant a ce probleme.

Marche a suivre

1. Identifier les équations a résoudre.
2. Ecrire soigneusement les conditions aux frontieres.

3. Méthode semi-inverse : suivant la physique du probleme, suggérer une forme pour le
champ de déplacements.

4. Ecrire I'expression du tenseur des contraintes correspondant a ce champ de déplacements.

5. Etablir et résoudre les équations d’équilibre avec les conditions aux frontieres associées.

Application numérique : considérer que la canalisation est en acier (E=204 GPa, v=0.29,
k=46 Wm 'K~ a =107 K7!) et que R; = 2.0 cm, R, = 2.5 cm, p; = 100 bars, p. = 1 bar.

Exercice 3

Méme exercice que le précédent, mais ol ’'on considere en plus que la température du gaz T;
est différente de la température ambiante T, & ’extérieur de la canalisation.
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Exercice 4

Une spheére creuse de rayon intérieur R; est remplie d’air a une pression p;. La sphere est im-
mergée dans de ’eau jusqu’a une certaine profondeur ou la pression s’exercant sur sa surface
extérieure est alors de p.(> p;). Les forces de volume sont négligeables. On travaille dans le
systeme des coordonnées-composantes sphériques (7, ¢, 6), avec pour origine le centre de la

sphere.

1. Identifier les équations a résoudre.

2. Ecrire soigneusement les conditions aux frontieres.

3. Indiquer une forme simplifiée du champ de déplacement. Justifier.

4. Déterminer le champ de déplacements ainsi que les champs de déformations infinitési-
males et de contraintes.

5. Tracer les diagrammes des cercles de Mohr associés a 1’état de tension.

6. Quelle épaisseur minimum e faut-il donner au solide pour que la contrainte de cisaille-
ment maximum en ses points ne dépasse pas %~ 7 (En pratique, il faut en plus tenir
compte du flambage possible de la sphere).

Exercice 5

Un tube cylindrique creux d’un matériau
élastique est collé a un barreau rigide de rayon
R;. L’assemblage tourne autour de son axe a
une vitesse angulaire w constante, a 'intérieur
d’un tambour rigide de rayon R, sur lequel
le tube glisse avec frottement. Les extrémités
de l'assemblage sont astreintes a glisser sans
frottement sur deux plans fixes paralleles dis-
tants de L. La déformation du tube représente
un probleme d’élasticité infinitésimale isotrope
isotherme. Il s’agit d’un probléme stationnaire
de déformations planes.

Z

On attache au tube un systeme de coordonnées cylindriques (r,6, z) relativement auquel il
est immobile. Dans ce repere mobile, les calculs se font comme dans un repere inertiel, a
condition d’ajouter deux forces de volume :

(i) la force de Coriolis, qui est nulle car les vitesses relatives sont nulles;

(i) la force d’entrainement, qui se réduit & la force centrifuge (pw?re,.).
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On néglige 'effet de la pesanteur.

Meéthode a suivre :

1.

2.

Identifier les équations a résoudre.

Ecrire soigneusement les conditions aux frontieres. On suppose un frottement sec entre
le tube et le tambour rigide. La composante tangentielle de la force de contact est alors
le produit de sa composante normale par un coefficient de friction k donné.

Décrire les simplifications que 'on peut apporter au champ de déplacements du tube
élastique. La configuration de référence est en rotation, sans tensions, et a pour rayons
Ri et Re.

Ecrire les équations du probleme. On voit qu’on peut séparer les calculs des composantes
radiale (u,) et azimutale (ug) du déplacement.

Calculer la composante radiale du déplacement.
Calculer la composante azimutale du déplacement.

Déterminer le couple exercé sur le barreau pour maintenir le mouvement.

Exercice 6

On considere deux tubes métalliques, le premier de rayon extérieur R; et le second de rayon
intérieur Ro(> R;). Ces deux tubes sont fixés I'un a lautre au moyen d’un manchon en
caoutchouc d’épaisseur Ry — Ry et de longueur L. De part et d’autre de 'assemblage ainsi
constitué, on exerce une traction de grandeur F. Dans une premiére approximation, on ne
tient compte que de la déformation du caoutchouc dont le module d’élasticité est beaucoup
plus faible que celui d’'un matériau métallique.

On demande de quelle distance les deux tubes vont s’éloigner I'un de 'autre.

L
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Exercice 7

Une piece de caoutchouc C occupe avant
déformation le volume compris entre une I Piece rigide encastrée S
surface conique d’angle d’ouverture 2a et
deux calottes sphériques de rayons respectifs
Ry et Ry. Celles-ci sont centrées au sommet
du cone et sont collées a deux pieces solides
indéformables S7 et So, elles-mémes en forme
de calotte sphérique.

On fait tourner la plus petite piece rigide
(S1) d’un angle Q donné autour de 'axe du
cone, alors que la seconde piece rigide So est
encastrée, de sorte que la piece de caoutchouc,
dont la surface latérale est libre, est mise en
torsion.

Le probleme est stationnaire et isotherme.

Le caoutchouc est un matériau élastique
isotrope et ses coefficients matériels sont cons-
tants. En outre, I'angle ) est suffisamment
petit pour qu’on puisse faire I’hypotheses de
petits déplacements. -

Ry
I1 est conseillé de travailler en coordonnées-
composantes sphériques en partant d’un
déplacement de la forme : X Y
Ry

u= f(r)sing ey
ou f(r) est une fonction inconnue & déterminer.
Etapes :
1. Identifier les équations a résoudre.
2. Ecrire les conditions aux frontieres.
3. Interpréter la forme suggérée du champ de déplacements.

4. Déterminer les champs de déplacements, de déformations et de contraintes prenant
naissance apres torsion dans la piece de caoutchouc.

5. Déterminer le rapport entre ’angle €2 et le couple de torsion exercé sur I'une ou 'autre
des pieces rigides 1.

Pour rappel : sina = fisin?ua + %sina
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Exercice 8

Soit un cylindre droit de rayon R et de longueur L > R, fait d’un matériau élastique isotrope
et un manchon cylindrique de méme longueur et de rayons interne R — d et externe R + h,
avec d < R.

Les deux pieéces se trouvent initialement sans tensions et a la température Ty. Le manchon
est ensuite chauffé jusqu’a ce que son rayon intérieur dépasse R. Les deux pieces sont alors
emboitées et on laisse I’assemblage se refroidir jusqu’a la température Tp. On admet qu’il y
a glissement parfait entre les deux parties.

On demande de déterminer le champ de tensions dans les deux pieces apres frettage, et en
particulier la contrainte normale a l'interface.

Les forces de volume sont considérées comme nulles.

1. Ecrire les équations a résoudre.
2. Poser les conditions aux frontieres.

3. Faire les hypotheses appropriées sur la forme du champ de déplacement dans les deux
pieces.

4. Calculer les déformations et les contraintes qui en dérivent. Exprimer les équations
différentielles qui lient les inconnues du probleme. Résoudre ces équations en intro-
duisant les constantes d’intégration adéquates.

5. Indiquer ou le principe de Saint-Venant a été appliqué dans la résolution du probleme.

6. Quelle est la température minimale T} & laquelle le manchon doit étre porté pour que
le frettage puisse avoir lieu ? Pourquoi 'hypothése de glissement entre les deux pieces
est-elle nécessaire pour obtenir une solution simple au probleme 7

Les parametres mécaniques sont, respectivement pour le cylindre et pour le manchon, A., .,
Ee, ve et A, fimy Emy Um. A et p désignent les constantes de Lamé, E le module de Young
et v le coefficient de Poisson du matériau considéré.

Les parameétres thermiques sont, respectivement pour le cylindre et pour le manchon, a.,
ke, Cee €t aup, kpm, Cen. « désigne le coefficient de dilatation thermique, k& le coefficient
de conductivité thermique et C. la chaleur spécifique a déformation constante du matériau
considéré.
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Solution exercice 1

1. Le tenseur des contraintes o qui a pour composantes

S 00
[Uij] = 0 0 0
0 00

dans le repere cartésien donné présente les densités de forces de contact prescrites sur
les faces du parallélipipede et vérifie ’équation d’équilibre local

aO’jZ’

Vo=0 (Gm
j

=0 en coordonnées cartésiennes)

On obtient le tenseur des déformations infinitésimales par 1’équation de constitution du
matériau thermoélastique linéaire isotrope

S

g0 0
el =10 =% 0

0 o -

Pour calculer le champ de déplacements, on établit d’abord les différentielles des com-
posantes du tenseur des rotations infinitésimales

. 8€ik aﬁjk
dwi; = <8;1:j ~ o, > dzy,

=0 ici

L’intégration de ces différentielles (manifestement exactes) donne

(%1,72,73)
/ dwij = wij(z1, 22, 73) — w;i;(0,0,0) = 0
(07070)
c.-a~d.

wij(z1, 22, 23) = w;;(0,0,0)
Le parallélipipede est soumis a une rotation d’ensemble w;;(0,0,0) que I’on peut choisir
d’annuler arbitrairement.
Ensuite, on établit les différentielles des composantes du champ de déplacements :

Oui
dui = —a:Ej d:Cj = (Eij + wi]’)dﬂjj
S
d’LL1 = Ed.’El
vS
dU2 = _fde
S
d’LL3 = —%dl’g
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L’intégration de ces différentielles donne

S
up = —x1 +u1(0,0,0)

E
S
up = —%3?2 + u2(0,0,0)
S
uz = —%.’L‘g + U3(0,0,0)

Les composantes u;(0,0,0) sont celles d’une translation d’ensemble du parallélipipede,
que 'on peut annuler arbitrairement.
Finalement, on trouve pour la masse spécifique

p = po(l — €mm) = po(1 — (1 — QV)%)

2. De maniere semblable, on trouve pour le tenseur des contraintes

0§ 0
[Uij] = S 0 0
0 0 O

puisque S’ = S parce que o est symétrique.
Ensuite, le tenseur des déformations infinitésimales s’écrit

S
A
[Eij]: ﬂ 0 0
0 0 0

Le calcul du champ de déplacements donne

S
Uy = ﬂxg

S
U9 = ﬂxl
uz =0

On a choisi comme précédemment d’annuler les w;; et u; en (0,0,0).
Finalement, on trouve que la masse spécifique reste constante

p = po(l = €mm) = po(1 —0) = po

3. De maniere semblable, on trouve pour le tenseur des contraintes

-p 0 0
[O'Z'j] = 0 —p 0
0 0 —p

et ensuite pour le tenseur des déformations infinitésimales

—z 0 0
el =1 0 —35 0O
0 0 -2
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Le calcul du champ de déplacements donne

p

= 3/~@x1

ug = *ﬁl‘g
3K

uz = *ﬁl‘g
3K

On a choisi comme précédemment d’annuler les w;; et u; en (0,0,0).
Finalement, on trouve pour la masse spécifique

p = po(l = ) = po(1+ 1)

4. De maniere semblable on trouve pour le tenseur des contraintes
0 00
[Ul'j} = 0 0 0
0 00

L’équation de ’énergie pour un probleme statique (% = 0) et sans transferts thermiques

a distance (r = 0) se réduit a

da:
Vq=0 ( 6% =0 en coordonnées cartésiennes)
L
En y injectant la loi de Fourier :
or ) -
q=—kVT (¢ =k 5 en coordonnées cartésiennes)
T
on trouve
0T .
V.q=V-(-kVT)=—-kAT =0 (—k =0 en coordonnées cartésiennes)

Le champ de température T’ doit donc vérifier I’équation de Laplace
AT =0

et prendre la valeur T sur les faces du parallélipipede. On trouve alors un champ de
température homogene T'(z1, z2,23) = T.

A partir des distributions de température et de contraintes ainsi trouvées, le tenseur
des déformations infinitésimales s’écrit

oT - Tp) 0 0
[Gij] = 0 CK(T— T()) _O
0 0 o(T — Tp)

Le calcul du champ de déplacements donne
up = (T — Tp)r
U9 = Oé(T — TQ)HJQ

uz = o1 — Ty)xs

10
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On a choisi comme précédemment d’annuler les w;; et u; en (0,0,0).
Finalement, on trouve pour la masse spécifique

p=po(l — €mm) = po(1 — BO‘(T —Tv))
Solution exercice 2

On travaille en coordonnées-composantes cylindriques.

1. Equations a résoudre
2
Conservation de la quantité de mouvement pour un corps immobile (% = 0) et en
I’absence de forces de volume (pg = 0) :

Vo=0
Equation de constitution du matériau thermoélastique linéaire isotrope :
o = Mr(€)d + 2ue
ou € est le tenseur des déformations infinitésimales :
€= 1 (VuT + Vu)
2
2. Conditions aux frontiéres

On distingue deux frontieres sur lesquelles on pose des conditions détaillées.

e Sur la paroi interne du tube (r = R;), la densité de forces de contact est prescrite
par la pression intérieure p; :
T(_er) = pi€r

e Sur la paroi externe du tube (r = R.), la densité de forces de contact est prescrite
par la pression extérieure p, :

T(er) = —Pe€r

3. Méthode semi-inverse
Le champ de déplacements s’écrit de manieére générale

u(r,0,z) =u.(r,0,z)e, + ug(r,0, z)eg + u,(r, 0, 2)e,

L’axisymétrie du probleme indique que les composantes de u ne dépendent pas de la
coordonnée #. De méme, chaque tranche z = Cste est sollicitée de la méme facon et
les déformations ne dépendent pas de z. De plus, €,, paralt manifestement constant
(déformation axiale homogene). Vu la condition imposée aux extrémités, €., doit étre
nul et u, de méme, sans perte de généralité. Ensuite, les sollicitations ne donnent pas

11
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de rotation autour de 'axe, et donc ug est aussi nul. Finalement, le seul déplacement
non nul est dirigé suivant e, et ne dépend pas de z :

On désignera par f’ et f” les dérivées premiere et seconde de f.

. Tenseur des contraintes
De l'expression du champ de déplacements u = f(r)e,, on calcule les composantes du
tenseur des déformations infinitésimales :

00
[e]=10 L 0
0 0 O

desquelles on tire €, = €11 + €2 + €33 = f' + %
Les composantes du tenseur des contraintes s’obtiennent finalement par 1’équation de
constitution du matériau thermoélastique, ce qui donne :

Af 4+ L)+ 2uf 0 0
(03] = 0 A(f+ %) + 2u£ 0
0 0 A(F + 1)

. Equations d’équilibre
La projection de I’équation d’équilibre V-0 = 0 sur les vecteurs de base locale donne
les trois équations

A +20) "+ A+ 2L — (A +20) 4 0
0 =10
0 0

Résolution des équations d’équilibre
Les deuxieme et troisieme équations sont identiquement satisfaites pour le champ u
choisi. La premiere équation peut encore sécrire

T2f,/+7“f,—f:0

1l s’agit d’'une équation différentielle d’Euler dont on peut ramener la résolution a celle
d’une équation différentielle linéaire a coefficients constants en effectuant le changement

de variable
{ r=¢e* (et donc & =Inr)

9(&) = f(e) (et donc f(r) = g(Inr))

On calcule successivement
& _dgds _dg1
dr  dédr  dér

Bf 4 (4 _d (dg1\ _ (dgde\1 dg( 1\ _dg1 dg1
dr2  dr \dr) dr\dér) \dé&dr)r d¢ r2 ) dé2r? dér?

ce qui donne
g —9=0

12
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Cette équation admet pour solution générale
g(&) = Ae® + Be™*

ou A, B sont des constantes arbitraires. On trouve finalement I’expression de f en
effectuant le changement de variable réciproque £ = 1Inr :

B
fr) = Ar+ =~
r
Le tenseur des contraintes prend donc la forme
2(A+ p)A — 2uB% 0 0
[0ij] = 0 2N+ A+2uB% 0
0 0 2AA

Détermination des constantes d’intégration
Les constantes d’intégration A et B sont déterminées par les conditions aux frontieres.
La condition frontiere

7(—e,) =pie, en R;

s’écrit composante par composante sous la forme

2\ + p)A — 2uB 4y 0 0 1 P
0 2N+ p)A+2uBg 0 0 [=]0
0 0 2)\A 0 0
soit
—2(A+ p)A+2uB 2 i
0 =10
0 0
tandis que la seconde condition
T(e;) = —pe€r en R,
s’écrit composante par composante sous la forme
2(A + p)A — 2uB 45 0 0 1 —Pe
0 2N+ p)A+2uBg; 0 0|l=1] 0
0 0 2AA 0 0
soit .
2()‘ + :LL)A - QMBR_g —De
0 = 0
0 0

Les équations non triviales résultant de 'application des conditions aux frontieres for-
ment le systeme

1
1
2()\ + /J)A — 2'LLBR_2 = —De

13
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dont les constantes A et B sont solutions. On trouve
_ szE - peRz
2(A 4 p)(RZ — R?)

(ReRi)*(pi — pe)
2u(R? — R?)

On reporte ensuite ces valeurs dans les expressions des champs u, €, o. En particulier,
pour le champ de déplacements on obtient

szf - peRz r (ReRi)2 DPi — De
u= 2 2 1\ 5 p
RZ_R )20+ \R_R2) 2ur

Ce probléme est appelé probleme du tube de Lamé.
Solution exercice 3

1. Equations a résoudre
2
Conservation de la quantité de mouvement pour un corps immobile (%TS = 0) et en
I'absence de forces de volume (pg = 0) :

Vo=0
Equation de constitution du matériau thermoélastique linéaire isotrope :
o = Mr(e)d + 2ue — 3ka(T —Tp)d
ol € est le tenseur des déformations infinitésimales :
1 T
e=—-(Vu Vu
L (vul + V)

Equation de I’énergie pour un probleme statique (% = 0), en labsence de transferts
par rayonnement (r = 0) :

0=-V.q

Equation de constitution pour le flux de chaleur (loi de Fourier) :
q=—kVT
2. Conditions aux frontieres

On distingue deux frontieres sur lesquelles on pose des conditions détaillées.

e Sur la paroi interne du tube (r = R;), la densité de forces de contact est prescrite
par la pression intérieure p; :

T(_er) = Pi€r

et la température est celle du gaz :

T=T,

14
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e Sur la paroi externe du tube (r = R.), la densité de forces de contact est prescrite
par la pression extérieure pe :

T(er) = —Pe€r
et la température est la température ambiante :

T="1T.

Le probléme étudié peut étre décomposé en deux sous-problémes grace a la linéarité des
équations a résoudre. D’une part, on considére le probléme ou les parois interne et
externe de la canalisation sont a la méme température mais soumises auz sollicitations
des pressions interne et externe (il s’agit du probléme étudié a l’exercice précédent).
D’autre part, on considére le probléme ot les parois interne et externe sont libres (il n’y a
pas de forces de contact exercées), mais ont des températures différentes. Par linéarité,
les champs solutions du probléme complet seront la somme des champs solutions des
deuz sous-problémes mentionnés.

3. La physique du probleme suggere que le champ de température ne dépend que de la
coordonnée r. En injectant la loi de Fourier dans I’équation de I’énergie on obtient

V.q=V(-kVT)=—-kEAT =0
Le champ de température T est donc solution de 1’équation de Laplace
AT =0

qui, en coordonnées cylindriques et pour un champ qui ne dépend que de r, s’écrit
T/
AT =—+T"=0
T

Il s’agit d’'une équation différentielle d’Euler dont on peut ramener la résolution a celle
d’une équation différentielle linéaire a coefficients constants en effectuant le changement
de variable

U(€) =T(e*) (et donc T(r) = U(Inr))

On obtient pour U I'équation différentielle

{7’ =¢€* (et donc & =1nr)

U'=0
qui admet pour solution générale
Ul =A¢+ B

ol A et B sont des constantes arbitraires. En effectuant le changement de variable
réciproque r = € on obtient

T(r)=Alnr+ B

Les constantes A et B sont déterminées par les conditions aux frontieres
AlnR; + B =T;
AlnR.+B =1,

15
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A_,Ti_Te
— =
h’lR—E
_ T.InR;—T;InR,
~ InR,—InR,

ce qui donne
1 r T
T(r)= —(T;In — — T, In —
(r) ln%( ane enRZ‘)

e

4. On essaye de trouver un champ de déplacement u de la forme
u= f(r)e,.

Tenseur des contraintes
Les composantes du tenseur des déformations infinitésimales associé sont

0 0
[ei] = 0 £ 0
0 0 O

duquel on tire €, = €11 + €22 + €33 = f' + %
Les composantes du tenseur des contraintes s’obtiennent finalement par 1’équation de

constitution :
A(f" 4+ L)+ 2uf 0 0
[05] = 0 A(f 4+ L) +2uf 0
0 0 A(f+ 1)
1 0 0
—3ka(Alnr+B—-Tp) | 0 1 0
0 01

(pour des raisons de lisibilité, on a laissé les constantes A et B dans I’expression de T'(r)).

Equations d’équilibre
La projection de I’équation d’équilibre V.o = 0 sur les vecteurs de base donne les trois
équations

A+2u) "+ AN +2p) 5 — (A + 2;1)%2 — 3kad 0

o o=
1
(an)

Résolution des équations d’équilibre
Les deuxieme et troisieme équations sont identiquement satisfaites pour le champ u
choisi. La premiere équation peut encore s’écrire

2 , 3kaAr
T+ T -V = ———
(A +2p)

Par le changement de variable
{r =¢* (et donc & =Inr)
9(&) = f(e%) (et done f(r) = g(Inr))

16
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on obtient
" B 3raAes

- (A 2p)

Une solution particuliere de cette équation est

3kaA

9(§) = mfeg

On aura donc pour solution générale

A
9(6) = O 4 De€ 4 o "0t

(A+2p)
ou C' et D sont des constantes arbitraires. On obtient I’expression de f en effectuant le
changement de variable réciproque £ = Inr

D 3kaA
r)=Cr+—+ ———F—rinr
J(r) r 2N +2p)
Détermination des constantes d’intégration
Les constantes d’intégration C' et D restent a déterminer par les conditions aux frontieres.

La condition frontiére
7(—e,) =0 enR;

s’écrit composante par composante sous la forme

o11 021 031 -1 —011 0
012 022 032 0 | =] -012|=1]0
013 023 033 0 —013 0
soit
—2()\+,u)C+%D—l—?)/@aAlnRiﬁ—i—Z%ma(B—To— 4 0
1 0 _ O
0 0

tandis que la seconde condition
T(e,) =0 en R,

s’écrit composante par composante sous la forme

o11 021 031 1 o011 0
012 022 032 Ol =|o2|=1]0
013 023 033 0 013 0
soit
2\ + p)C — %D—Bﬁ&AlnReﬁ —3ka(B—Tp — %) 0
0 =10
0 0
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Les équations non triviales résultant de 'application des conditions aux frontieres for-
ment le systeme

21 A

2 —D = Al B-Ty— —
AN+ p)C — R 3kaAln R; /\+2M+3/1a( 0 2)
20\ + p)C — 2“D—g Al Ro— 4 8ka(B Ty — 2
i 2 KQ )\4‘2# e 03

dont on tire les valeurs de C et D :
. 3kaA n RZ- R2R2
a 2(A+2p) R R2 — R2
3kpaA | R; I 3k A

R2
¢ = BHas AlnR; B-Ty— =
A\ +2u)  Re <R2 R2)+ gredn R sy T g P %)

On reporte ensuite ces valeurs dans les expressions des champs u, €, o. Finalement les
expressions des champs u, €, o pour le probleme complet sont obtenues en additionnant
les champs obtenus pour chacun des deux sous-problémes considérés (c.-a-d. le sous-
probleme isotherme avec des densités de forces de contact prescrites par les pressions
sur les parois et le sous-probléeme non isotherme avec parois libres).

Solution exercice 4

1. Equations a résoudre
. . . . 2
Conservation de la quantité de mouvement pour un corps immobile (%TE = 0) et en

I’absence de forces de volume (pg = 0) :
V.o=0
Equation de constitution du matériau thermoélastique linéaire isotrope :
o = \tr(€)d + 2ue
ol € est le tenseur des déformations infinitésimales :

= % (Vu" 4 Vu)

2. Conditions aux frontieres
Les conditions aux frontieres portent sur les densités de forces de contact exercées sur
les surfaces intérieure et extérieure de la sphere.

e Sur la surface extérieure de la spheére (r = R.), la densité de forces de contact est
prescrite par la pression extérieure p, :

T(er) = —Pe€r

18
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e Sur la surface intérieure de la spheére (r = R;), la densité de forces de contact est
prescrite par la pression intérieure p; :

T(*er) = Ppi€r

3. Méthode semi-inverse
D’une part, le probleme considéré présente une symétrie sphérique. En conséquence, les
champs recherchés sont indépendants des coordonnées ¢ et 6. D’autre part, vu I'action
centrale des pressions interne et externe sur la sphere, le seul déplacement non nul est
dirigé suivant e,. Le champ de déplacements cherché a donc pour forme

u= f(r)e,
Par la suite, on désignera par f’ et f” les dérivées premiere et seconde de f.

4. Tenseur des contraintes
Pour le champ de déplacements u = f(r)e,, les composantes du tenseur des déformations
infinitésimales en coordonnées-composantes sphériques sont

0 0
[eij]=| 0 +f O
0 0 1if

L’équation de constitution exprimant les relations entre contraintes et déformations pour
un matériau élastique linéaire isotrope donne les composantes du tenseur des contraintes
en coordonnées-composantes sphériques :

Af +2f) +2uf 0 0
o] = 0 A"+ 2f)+p2f 0
0 0 AN+ 2f) + p2f

Equations d’équilibre
En portant ces valeurs dans I’équation d’équilibre V-0 = 0 projetée sur la base sphérique,
on trouve apres réarrangement :

A +20)(f" + 20 f =255 f) 0
0 — 1o
0 0

Résolution des équations d’équilibre
Seule I’équation d’équilibre suivant e, est non triviale

1 1
f” + 2;f/ - 27’_2f — O

C’est une équation différentielle d’Euler, dont on ramene la résolution a celle d’une
équation différentielle linéaire a coefficients constants en effectuant le changement de

variable
{ r=¢e* (et donc & =Inr)

9(&) = f(¢*) (et donc f(r) = g(Inr))
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On obtient de cette manieére
9" +9 —29=0

Cette équation admet pour solution générale
g(€) = Ac® + Be™*

ou A, B sont des constantes arbitraires. On trouve finalement I’expression de f en effec-
tuant le changement de variable réciproque £ = Inr, ce qui donne la solution générale

f(r)= Ar+ By

En portant la fonction f dans les expressions des composantes de o, € et u, on trouve :

(3X\+2u)A — 4B% 0 0
[0ij] = 0 (BA+2u)A+ 2B 0
0 0 (BA+2u)A +2B%;

A—-2B% 0 0
[ei] = 0 A+ B 0
0 0 A+ B%

Ar+ B r%
[ui] = 0
0
Détermination des constantes d’intégration
On détermine les constantes A et B a partir des conditions aux frontieres. Sur la surface
intérieure de la sphere (r = R;), la condition s’écrit vectoriellement

o - (_er‘) = pi€r

c.-a~d., en composantes :

—(3>\+2M)A+4BRL? Di
0 =10
0 0

Tandis que sur la surface extérieure de la sphere (r = R.) on a vectoriellement

O € = —PeCr
c.-a~d., en composantes :
(3)\ + QM)A — 4BRL§ —De
0 = 0
0 0

En résolvant le systéme des équations non trivialement satisfaites :

W
—(BA+2u)A+ 4Bﬁ =p;

o
(37 -+20)4 — 4B = .
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on trouve les valeurs de A et de B :
A L iRl —peR
3N+2u R3— Rf’

Pi — Pe R:?Rg
B =
4p  \ R — R}

Puisque on suppose p; < pe, ona A <0 et B <0.

5. Diagrammes des cercles de Mohr
Soit un point matériel P situé a une distance r du centre de la sphere. Les contraintes
principales o777 < o757 < o7 en P sont solution de ’équation en o

det(aij — U(Sij) =0

Comme les composantes de o forment une matrice diagonale dans la base (e,,e4,eq),
on déduit que cette base est constituée de directions principales. De plus, dans ce cas,
on trouve directement les valeurs principales sur la diagonale. On a donc

0'12(3>\+2,U)A—4B7%, O’]]:O‘[[[:(?))\+2,LL)A—|—2B%

En général, pour un point ou les contraintes principales sont o7, orr, orrr, on peut
tracer trois cercles de Mohr. Ici, comme o7; = o7, 'un des cercles est réduit a un
point tandis que les deux autres sont confondus. Par conséquent, I’état de tension en
P est tel qu’a un élément de surface de normale sortante n est associée une densité de
forces de contact 7(n) dont les composantes normale o, et tangentielle 75 forment un
point (o, 7s) situé sur I'unique cercle de Mohr du diagramme.

Le centre de ce cercle se trouve en

<UI + o111

5 ,0> _ ((3)\+2u)A—Brﬂ3,0>

et son rayon est
o] —O0JI1

m
- 3l
2 73

6. Dimensionnement de I’épaisseur
Il est clair que le cisaillement maximum dans le solide a lieu sur la surface intérieure de
la sphere. En effet, c’est aux points de cette surface que correspond le cercle de Mohr
le plus grand. Ainsi,

1 H 3 (R (pe - pi)
max — Z (g, — -r, = —3B—==— | Sr———
T 2(01 o111)|r=r; B ( BT
Il faut donc déterminer le rayon externe R, minimum tel qu’on ait

3 <R§’(pe —1%)) oY

4\ R -R?

2

Cette valeur minimale est solution de

3R:(pe — pi) — 20v (B — R}) =0
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c.-a-d.

20y
R, = R; ¢
\/20Y — 3(pe — i)

L’épaisseur minimum e est donc

. 20y
€ = Re - Ri = Ri s -1
<\/20y — 3(pe — pi) )

Solution exercice 5

1. Equations a résoudre

Conservation de la quantité de mouvement pour un corps immobile dans le repere en

rotation (‘?;T;‘ = 0) et en présence de la force de volume centrifuge (pg = pwre;) :

V.o + puw’re, =0
Equation de constitution du matériau thermoélastique linéaire isotrope :
o = \tr(€)d + 2ue
ol € est le tenseur des déformations infinitésimales :
€= % (Vu® + Vu)
2. Conditions aux frontiéeres
On distingue deux frontieres sur lesquelles on pose des conditions précises :

e Surface interne du tube (r = R;)
Le tube adhere au barreau indéformable :

u=20

e Surface externe du tube (r = R,)
Le tube ne peut pas pénétrer dans le tambour :

u-e. =0
La densité de forces de contact est prescrite par les forces de frottement sec :
T(e,) - ep = ksign(w) 7(e;) - e,

3. Méthode semi-inverse
On fait 'hypothese que les déformations sont planes : il n’y a pas de déplacement
selon e, et les autres composantes ne dépendent a priori que des coordonnées 7, 6.
Cependant, le probleme est axisymétrique et donc les divers champs ne dépendent pas
de la coordonnée azimutale . En conséquence, on cherche

u(r) = f(r)e. +g(r)ey
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4. Tenseur des contraintes
De l'expression du champ de déplacements u = f(r)e, + g(r)ey, on calcule les com-
posantes du tenseur des déformations infinitésimales :

f 3(d %) 0
_ |1
leis] = 3(9' = 9) £ 0
0 0 0
dont on tire €, = €11 + €20 + €33 = f' + %
Les composantes du tenseur des contraintes s’obtiennent par I’équation de constitution :

Af' 4+ L)+ 2uf (¢ —2) 0
(03] = plg =9 A+ L)+ 2ul 0
’ 0 M+ )

Equations d’équilibre
On obtient les équations scalaires de I’équilibre local en projettant V- = —pw?re,
sur les vecteurs de base, ce qui donne :

A+ 20) f" + A+ 2p) L — (A +2p) L —pw?r
pg" +pd — =1 0
0 0

5. Composante radiale

Résolution
La composante radiale du champ de déplacements vérifie donc I’équation d’Euler non
homogene
2
2 o1 ' pw” 3
T +rf —f=- T
frarf—f=—5 o

ou la force centrifuge apparait comme un forgage. Par le changement de variable

{r = ¢ (et donc &€ =Inr)
y(€) = f(e) (et donc f(r) =y(lnr))

on établit I’équation différentielle linéaire non homogene pour y(§)

2
"o, pw 3¢
vy A+ 2;46
qui admet pour solution particuliere
2
pw 3¢
=——¢

tandis que I’équation homogene associée admet pour solution générale

yn(€) = Ae® + Be™¢
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ou A et B sont des constantes arbitraires. La solution générale y s’obtient en additionant
ces deux solutions

2
_ — A L Be§_ _PY 3
On trouve finalement I'expression de f en effectuant le changement de variable réciproque
E=1Inr:

B pw? 4
:A B el ———
f(r) r+ " 8()\+2;1,)T

Détermination des constantes d’intégration
Les constantes d’intégration A et B sont déterminées par les conditions aux frontieres.
La condition frontiere

u=0 en R,

donne pour la composante suivant e, :

B pw?
AR+ — - ——"——_R}=0
+ R;  8(A+2u)
tandis que la condition en r = R,
u-e =0 (c-ad u,=f=0)

donne :

B pw? 3
AR + = — LY pi_y
TR 802

En résolvant ce systeéme pour A et B, on trouve

_ p? (B + RE)

8(N+2u)
p’ RIR?
B=—"—"°
8(A+2u)
6. Composante azimutale
Résolution
La composante azimutale du champ de déplacements satisfait 1’équation d’Euler inho-
mogene
2 1

g +7‘g'—g:0

Par le changement de variable
r=e¢* (et donc & =Inr)
{z(f) = g(ei) (et donc g(r) = z(Inr))
on obtient pour z I’équation différentielle
2 —2=0
qui admet pour solution générale

2(€) = Ce® + De™¢
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ou C' et D sont des constantes arbitraires. En effectuant le changement de variable
réciproque £ = Inr, on obtient pour la composante azimutale du déplacement

D
g(r)=Cr+ -

Détermination des constantes d’intégration
La condition
u=0 en R,
donne pour la composante suivant ey :
D
CRi+—=—=0
( RZ
tandis que la condition
T(e,)-ep = ksign(w)T(e;) - e, enr=R,

(c-a-d. 0.9 = ksign(w) o)

donne : 0.D
—}'L;—g = ksign(w) oy
avec
Orr = _ (2N + ) (R? + R?) — (4N + 6p)R2 + 2uR?) enr =R,
S(A + 2,“/) T € € 7
= L)Q (2()\ +2u)R? —2(\ + 2,u)R2)
8(A+2u) ' ¢
2
=Y (R2_R2
- 4 (Rl Re)
On trouve alors
D = —Eksign(w) ULR? = ksign(w) @(R2 — R?)
- g 2'u - g 8u e )
D : pw’RZ o o
C = _R—? = ksign(w) SHE? (R — R2)

7. Pour que le barreau soit maintenu dans son mouvement de rotation a vitesse angulaire
w constante autour de e;, il faut exercer un couple M opposé au couple My des forces
de frottement sec :

M+M;=0

La densité de moment m(x,n) exercée par les forces de frottement sur la surface
extérieure du tube vaut
m = (R.e;) x T(e;)
= (Reer) X (Urrer + orp€p + Urzez)
= Reorg€,

= ksign(w) oprRee,

2
= fsign(w) % (R? — R?) Ree.
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On obtient le couple résultant des frottements M en intégrant cette densité de moment
sur la surface extérieure du tube :

Mf:/mdS
L 2 pr
= / / ke sign(w) = (R — R?) R2dbdze,
0 0

,0(4)2 L r2w
= ksign(w) —— (R? — R?) R? / / dfdze,
4 0 0
2
= ksign(w) p% (R} — R?) R?27Le,
Le couple a exercer vaut donc

pw®
M = —ksign(w) Ve (R} — R?) R?27Le,

Solution exercice 6

1. Equations a résoudre
. . . . 2
Conservation de la quantité de mouvement pour un corps immobile (% = 0) et en
I’absence de forces de volume (pg = 0) :

Vo=0
Equation de constitution du matériau thermoélastique linéaire isotrope :
o = Mr(€)d + 2ue
ou € est le tenseur des déformations infinitésimales :

e= 5 (Vu' +Vu)

2. Conditions aux frontiéres
On souhaite déterminer le champ de déplacement du manchon en caoutchouc. L’équilibre
de 'assemblage requiert que les résultantes des forces de contact exercées d’une part
sur la surface externe du manchon, et d’autre part sur sa surface interne équilibrent les
deux tubes soumis a la traction.

e Sur la surface interne du manchon (r = R;), la résultante des forces de contact
doit valoir Fe, :

/ F(~e,)dS = Fe.

e Sur la surface externe du manchon (r = Rs), la résultante des forces de contact
doit valoir —F'e, :

/ (e,)dS = —Fe.
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D’autre part, les bases du manchon (z = 0 et z = L) sont des surfaces libres :
7(e;) =0 enz=1L
T(—e,) =0 enz=0

3. Méthode semi-inverse
Dans une premiere approximation, on fait I’hypothese suivante qui découle de la des-
cription du probleme :

u=f(r)e,

4. Tenseur des contraintes
Les tenseurs des déformations infinitésimales et des contraintes ont pour composantes

0 0 fi(r)/2 0 0 uf(r)
lei] = 0o 0 0 |, [ol=| 0 0 o0
f'(ry/2 00 pfi(r) 00

Equations d’équilibre
L’équilibre local donne

0 0
0 — 1o
" (r) + puf'(r) 0

La seule équation non triviale a pour solution
fr)y=Alnr+B

ou A et B sont des constantes arbitraires. Par conséquent, les tenseurs des déformations
infinitésimales et des contraintes se réécrivent sous la forme suivante :

0 0 A/2r 0 0 pA/r
[Eij] = 0 0 0 s [U,’j] = 0 0 0
A/2r 0 0 pA/r 00

Détermination des constantes d’intégration

On note d’abord que la valeur de la constante B n’a ici pas d’intérét, puisqu’elle cor-
respond a un déplacement rigide du manchon alors qu’on désire calculer 1’éloignement
relatif des deux tubes. Il faut déterminer A de sorte qu’on ait

/‘r(—er)dS = Fe,

La densité des forces de contact exercées sur la surface interne du manchon vaut en

composantes :
Tr 0 0 uwA/R. -1 0
T | = 0 0 0 0 = 0
Ty uA/Re 0 0 0 —1A/Re

Cette densité de forces de contact étant constante, on trouve directement sa résultante
sur la surface intérieure du manchon et la condition s’écrit a présent sous la forme

Fe,=2rR|L
e Ty R1

e, = —2nLuA e,
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La condition sur la surface extérieure du manchon donne de maniere similaire

A
“Fe, = 27TR2L%eZ = orLuA e,
2

On trouve deés lors pour A :
—F

A=
2L

Finalement, on obtient 1’éloignement relatif des deux tubes métalliques :

Ry F Ry
2(R1) —uy(R2) =AlnR; —AlnRy = Aln — = In —
uy(Ry) — uz(R2) n Ry n Ro nR2 onlp an

Principe de Saint-Venant

On remarque que, sur les surfaces de base du manchon, la solution trouvée donne
des tensions tangentielles ., non nulles. Ces tensions ne devraient pas exister, car
on suppose que les surfaces de base du manchon sont libres. De par la symétrie du
probleme, on s’apercoit que la résultante et le moment résultant de cette répartition de
tensions tangentielles sont nuls et qu’en conséquence, cette répartition est statiquement
équivalente a la situation réelle ou les bases sont libres de forces de contact. Des lors,
le principe de Saint-Venant nous enseigne que le probléme que nous avons considéré
donnera des effets fort peu différents du probleme de départ, a une distance de la zone
d’application des tensions grande par rapport au diametre de cette zone.

Solution exercice 7

1. Equations a résoudre
. . . . 2
Conservation de la quantité de mouvement pour un corps immobile (%TS = 0) et en
'absence de forces de volume (pg = 0) :

Vo=0
Equation de constitution du matériau thermoélastique linéaire isotrope isotherme :
o = \tr(€)d + 2ue
ou € est le tenseur des déformations infinitésimales :

1 T
e—§(Vu + Vu)

2. Conditions aux frontiéres
Il y a trois frontieres sur l'objet étudié : la calotte supérieure, la calotte inférieure et la
surface latérale.
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e Calotte supérieure (r = Ry)
La piece rigide, collée au morceau en caoutchouc, est encastrée. Le déplacement y

est par conséquent nul :
ll(Rg) =0

e Calotte inférieure (r = Ry)
On la fait tourner d’un angle ). Le déplacement vaut donc :

U(Rl) = QRl sind)eg

e Surface latérale (¢ = «)
La surface latérale est libre. La densité des forces de contact qui y sont exercées
est par conséquent nulle. La normale unitaire sortante est es. Donc, on trouve :

T(ey) =0

3. Hypothése semi-inverse
Le déplacement proposé n’a qu’une composante azimutale, ce qui correspond bien a
la déformation proposée. En outre, il varie en sin ¢, ce qui implique un déplacement
nul sur I’axe de symétrie et un déplacement de plus en plus grand lorsque ¢ augmente
jusque 7/2.

4. Tenseur des contraintes
On calcule successivement les composantes du gradient de déplacement Vu, du tenseur
de déformations infinitésimales € et enfin celles du tenseur des contraintes o

0 0  f'sing
[(Vu);;] = 0 0 feoso
—fghe s _feme g
1 0 0 sing(f' = f/r)
leis] = 5 0 0 0
sing(f' — f/r) 0 0
0 0 psing(f' = f/r)
[Uij} = 0 0 0
psing(f' — f/r) 0 0

Equations d’équilibre
La conservation de la quantité de mouvement donne

0 0
0 =10
psin g(f" + f/r2 = f'/r) + 3sing(f'/r — f/r?)) 0

Résolution des équations d’équilibre
Seule la derniere équation est non triviale. Elle s’écrit, apres simplification et multipli-

cation par r2, sous la forme

r?f v orf —2f =0
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Il s’agit d’une équation d’Euler qu’on va résoudre par le changement de variable

{r =¢* (et donc & =Inr)
9(€) = f(e) (et donc f(r) = g(Inr))

On trouve alors pour g(&) :
9" +9 —29=0

Les racines du polynome caractéristique de cette équation sont +1 et —2. La solution
est par conséquent
g(&) = Aeb + Be % = Ar + B/r2

On trouve l'expression de f(r) en effectuant le changement de variable réciproque £ =
Inr, ce qui donne :

f(r) = Ar + B/r?

Détermination des constantes d’intégration

On a donc trouvé un champ de déplacement dont la forme vérifie les équations d’équi-
libre. Ce champ doit aussi vérifier les conditions aux frontieres.

Sur la calotte supérieure (r = Rg), le déplacement doit étre nul :

B
U(RQ) = Sil’l(b (ARQ + R2> ey = 0

tandis que la calotte inférieure (r = R;) subit une rotation d’un angle Q autour de 1’axe
de symétrie :

B
u(Rl) = QRl Sin¢e9 = Siﬂ(ﬁ <AR1 + R2> €y
De ces deux conditions, on tire

R3Q) RIR3Q)
A_R3 [y

5. Le couple exercé sur la piece rigide S; est transmis a la piece de caoutchouc. Pour
calculer ce couple, il faut donc intégrer la densité de moment exercé par les forces de
contact sur la surface de la piece en contact avec Sy :

calotte calotte
Puisque
r=0ol. (—er)
= —using(f'(R1) — f(R1)/R1) eq
3B
Ry

et que le bras de levier x vaut Rje,, on trouve

=sin¢ €

. u
m(x,n) = —sinp—z-e,
Ri
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et
B
M= — / sin ¢—3R2'u esdS
calotte 1

On ne peut faire sortir e, de I'intégrale, car ce vecteur varie sur la surface d’intégration.
I faut donc exprimer e, dans une base cartésienne :

ey = cos ¢cosf ey + cospsinfley —sin g ey

On obtient, en notant que I’élément d’aire dS vaut R? sin ¢ d¢ d,
a 2w . BBM . . 2 .
M = s —sin ngR—%(coschosGel + cos ¢ sin 6 ey — sin ¢ e3) R sin ¢dfdo

Pour des raisons de symétrie les composantes de M selon e et e sont nulles. Il reste
par conséquent a évaluer la troisiéme composante :

a 21
M = 3Bu / / sin® ¢dfde es
0 0

« 2w 1
= SBM/ / ~1 sin 3¢ + Z sin ¢pdfd¢ es
0o Jo

RIRS (cos3o< 3cosa 2)
€3

= 6muQ =
R

12 4 3

On détermine ainsi le rapport entre la norme du couple |[M]| & exercer sur la calotte
pour obtenir une rotation d’angle € et ce méme angle €.

Solution exercice 8

On pose Re = R+ h et R; = R — d et on désigne par les indices m et ¢ les grandeurs
associées au manchon et au cylindre.

1. Equations a résoudre
Conservation de la quantité de mouvement pour un corps immobile (
I’absence de forces de volume (pg = 0) :

82
+2

[+

= 0) et en

Q

Vo=0
Equation de constitution du matériau thermoélastique linéaire isotrope :
o = Mr(€)d + 2ue — 3ra(T — Ty)d
ol € est le tenseur des déformations infinitésimales :

€= % (VuT+ Vu)

2. Conditions aux frontieres
Il faut considérer toutes les frontieres des solides étudiés et veiller a 'imposition de
contraintes et/ou de déplacements.

31



Mécanique des milieux continus Solide thermoélastique - Exercices

e Extrémités du manchon et du cylindre (z =0et z = L)
Il n’y a pas de forces de contact appliquées sur ces surfaces. Elles sont donc libres
et la densité de forces de contact y est nulle. On a donc, aussi bien pour le cylindre
que pour le manchon
T(+e.)=0=> 0" - (+e.,)=0

e Extérieur du manchon (r = R,)
L’extérieur du manchon est également une surface libre :

Tm(e,) =0= 0'%(7" =R.) e =0.

e Interface cylindre/manchon (r = R et r = R;)
Il y a deux types de conditions imposées a l'interface : des conditions sur les
contraintes (principe d’action-réaction) et sur le déplacement (les deux surfaces
doivent étre en contact).

— Déplacements :
La condition de contact entre les deux surfaces est traduite par le fait le rayon
interne du manchon et le rayon du cylindre doivent coincider apres déformation
(glissement parfait) :

UCT(T = R) +R= umr(T‘ = RZ) + R;

— Contraintes :
Le principe d’action-réaction a 'interface impose que ’action du manchon sur
le cylindre compense exactement celle du cylindre sur le manchon :

Tmoc(€) +Teom(—€,)=0=0cl(r=R)-e, +oL(r=R;) (—e,)=0

3. Méthode semi-inverse
On remarque tout d’abord que les champs de déplacement subis par les deux pieces du
probléeme sont similaires. Les hypotheses faites pour I'un sont également valables pour
Iautre.
Le champ de déplacements s’écrit de maniere générale :

u(r,0,z) = u.(r,0,2)e, + ug(r,0,z)eg + u,(r,0, 2)e,.

Le probleme est axisymétrique. Aucune des composantes du champ de déplacement ne
dépend donc de 6.

- up = f(r)
Chaque section perpendiculaire a e, subit la méme sollicitation selon e,. Le
déplacement radial est donc indépendant de z. Il ne reste donc que la dépendance
par rapport & r. On désignera par f’ et f” les dérivées premiere et seconde de f.
-up=0
Aucune des sollicitations imposées ne donne lieu a un déplacement autour de ’axe.
-u, =Cz
L’insertion du cylindre dans le manchon se faisant sans frottement, u, est indé-
pendant de r. Une fibre infinitésimale parallele a ’axe z s’allongera de la méme
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fagon, quelque soit sa position. On dit que la déformation axiale est homogene.
La composante €,, est donc constant en tout point (e,, = C). Vu que cette
composante vaut 85?, on en déduit que u, = Cz + C’. Comme on ne s’intéresse
pas aux mouvements rigides des pieces, on annule la constante d’intégration C’,

aussi bien pour le tube que pour le cylindre.

4. Tenseur des contraintes
On travaille pour le moment en élasticité isotherme (7' = Tj) puisque la configuration
déformée est considérée apres retour de 'assemblage a la température initiale. De
I'expression du champ de déplacements u = f(r)e, + Cze,, on calcule les composantes
du tenseur des déformations infinitésimales :

0 0
[Eij] = 0 f/?" 0
o 0 «C

desquelles on tire €, = €11 + €22 + €33 = f' + % +C.
Les composantes du tenseur des contraintes s’obtiennent finalement par 1’équation de
constitution :

M+ f/r+C)+2uf 0 0
[oj] = 0 A"+ f/r+C)+2uf/r 0
0 0 Af+ f/r+C)+2uC

Equations d’équilibre
La projection de I’équation d’équilibre V.o = 0 sur les vecteurs de base donne les trois

équations
A+ 2u)(f"+ f')r = f/r%) 0
0 =10
0 0

Seule la premiere équation est non triviale. Il s’agit d’une équation d’Euler, qui se
résoud en posant r = e pour obtenir une équation différentielle ordinaire & coefficients
constants. On obtient alors :

fr)y=Ar+ 2

Le tenseur des contraintes prend donc la forme

2(A+ p)A — 2uB% + AC 0 0
03] = 0 2\ + p)A+2uBL + AC 0
0 0 2AA + (A +2u)C

Détermination des constantes d’intégration
La premiere chose a remarquer est que B, doit étre nulle puisque la solution doit étre
définie en r = 0.

e Extrémités du manchon et du cylindre :
La seule équation non triviale est celle de la composante de la densité des forces
de contact suivant e,. Elle donne :
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2AMA+ (A +2p)C =0
Ceci permet de déduire C' en fonction de A, pour le cylindre et pour le manchon :

_ 2\
C= A+2MA.

e Extérieur du manchon :
Seule la composante de la densité des forces de contact suivant e, est non triviale :

1
200+ Ay, — QﬂBmﬁ +ACp, =0

(&)

Ceci donne A,,, en fonction de By, :

_ At 2m B
"™ 3Am + 24 R2

Remarque :

Comme on se trouve en élasticité infinitésimale, les coordonnées lagrangiennes et
eulériennes sont confondues, ce qui permet de calculer les champs de contraintes
(et de déplacements) en prenant dans la configuration de départ les coordonnées
des points matériels considérés.

e Interface cylindre/manchon
Il y a deux types de conditions imposées a l'interface : des conditions sur les
contraintes (principe d’action-réaction) et sur le déplacement (les deux surfaces
doivent étre en contact).

— Déplacements :
La condition de contact entre les deux surfaces est traduite par le fait le
rayon interne du manchon et le rayon du cylindre doivent coincider apres
déformation :

B,
ACR—FR:AmRZ’-FF—FRi

ce qui donne :

B3+ 20 i

Acz—l—i—%{Ri—i—Bm(RiM 1)]

— Contraintes :
La derniere équation du principe d’action-réaction a l'interface donne, en ex-
primant A. et A,, en fonction de B,, :

A2 R;
B = (et 535 (0 F)
|:()\c+ﬂc_/\72> l (&M+i)_
Ae+20e) R\R23\ + 2um  R;
A2 1 A+ 20m . fom -1
>‘m+2:u72n> R_g3>‘m+2:um R_g}

(Am + tm —
La constante B,, ainsi déterminée, il suffit de substituer successivement sa valeur dans

les équations exprimant les conditions aux frontieres pour trouver les valeurs des autres
constantes.
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5. Principe de Saint-Venant
La solution trouvée respecte toutes les conditions prescrites pour les densités de forces
de contact aux frontieres. En conséquence, on ne doit pas faire appel au principe de
Saint-Venant pour justifier le résultat.

6. Température minimale pour insérer le cylindre dans le manchon
Il faut déterminer la température a laquelle la dilatation thermique du manchon est
suffisante pour pouvoir y introduire le cylindre. Il faut donc que le rayon intérieur du
manchon, lorsqu’il est chauffé, soit au moins aussi grand que celui du cylindre. Ceci se
traduit par

U, (1 = R;) + R; > R, ou encore Uy, (r = R;) > d.

Pour déterminer le champ de déplacements, on fait les mémes hypotheéses que précé-
demment sur la forme de ce champ.

A ce stade, on peut envisager deux méthodes, 'une étant la méme que celle de la
premiere partie de 'exercice et 'autre partant du fait que, pour une dilatation ther-
mique simple, le champ de contraintes est nul partout dans le corps étudié.

e Méthode 1 :
Le tenseur des contraintes est modifié par rapport a la premiere partie de I’exercice
par l'ajout du terme —(3A+2u)aAT§. Ceci ne modifie cependant pas les équations
de conservation de la quantité de mouvement (puisque le champ de température
est honogene) et la forme du champ de déplacements est conservée. Il reste donc a
déterminer les trois constantes A, B et C'. Ceci se réalise en imposant que toutes
les surfaces sont libres.

e Méthode 2 :
Le solide étant simplement chauffé, toute sa frontieére est libre. Le corps ne subis-
sant ainsi ni forces de contact ni forces & distance, ses contraintes sont nulles

partout. On a donc
o=0=€=aAT9.

En considérant I’expression de € en fonction de u, les termes diagonaux donnent

% = aAT
1 Ouy Ur _
rar tor = aAT
Uz _
2 = aAT

En tenant compte des hypotheses faites sur le champ de déplacements, 'intégration
de ces équations donne

ur = aATlr

Uug = 0

u, = «alATz+ Cste,
La constante Cste, vaut zéro, car on ne tient pas compte des déplacements rigides.
On a donc finalement pour le déplacement :

u, = oaATr
ug = 0
u, = alATz
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Cette relation permet d’exprimer la condition sur la température minimale & im-
poser pour que le cylindre puisse étre inséré dans le manchon :

ATR;, >d=T>Ty+ ———
aATR; >d=T > 0+oz(R—d)
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Exercice 1

Soit ’écoulement d’un fluide visqueux newtonien incompressible le long d’une plaque inclinée
infinie. Le probléme est stationnaire et la plaque est inclinée d’un angle « par rapport a
I’horizontale. Le fluide est soumis a la pesanteur, exercée dans la direction opposée a la
verticale. Le débit volumique de fluide par unité de largeur est (). La masse volumique p, la
viscosité dynamique 7 et la conductivité thermique k£ du fluide sont supposées constantes. La
pression de ’atmosphere vaut p,.

1. Déterminer le profil de vitesse.

(a) Ecrire les équations & résoudre.

(b) Identifier les conditions aux frontieres, en supposant que le fluide glisse sans frot-
tement sur l'air.

c¢) Méthode semi-inverse: suggérer la forme des champs de vitesse et de pression
gg
(on peut supposer a priori que ’épaisseur inconnue h de la couche de fluide est
constante).

(d) Résoudre les équations.
(e) Déterminer ’épaisseur h a partir du débit volumique par unité de largeur Q.

(f) Interpréter les résultats pour a = 0 et o = 7/2.

2. Déterminer le profil de température sachant que la température de la plaque est con-
stante et vaut Ty, tandis que ’atmosphere est isolée thermiquement.

3. Déterminer le champ de vitesse dans le cas de deux fluides superposés. On désigne les
parametres respectifs par (ha, pa,na) et (hp, p,nNB).

Exercice 2
Etude d’écoulements dans des conduites de profil donné
Un écoulement de Poiseuille est un écoulement stationnaire développé dans une conduite

prismatique ou cylindrique de section droite donnée. On demande d’étudier I’écoulement de
Poiseuille dans une conduite dont la section droite est :

e un triangle équilatéral de coté c;

e un anneau de rayon intérieur R; et de rayon extérieur R..
Considérer les cas ou le moteur de I’écoulement est

1. T'imposition d’une différence de pression AP(> 0) entre deux sections distantes d’une
longueur L;

2. la gravité, agissant parallelement a ’axe de la conduite.
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Exercice 3

On considere ’écoulement d’un fluide visqueux newtonien incompressible entre deux tubes
verticaux coaxiaux de rayons respectifs R et 2R. Le tube extérieur est fixe, tandis que le
tube intérieur tourne autour de son axe a une vitesse angulaire uniforme €2 sans mouvement
vertical. Le fluide descend entre les deux tubes et subit 'effet de la rotation du cylindre
intérieur. La pression (non uniforme) dans le fluide aux extrémités supérieure et inférieure
du systéeme (de hauteur L) est désignée par p,(r). La masse spécifique p et la viscosité
dynamique 7 du fluide sont constantes. L’accélération de la pesanteur (qui s’exerce vers le
bas) est désignée par g.

L’écoulement est supposé stationnaire et développé, et on néglige les effets particuliers présents
aux deux extrémités du domaine d’écoulement. Ce systeme est continuellement alimenté en

fluide.
1. Ecrire les équations a résoudre.
2. Ecrire les conditions aux frontieres du probleme.

3. Faire des hypotheses raisonnables sur la forme des champs de vitesses et de pression
dans le systeme de coordonnées approprié.

4. Résoudre les équations.
5. Calculer le débit volume @ entre les deux tubes.

6. Déterminer le couple C a exercer sur le tube intérieur pour le maintenir dans son
mouvement de rotation uniforme.

7. Déterminer la puissance fournie au fluide par le tube intérieur et la puissance dissipée
dans le fluide.
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Exercice 4

On étudie I’écoulement isotherme d’un fluide visqueux newtonien incompressible dans la
région située au-dessus d’'une plaque de dimension infinie. Cette plaque est en mouvement
tout en restant continuellement dans un méme plan. On considére un repere cartésien fixe
(O,e;), ou e; et ey sont paralleles au plan de la plaque et es est dirigé vers le fluide. Dans
ce repere, le mouvement de la plaque est un mouvement périodique : chacun de ses points
se déplace a une vitesse V(t) = U cos(wt)e; (U et w sont des constantes données ayant les
dimensions d’une vitesse et d’une pulsation). Apres un certain temps suivant le démarrage du
mouvement de la plaque, le mouvement du fluide cesse d’étre transitoire et devient périodique.
La masse volumique p et la viscosité dynamique 7 du fluide sont supposées constantes. Les
forces de volume sont négligeables.

On considere les trois cas de figure suivants :

e Le fluide occupe tout I’espace au-dessus de la plaque oscillante.

e Le fluide occupe 'espace compris entre la plaque oscillante et une seconde plaque fixe,
de dimension infinie, parallele a la premiere et distante de h.

e Le fluide a une épaisseur h et sa surface supérieure est une surface libre (la pression
atmosphérique est p,).

a) Résoudre ce probleme dans les trois cas de figure proposés.

Marche a suivre

1. Ecrire les équations a résoudre.
2. Ecrire les conditions aux frontieres pour chacun des cas de figure proposés.
3. Faire des hypotheéses sur la forme des champs de vitesses et de pression.

4. Déterminer les champs de vitesses pour chacun des cas de figure.

b) La composante de vitesse suivant e; se présente comme une onde se propageant avec
affaiblissement dans la direction des x3 > 0. Quelle est la vitesse de propagation de cette
onde 7
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Exercice 4

Equations

Le fluide est newtonien et incompressible, donc les équations a résoudre sont
les suivantes :

Vv = 0
Dv_ 8v+ v
Ppor =P\a 7V VY

Conditions aux frontiéres

—Vp +nV3v + pg

Pour les 3 cas de figure considérés on impose qu’en 3 = 0 on ait :
v = U coswte

D’autre part, on impose respectivement pour chacun de ces cas :
1. pour x3 — oo, la solution doit étre finie,
2. enxg=h,v=0,

3. enx3=h, ol -e3 = —pges.

Hypotheses

On peut supposer que le champ de vitessse et le champ de pression auront
les formes suivantes :

vi(z3,t)e; + vs(xs, t)es
= p($3,t)

Résolution

Equation de conservation de la masse :

V‘V_avg_o = ngvg(t)

= 32

or, en 3 = 0 on a v3 = 0 pour tout temps ¢, donc on doit avoir vy = 0.

Equation de conservation de la quantité de mouvement :

o _ O
or = Tox?
0 = 0

Jp
0 = -2
8$3



La pression est donc fonction du temps uniquement : p = p(t), et la compo-
sante v vérifie I’équation suivante :

801 82111
— 1
ot v Ox3 (1)

avec v = n/p.

Pour résoudre cette équation, on va supposer que la solution v; sera une
fonction harmonique de fréquence w, et dont I'amplitude et le déphasage
dépendent de 3, soit :

vi(x3,t) = A(x3) cos (wt + ¢(x3))

Pour ne pas devoir manipuler des expressions trigonométriques, il est conseillé
de travailler avec la représentation complexe de cette solution. En effet :

vi(z3,t) = Alas) cos (wt + ¢(a3)) = Re (Vi (z3)e™) (2)

ot Vi(x3) = A(z3)e®3) = Vi, (x3) + iVi;(x3) est un nombre complexe qui
caractérise la phase et 'amplitude de la solution.

Nous allons donc dans un premier temps rechercher la solution complexe
générale Vi (z3) qui vérifie 'équation voulue, imposer ensuite les conditions
aux limites, et enfin prendre la partie réelle de Vi(z3)e™? pour obtenir la
solution du probléeme initial.

Si nous injectons l'expression (2) de vy (s, t) dans 'équation (1) on obtient :
Re (iwV1e™") = Re (V‘/lnei“’t> = Re [(1/‘/1" — z'wV1> e"“’t} =0
1z w
= Vl — Z—Vl - 0
v
La solution de cette derniere équation est :
‘/1($3) — 061/i%.’23 + De_‘/i%x?’ — Cea(l—‘ri)z;g + De—a(l—l—i)xg,

avec a = /5.

Remarque : on a utilisé la relation suivante : v/i = :l:%(l +1).

Pour les 3 cas de figure considérés on impose qu’en x3 = 0 on ait la condition
aux limites complexe suivante :

v1(0,t) = Re (Ue™") =Re (V1(0)e*") = V1(0)=C+D=U



D’autre part, on impose respectivement pour chacun des cas :

1. C' =0 car sinon la solution est infinie lorsque z3 tend vers l'infini.
On obtient donc simplement que V1(0) = D =U.
La solution finale est donc :

vi(z3,t) = Re (Ue_o‘(1+i)x3ei“’t) =Ue “*3 cos (wt — axs)

2. On doit imposer que Vi(h) = 0, d’ou le systeme a résoudre est le
suivant :

Vi(0)=C+D —
‘/l(h) — Cea(1+i)h + De—oc(l-i-i)h = 0

La solution finale est donc :

vi(z3,t) = Re KC’@O‘(H")W3 T De—a(1+i)x3) eiwt]

avec
1
¢ = = 1— e2a(1+i)hU
1
- T 1 e—2a(1+i)hU
3. Le tenseur des contraintes est :
-p 0 s
o] =[-pd+2nd]=| O -p O

ngL 0 —p

On trouve donc que o’ - e = ng—;éel — pe€3. On doit donc imposer
que p = p, d’une part, et que en x3 =h :

ov

1

a:L’g
Le systeme a résoudre est donc le suivant :
Vi0)=C+D = U

Vi(h) = a(1 + 1) [Oea(l-&-i)h _ De—a(l—i—z’)h] — 0
La solution finale est alors :
(%1} (.Tg,t) = Re [(Cea(l-i-i)xg 4 De—a(l-ﬁ-i)x;;) eiwt]

avec
1

T ek
1

C::



Vitesse de ’onde

Une grandeur X qui peut s’écrire comme une fonction X = g(z)f(z +ct) se
présente comme une onde se propageant avec affaiblissement & une vitesse c.

Nous nous limiterons au premier cas de figure pour lequel on a obtenu :
— o w
vi(xs3,t) = Ue 3 cos [—a (333 - —t)]
Q@

. . 2
La vitesse v1 se propage donc comme une onde de vitesse ¢ = £ = %.



