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CHAPITRE V : grandeurs énergétiques
Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux expressions de l’énergie, des puissances et des forces (au sens généralisé, donc aussi les couples).

5.1. Milieux généraux

Dans le cas des milieux généraux, nous nous limiterons à ce qui a déjà été vu au chapitre précédent. Ainsi, l’expression (4.15) est celle d’une densité de puissance dissipée sous forme de chaleur, et une autre expression de cette puissance (4.17) faisait déjà appel à une notion d’énergie apparente (4.16).
5.2. Milieux instantanés

Dans le cas des milieux instantanés avec hystérésis, nous nous limiterons également à ce qui a été dit au chapitre précédent des grandeurs énergétiques, c’est-à-dire quelques expressions relatives aux pertes magnétiques (4.26) (4.27).
5.3. Milieux univoques

Les milieux univoques, même dans le cas non linéaire, offrent beaucoup plus de possibilités d’utilisation des grandeurs énergétiques car on peut y définir, de façon analogue à ce qui a été fait au chapitre 2 pour l’énergie et la coénergie, des densités d’énergie et de coénergie qui sont des fonctions d’état. Cette possibilité vient de ce que, dans les milieux univoques, les pertes d'énergie sont nulles : l'énergie absorbée pendant une partie d'un cycle est intégralement restituée pendant le retour au point de départ. La notion d'énergie accumulée sous forme magnétique peut donc être définie de façon non ambiguë.

On définit la densité d'énergie magnétique





Wm(B) = ( H . dB




(5.1)

et la densité de coénergie





Wcm(H) = ( B. dH




(5.2)

Ces deux grandeurs sont reliées par la relation




Wcm(H)
= B.H
-   Wm(B(H))



(5.3)

Le choix du point de référence utilisé pour faire les intégrales (5.1) ou (5.2) comporte un degré d'arbitraire. Dans le cas de matériaux doux, le problème ne se pose pas parce que l'on prend naturellement le point (H=0, B=0) comme point de départ des intégrations. Dans le cas de matériaux magnétiques durs, un choix doit être fait. Comme l'énergie et la coénergie n'interviennent en pratique que par leurs variations, il ne devrait pas y avoir de problème à condition de garder la même définition dans toute l'étude. Or, les manuels des logiciels commerciaux sont avares de renseignements sur le choix effectué par les auteurs du programme.

Pire, lorsque la caractéristique considérée a été décalée pour la faire passer par l'origine, la valeur de l'énergie calculée par le logiciel (et affichée) peut être relative à la caractéristique déplacée plutôt qu'à la caractéristique originale. Cette valeur de l'énergie n'est pas correcte, et elle ne satisfait pas la loi de conservation de l'énergie.

En fait, cette énergie ne correspond pas à celle du modèle utilisé mais à l'énergie d'un modèle équivalent dans lequel la magnétisation des aimants aurait été remplacée par des courants fictif (modèle ampérien des aimants).

Lorsque le champ magnétique varie, le "circuit" formé par ces courants est le siège d'une force électromotrice induite. Pour satisfaire à la loi de conservation de l'énergie, il faudrait dès lors que ce circuit puisse échanger de l'énergie avec le système, ce qui n'est bien sûr pas le cas puisqu'il s'agit de courants fictifs.

La figure 5.1. montre que les valeurs obtenues peuvent être très différentes selon que l'énergie est calculée sur la caractéristique "réelle" ou sur la caractéristique "déplacée".
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Figure 5.1 : Energie au point P de la caractéristique

Par bonheur, la coénergie calculée sur la caractéristique déplacée est égale à la coénergie calculée sur la caractéristique réelle.

Dans le cas d'un dispositif comportant des aimants permanents, parmi les cinq valeurs de l'énergie fournies par un logiciel commercial connu, seule celle qui correspond à la coénergie est correcte et peut être utilisée pour le calcul des forces (voir plus loin).

On définit de façon analogue à (5.1) (5.2) l’énergie et la coénergie électrique We et Wce , ainsi que les totaux W et Wc . On peut aussi considérer la densité de Lagrangien 



L = Wcm - We






(5.4)

Lien avec les grandeurs énergétiques globales

On peut montrer que, pour un système quasistatique, l'intégrale sur tout l'espace de la densité d'énergie (5.1) est égale à l'énergie définie en variables circuit.




wm =  ((( Wm dV




(5.5)

Les logiciels de calcul de champ prédéterminent la fonction  Wm(B) pour chaque caractéristique magnétique fournie, et la mettent en mémoire comme une caractéristique du matériau. En fait, dans le cas de matériaux isotropes, c’est plutôt la fonction Wm (B2) qui est prédéterminée. Le calcul de la valeur de l'énergie intégrée sur tout le dispositif est alors facile, du moins si les fonctions de base utilisées correspondent à un champ constant sur chaque élément fini : il suffit, un fois le champ B déterminé sur chaque élément fini, de lire sur cette caractéristique prédéterminée la valeur de la densité d'énergie de cet élément, et d'effectuer l'intégrale sur tout le dispositif. Rappelons que, dans le cas de beaucoup de logiciels commerciaux, la valeur de l'énergie mise ne mémoire ne correspond pas à la caractéristique "réelle", mais à une caractéristique translatée.

L’intégrale sur tout l’espace de la densité de coénergie (5.2) est, elle aussi, égale à la coénergie définie en variables circuit.




wcm = ((( Wcm dV




(5.6)

On sait que, en modèle circuit, si la coénergie est exprimée en fonction du courant et de la position, la dérivée partielle de la coénergie par rapport à la position est la force généralisée (soit le plus souvent un couple ou une force au sens élémentaire).

Une façon de calculer la force consiste donc à calculer la coénergie pour deux positions différentes mais avec le même courant. La différence entre les deux valeurs obtenues, divisée par la différence de position, donne la force (en fait, la force moyenne entre les deux positions).

En pratique, les logiciels ne mettent pas en mémoire des valeurs précalculées de

Wcm (B). Le calcul numérique de la coénergie passe par l'intégration séparée des deux termes de (5.3) , soit



Wcm = ((( H.B dV - Wm




(5.7)

Il est donc plus long que celui de l'énergie. Compte tenu de la façon dont la caractéristique magnétique est mise en mémoire, l'intégrale du premier terme n'est autre que



((( H.B dV = ((( 
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(5.8)

En fait, certains logiciels commerciaux affichent la valeur (5.8) divisée par deux et l'appellent "énergie", ce qui n'est correct que dans le cas d'un matériau linéaire doux. Ce résultat peut cependant être utilisé, après multiplication par deux, pour calculer la coénergie correcte à l'aide de la formule (5.8), car les erreurs commises sur les deux termes se compensent.

On peut aussi utiliser la relation, valable en quasistatique si le dispositif ne comporte pas d'aimants,



((( H.B dV = ((( J.A dV




(5.9)

Certains logiciels commerciaux proposent aussi le calcul de ((( J.A dV, qui présente l'avantage d'être plus rapide que le calcul de ((( H.B dV car, souvent, J n'est différent de 0 que sur une petite partie du domaine de calcul. Ils fournissent le résultat divisé par deux sous le nom d'"énergie", ce qui à nouveau n'est correct que dans le cas d'un milieu linéaire et doux.

Les cinq valeurs de l'"énergie" fournies par un logiciel commercial connu correspondent aux grandeurs



½((( J.A dV



½((( 
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(((  ( H.dB dV    (sur le modèle ampérien)



(((  ( B.dH dV    (la coénergie)



(((  B2 dV

La dernière grandeur n'a pas la dimension d'une énergie. Parmi les quatre autres, seule la coénergie est calculée de façon correcte dans tous les cas.

Une autre ambiguïté se produit quand le logiciel utilise en cours de calcul une version linéarisée des équations. Les valeurs de l’énergie affichées par la routine de résolution des équations linéarisées concernent alors le modèle linéarisé et non le modèle introduit par l’utilisateur du logiciel.

On ne peut parfois que "deviner" les définitions utilisées en effectuant des expériences numériques sur des exemples simples.

Face à cette situation, certains utilisateurs ont adopté l'attitude idiote qui consiste à calculer l'énergie (ou d'autres grandeurs pour lesquelles on a la même ambiguïté) par différentes routines (ou même différents logiciels) et à considérer les différences entre les résultats comme des écarts statistiques dus à des "erreurs de calcul" par rapport à une valeur exacte. Il est clair que cette méthode est injustifiée puisqu'elle conduit à effectuer une moyenne entre des grandeurs qui ne seraient pas égales même en l'absence d'erreurs de calcul.

On traite évidemment l’énergie et la coénergie électriques de la même façon.

Expressions générales des densités de puissance et de force

La densité d'énergie W est une fonction du temps et des coordonnées spatiales. Ses dérivées partielles peuvent s'écrire, compte tenu de sa définition (5.1),



(t W = H .(t B + E. (t D + ((t) W




(5.10)

et

(i W = H .(i B + E. (i D + ((i) W




(5.11)

où les termes H .(t B + E. (t D et H .(i B + E. (i D tiennent compte de la variation de la densité d'énergie due à la variation des champs, alors que les termes ((t) W et ((i) W  représentent la variation de la densité d'énergie due à un changement des propriétés du milieu. Il est important de noter que ces derniers termes ne tiennent pas compte des changements de propriétés dus à une variation du niveau des champs (c'est-à-dire à la saturation), mais uniquement des changements liés à des grandeurs non électromagnétiques (composition chimique, température…).

En ce qui concerne les coénergies, on démontre facilement à partir de la relation (5.2) que l'on a

((t) Wcm = - ((t) Wm





(5.12)

et



((t) Wce = - ((t) We





(5.13)

En utilisant l'expression de l'énergie apparente (5.9) et l'expression (5.10), on peut remplacer dans l'équation (3.49) du chapitre 3 la densité d'énergie apparente par la densité d'énergie. On obtient la loi de conservation de l'énergie
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(5.14)

ou, compte tenu de (4.12)
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(5.15)

ou encore, en utilisant la définition (5.4)
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(5.16)

En interprétant chaque terme de (5.14) (5.15) (5.16), on arrive à la conclusion que le dernier terme doit représenter la puissance transmise au milieu par l'intermédiaire de ses inhomogénéités magnétiques.
Rappelons que la notation spéciale utilisée pour la dérivation dans le dernier terme de (5.14) (5.15) (5.16) signifie que l'on ne doit considérer que la partie de la dérivée temporelle qui est due à une variation du milieu dans le temps, pas la partie due à une variation des champs dans le temps. Donc, dans un milieu invariable, le dernier terme est nul même si les champs évoluent dans le temps.

Exercice 5.1 : démontrer (5.14) (5.15) et (5.16).

Quand nous avons parlé de “ bonne ” et de “ mauvaises ” définitions de l’énergie, c’est en pensant à l’équation de conservation de l’énergie (5.14) (5.15) ou (5.16). Les “ mauvaises ” définitions sont celles qui ne conduisent pas à une loi de conservation !

De la même façon que nous avons déduit de (3.49) une loi locale de conservation de l'énergie, on peut chercher à déduire de l'équation (3.51) une loi locale de conservation de l'impulsion (autrement dit d'équilibre des forces).

Nous écrivons cette loi en partie dans le langage des composantes
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(5.17)
ou
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(5.18)

ou encore
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(5.19)

où T est un tenseur, appelé tenseur de Maxwell, qui comporte comme l’énergie un terme magnétique et un terme électrique. Le terme magnétique a pour composantes



Tm ij = Bi Hj -
Wcm ij





(5.20)

où le tenseur ij est un tenseur dont les composantes diagonales valent 1 et les autres 0.

De son côté, le terme électrique vaut



Te ij   = Di Ej - Wce ij






(5.21)

La notation spéciale utilisée pour le dernier terme de (5.17) (5.18) (5.19) signifie à nouveau que seule la partie de la dérivée due à l'inhomogénéité du milieu doit être conservée. Dans un milieu homogène, ce terme est donc nul même si, le champ n'étant pas uniforme, la densité de coénergie n'est pas uniforme.

On peut donc espérer que, dans le cas d'un milieu non homogène, le dernier terme de (5.17) (5.18) (5.19) représente la densité de force à l'endroit des inhomogénéités des matériaux magnétiques.

Malheureusement, ce terme ne vérifie pas le critère de tensorialité. En d'autres mots, la densité de force serait définie de façon différente en fonction du référentiel utilisé. Cette remarque n'empêche cependant pas les formules (5.17) (5.18) ou (5.19) d'être utilisées en référentiel cartésien.

Il existe une façon de rendre les différents termes de (5.17) (5.18) (5.19) invariants sans faire appel à une structure supplémentaire de l'espace. Pour cela, on considérera la densité de force non pas comme une densité vectorielle, mais comme une grandeur scalaire qui dépend de la “ direction ”, ou plus précisément du champ de vecteur, selon laquelle on "examine la force". On sait que les translations correspondent à un champ de vecteur uniforme (voir figure 3.2), et les rotations à un champ de vecteur dont la forme a été suggérée au chapitre 3 (figure 3.3). 

Plus généralement, pour tout champ de vecteur u , on montre que l'on a
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(5.22)

ou
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(5.23)

ou encore
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(5.24)

où le symbole  £   désigne la dérivée de Lie.

Ces formules étant invariantes, elles sont valables dans un cadre plus général que (5.17) (5.18) (5.19). En outre, nous pensons que l'invariance pourrait être un atout du point de vue du calcul numérique même dans les cas où les formules (5.17) (5.18) (5.19) sont utilisables.

Référence : E.J. Post, Formal Structure of Electromagnetics, North-Holland Publishing Company, 1962

Les termes de (5.21) (5.22) (5.23) bénéficient de l'invariance vis à vis des changements de référentiels spatiaux. On peut donc raisonnablement considérer le membre de droite comme une définition de la densité de force "selon le champ de vecteur u ".

Le terme u . (J x B +  E ) peut s'interpréter comme la densité de force exercée par l'intermédiaire des sources (il est nul quand les sources sont nulles).

Le terme - £(u) Wc  peut s'interpréter comme la force exercée par l'intermédiaire des inhomogénéités du milieu. Il est nul dans un milieu uniforme ( en particulier le vide si on suppose l'espace plat ), ce qui est bien une propriété que l’on peut raisonnablement exiger de toute expression valide de cette densité de force. Ce terme joue un rôle essentiel dans pratiquement tous les dispositifs électrotechniques courants (force sur un noyau plongeur, sur les dents d'un enroulement...). Sur les surfaces de séparation entre matériaux de nature différentes, ce terme comprend un "delta de Dirac", ce qui revient à dire que la répartition de force comporte une densité de surface.

Le lecteur me pardonnera une petite digression physique : on considère en technique que le vide est un milieu invariable et uniforme, donc que le dernier terme de l'équation (5.24) y est nul. Ce n’est pas tout à fait le cas en théorie de la gravitation d’Einstein (relativité générale). Selon cette théorie, le champ de gravitation est une non-uniformité de l’espace-temps. En présence d’un champ de gravitation, le dernier terme de (5.24) n'est pas nul. C'est lui qui tient compte de l'énergie apportée aux ondes électromagnétiques par le champ de gravitation, et de la force exercée par le champ de gravitation sur  les ondes électromagnétiques (déviation de la lumière par le champ de gravitation du soleil par exemple).

Exercice 5.2 : démontrer (5.22) (5.23) (5.24).

Indication: il suffit de décomposer la dérivée de Lie de L en un terme dépendant de la variation des champs et un terme qui regroupe les autres effets, soit


£u L =   
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(5.25)

En utilisant les définitions ci-dessus et les équations d'évolution, on obtient bien les équations cherchées.

Lors d'une transformation de Galilée, les termes de (5.24) (5.25) (5.26) d'une part, (5.22) (5.23) (5.24) d'autre part ne restent pas séparément invariants. Cependant, on peut trouver des lois de transformation combinant plusieurs de ces grandeurs.

Ces lois peuvent s'écrire de façon plus simple en quatre dimensions.

Pour cela, on utilise un "tenseur énergie-moment " à deux indices, qui regroupe le tenseur de Maxwell, la densité d'énergie, la densité de flux d'énergie et la densité d'impulsion. Ce tenseur est de la forme
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(5.26)

où W est la somme des énergies électrique et magnétique. Les lois de transformations sont alors entièrement définies en disant que T est un tenseur de poids 1.

En examinant le tenseur énergie-moment (5.25), on observe une différence essentielle entre la densité d'énergie et la densité de Lagrangien. Ceci est d'autant plus surprenant que, dans les modèles globaux, l'énergie et la coénergie jouaient des rôles très semblables, de même que dans les modèles locaux à trois dimensions.

Dans les modèles locaux à quatre dimensions, la densité de Lagrangien est une densité scalaire, c'est à dire une grandeur dont les propriétés d'invariance sont très faciles à exprimer. Pour obtenir des relations constitutives respectant certaines symétries, une méthode très simple (et largement employée en physique) consiste à définir un Lagrangien respectant ces symétries, et de déduire ensuite d'un principe fonctionnel les relations constitutives (et une partie des équations d'évolution).

Tout au contraire, la densité d'énergie est un élément d'un tenseur à deux indices (5.26). Ses propriétés d'invariance ne peuvent donc être exprimées qu'en liaison avec celles des autres quantités S , G et Tij qui font partie de ce tenseur. Ce fait est à rapprocher de celui, bien connu en mécanique classique, que l’énergie cinétique n’est pas la même pour tous les observateurs !

Expression des densités de force dans le cas de milieux linéaires

Dans le cas d'un milieu linéaire isotrope, l'expression de la densité de force se simplifie. En utilisant un référentiel cartésien, le dernier terme de (5.27), qui représente alors la densité de force, peut s'écrire



Fi = 
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On peut aussi obtenir directement la dernière expression de (5.27) en écrivant le dernier terme de (5.28).

Exercice 5.3 - Démontrez les trois expressions (5.27). Montrez aussi que, dans le cas non linéaire, ces expressions ne fournissent pas la valeur correcte de la densité de force.

Il arrive souvent en pratique que les variations de  ou µ en fonction des coordonnées se fassent par des variations brutales. En effet, les matériaux utilisés sont généralement homogènes, et les changements de valeur de  ou µ s'effectuent uniquement aux frontières de ces matériaux.

En considérant une variation progressive de  ou µ sur une "couche de séparation" entre deux milieux, puis en faisant tendre l'épaisseur de la couche vers zéro, on obtient l'expression d'une densité de force de surface. Comme la variation de µ est la plus rapide dans la direction perpendiculaire à la couche de séparation, la densité de force dans cette couche est dirigée dans la direction perpendiculaire. Soit  une coordonnée spatiale orientée dans cette direction du milieu 1 vers le milieu 2, on peut écrire la densité de force dans cette direction



f = 
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(5.28)

La norme du champ H n'est pas constante sur l'intervalle d'intégration. On peut contourner cette difficulté en décomposant le champ H en une composante normale à la surface et une composante tangentielle. On obtient ainsi



f = - 
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Compte tenu des relations habituelles de continuité, soit



H(1 = H(2
et           B//1 = B//2




(5.30)

on obtient



f
= - 
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L'expression (5.31) a l'avantage de séparer la force en deux termes dont chacun ne dépend que d'un seul milieu.

Rappelons que, de par (5.27), la force est toujours orientée dans la direction des µ décroissants.

Milieux quasistatiques

Dans les milieux quasistatiques, une seule forme d’énergie est présente. De plus, G est nul dans tous les cas. Les équations (5.14) (5.15), (5.22) (5.23) peuvent donc se simplifier.

Dans le cas d’un milieu quasistatique électrique, on obtient ainsi
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Dans le cas d’un milieu quasistatique magnétique en tenant compte des simplifications propres à ce cas, on obtient
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Enfin, dans le cas d’un milieu quasistatique galvanique, il n’y a pas de force. La seule équation qui reste pertinente est



[image: image47.wmf]E

J

S

·

-

=

div








(5.40)

Lien avec les grandeurs globales

La puissance totale prise par les champs électromagnétiques aux autres "systèmes" (mécanique, thermique...) s'obtient en intégrant sur le volume considéré soit le second membre de (5.14) (5.15) ou (5.16), soit le premier.

Dans le second cas, l'intégrale du terme div S peut se ramener par le théorème de Gauss à l'intégrale de surface de S sur la frontière du volume considéré. En l'absence de rayonnement, si on étend cette frontière suffisamment loin du dispositif considéré, cette intégrale sera nulle.

De la même façon, la force totale (selon un champ de vecteur u) s'obtient en faisant l'intégrale du second ou du premier membre de (5.22) (5.23) (5.24). Il s'agit d'une force au sens généralisé en ce sens que, selon le choix du champ u , on peut obtenir aussi bien une force proprement dite qu'un couple.

Dans le cas de milieux isotropes sans magnétisation permanente, il est possible de calculer le couple en intégrant une densité locale de force multipliée par le "bras de levier" (plus exactement le vecteur position du point considéré multiplié vectoriellement par la densité de force en ce point). Le procédé ne peut cependant pas se généraliser à un milieu quelconque, car il ne tient pas compte de la contribution d'une éventuelle densité de couple, qui joue un rôle dans le cas de milieux anisotropes ou polarisés. Dans le cas général, il faut donc recourir à l'expression générale (5.22) (5.23) ou (5.24) si l'on veut obtenir le couple par une intégrale de volume.

L'obtention de la force par l'intégration du premier membre de (5.22) présente des avantages pratiques intéressants. Tout d'abord, ce premier membre se réduit dans les cas quasistatiques (voir 1.60 et conditions quasistatiques) à (i ( Tij uj ) . Il s'agit à nouveau d'une divergence, de sorte que son intégrale de volume se réduit à une intégrale de surface prise sur la frontière du volume considéré. On a donc
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La formule (5.41) est très utile en pratique pour calculer la force sur un corps. Elle ne nécessite qu'une intégrale de surface, ce qui est numériquement plus rapide qu'une intégrale de volume. En outre, elle ne nécessite pas une connaissance détaillée du champ à l'intérieur de ce corps, mais seulement sur une surface qui encercle ce corps. Si cette surface se trouve dans une région où il n'y a pas de densité de force, la position et la forme exacte de cette surface sont sans importance.

L'intégrant de (5.41) se prête à une "interprétation physique" susceptible de faciliter sa mémorisation. On peut en effet considérer qu'il s'agit d'un produit scalaire entre le vecteur uj et l'élément de force Tij dSi . Cet élément de force comporte en général une composante normale à la surface et une composante tangentielle. En décomposant les champs en une composante normale et une composante tangentielle, on montre que

- la composante tangentielle est orientée dans même direction que la composante tangentielle du champ H et vaut





B( H//






(5.42)

- que la composante normale, orientée vers l'extérieur de la surface, vaut





B( H( - Wcm





(5.43)

La composante tangentielle (5.42) ne dépend pas des relations constitutives. Même si le milieu présente une discontinuité à l'endroit de la surface d'intégration, la formule (5.42) garde la même valeur que l'on considère les champs d'un côté ou de l'autre de la surface.

La composante normale (5.43) ne bénéficie pas de ces propriétés. Dans le cas d'un milieu linéaire, on peut l'écrire (en référentiel orthonormé) sous la forme
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qui montre que la composante normale peut être positive ou négative selon que l'inclinaison du champ est inférieure ou supérieure à 45° .

Exercice 5.4 -  Redémontrez l'expression (5.31) en utilisant (5.42) et (5.44).

Dans une machine électrique normale, le mouvement se produit dans une direction tangentielle à l'entrefer, ce qui permet d'effectuer des mouvements de grande amplitude tout en gardant un entrefer petit.

Dans cette situation, le calcul de la force par la méthode de Maxwell est particulièrement intéressant, car on peut choisir pour calculer le couple (ou la force dans le cas d'une machine à mouvement linéaire) une surface d'intégration tangente partout au vecteur uj qui décrit la direction du mouvement. L'intégrant du tenseur de Maxwell se réduit alors à (5.42), dont nous avons noté ci-dessus plusieurs avantages.

Exercice 5.5 - Dans une machine électrique à mouvement tangentiel à l'entrefer, pour un champ d'entrefer de norme donnée, quelle est l'inclinaison de ce champ qui rend maximum sa contribution à la force (au sens généralisé, le plus souvent un couple) ?

Exercice 5.6 : Montrer que, si le champ d'entrefer des convertisseurs classiques était purement radial, comme supposé dans les cours élémentaires, leur couple serait nul. 

Exercice 5.7 : Considérant un système 2D (c'est à dire présentant une symétrie de translation dans la direction ez ), on montre par séparation des variables r et  qu'une solution générale exacte pour le champ magnétique dans un domaine de forme toroïdale à milieu linéaire (comme l'entrefer d'une machine rotative) est (en référentiel cylindrique orthonormé) 


H
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où les coefficients C'n , C"n , D'n et D"n sont à ajuster de façon à ce que le champ d'entrefer se raccorde correctement au champ des autres régions. Les sommes portent sur toutes les valeurs strictement positives de n.

En effectuant l'intégrale du tenseur de Maxwell sur une surface cylindrique située dans le domaine de validité des équations (5.45) à (5.47), exprimez le couple en fonction des coefficients du développement obtenu (beaucoup de termes s'annulent lors de l'intégration). Le résultat dépend-t-il du rayon R considéré pour le calcul ? Pouvait-on s'attendre à ce résultat ? Quelle condition les coefficients doivent-ils vérifier pour que le couple soit non nul ?

Synthèse des méthodes de calcul de force utilisant un calcul de champ

Le calcul de la force globale (au sens généralisé, donc valable aussi bien pour une force proprement dite que pour un couple) peut donc s'effectuer de nombreuses façons :

1)
par l'intégrale de surface du tenseur de Maxwell.

2)
par l'intégrale de volume de la densité de force, c'est-à-dire le membre de droite de (5.32) (5.23) ou (5.24), le terme relatif à la force sur les milieux magnétiques pouvant dans certains cas prendre une forme simplifiée telle que (5.27).

3)
en calculant la coénergie par intégration sur tout le volume pour une valeur des courants fixée et différentes positions, puis prenant la dérivée partielle de la fonction obtenue selon la position (voir cours ELEC1310). Cette méthode est intéressante pour obtenir le couple moyen entre deux positions si les courants ne changent pas lors du passage d'une position à l'autre. Par contre, si on l'utilise pour obtenir le couple à une position donnée, le passage par une dérivation numérique pose un problème de précision, les résultats d'un calcul numérique de champ étant "bruité" par les erreurs de maillage et d'arrondi. On peut résoudre ce problème en effectuant le calcul de champ pour plusieurs positions différentes et en identifiant ensuite les coefficient d'une expression analytique de la coénergie par régression (linéaire ou non linéaire selon le cas) sur les résultats de calcul.

4)
en calculant les flux pour différentes valeurs des courants et de la position, en calculant la fonction de coénergie à partir des valeurs des flux, puis en procédant comme au point 3 ci-dessus. En présence d'aimants permanents, cette méthode ne donne pas le couple de détente (couple à courant nul). En outre, pour les dispositifs à plusieurs accès électriques, elle conduit à des incohérences car, à cause des imprécisions de calcul,  l'ensemble des fonctions de flux obtenues ne vérifie pas exactement la loi de conservation de l'énergie. On peut résoudre cette dernière difficulté en identifiant non pas les coefficients des fonctions de flux, mais ceux d'une fonction de coénergie, les dérivées partielles de celle-ci par rapport aux courants formant alors un ensemble de fonctions de flux cohérents (et avec un nombre de paramètres à déterminer plus petit, ce qui ne gâche rien).

On peut avantageusement utiliser cette méthode en conjonction avec la précédente, l'identification des paramètres se faisant alors en exploitant simultanément les valeurs de flux et les valeurs de coénergie obtenues.

5)
en calculant l'énergie par intégration sur tout le volume pour une valeur des flux fixée et différentes positions, en prenant l'opposé de la dérivée partielle par rapport à la position de la fonction (voir cours ELEC2310). Cette méthode est le dual de la méthode 4  ci-dessus et on peut la discuter en utilisant cette dualité;

6)
en calculant les flux pour différentes valeurs des courants et de la position, en calculant la fonction d'énergie à partir des valeurs des flux, puis en procédant comme au point 5 ci-dessus. Cette méthode est le dual de la méthode 4 ci-dessus et on peut en discuter les avantages et les inconvénients en exploitant cette dualité.

Note : un programme de régression non linéaire permettant de réaliser les opérations décrites aux méthodes 4 et 6 est disponible sur le site Internet http://www.lei.ucl.ac.be./~matagne/
Exercice 5.8 : on considère le dispositif décrit à la figure 5.2
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Figure 5.2

Comment la force exercée sur la partie mobile évolue-t-elle en fonction de la position de cette partie

- si le flux  du circuit électrique est maintenu constant (comment faire pour obtenir cette situation) ?

- si le courant i est maintenu constant.

Quelles sont les différentes façons de calculer la force exercée sur la partie mobile? Vérifiez que l'on obtient toujours le même résultat.

Exercice 5.9 : mêmes questions qu'au 5.13 mais avec le dispositif de la figure 5.3.
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Figure 5.3.

La partie hachurée a une perméabilité
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