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CHAPITRE VI : Méthodes de calcul des champs

Aspects analytiques

Un champ est une grandeur dont la valeur est définie en chaque point de l’espace séparément : il comporte donc un nombre infini de degré de libertés, de sorte qu’il est impossible de le représenter exactement par un ensemble fini de nombres.

On peut cependant obtenir une représentation exacte du champ sous la forme d’une fonction analytique, ne serait-ce que pour pouvoir interpoler entre un nombre fini de points pour lesquels la valeur numérique du champ est mise en mémoire.

Toutes les méthodes de calcul de champ comportent donc un aspect analytique.

Il est cependant exceptionnel qu’une seule fonction puisse décrire la totalité du champ associé à un dispositif. Le plus souvent, on utilise plusieurs fonctions différentes. L’association de ces fonctions nécessite un calcul numérique. Par exemple, si des fonctions différentes sont utilisées dans des parties différentes de l’espace, il faut ajuster les  paramètres intervenant dans ces fonctions de façon à vérifier les conditions aux frontières entre ces différentes parties.

De façon très simpliste, on parle de méthodes analytiques et de méthodes numériques selon que la méthode a une dominante analytique ou une dominante numérique, mais les deux aspects sont toujours présents.
Méthodes à dominante analytiques

Les méthodes analytiques permettent parfois d’obtenir une solution exacte à un problème, mais il faut souvent pour cela que le modèle ait été simplifié. On évite alors l’erreur de calcul au prix de l’introduction d’une erreur de modélisation.

Les méthodes analytiques nécessitent une étude propre à chaque problème particulier : cette étude prend un temps dont il faut tenir compte lors d’un projet industriel. Elles nécessitent aussi une programmation « maison ».

Le risque d’une erreur humaine étant important tant dans la mise au point de la méthode que lors de sa programmation, des validations (expérimentales ou par comparaison à d’autres méthodes sont nécessaires).

Par contre, une fois au point, les méthodes analytiques permettent de rendre le calcul de champ très rapide, et donc d’aborder des problèmes d’optimisation qui seraient inaccessibles avec les méthodes de calcul de champ numériques (à cause du nombre de paramètres à optimiser ou du nombre d’objectifs poursuivis ou de la complexité de la fonction objectif).

Puisque les méthodes analytiques demandent une programmation « maison », on ne développe habituellement pas pour elles beaucoup d’outils de représentations graphiques, puisque cela nécessiterait un travail supplémentaire important.

Pour la même raison, elles ne font pas l’objet de certifications de qualité. Lorsque cet aspect est important industriellement, il est cependant possible d’utiliser pour les valider un logiciel certifié !
Méthodes numériques

Les méthodes de calcul à dominante numérique subdivisent le domaine de calcul en sous-domaines sur lesquels un calcul analytique standardisé est effectué. Ces méthodes peuvent donc être implémentées dans des logiciels d’usage général. Ces logiciels se chargent aussi de la subdivision en sous-domaines, de sorte que le nombre de ces derniers peut être élevé.

Le modèle de calcul peut donc tenir compte de détails de la géométrie que l’on n’aurait pas pu en pratique prendre en compte par une méthode analytique. L’erreur de modélisation est donc plus faible.

Par contre, l’expression du champ sur chaque sous-domaine est approchée. Pour s’approcher d’une solution exacte, on doit subdiviser fortement le domaine de calcul (maillage), ce qui conduit à des systèmes d’équations de très grande taille, et donc à des erreurs numériques significatives et/ou un temps de calcul très long.

En optimisation, les erreurs numériques, étant aléatoires, rendent difficiles la recherche de l’optimum (en particulier, elles rendent inefficaces les méthodes d’optimisation qui utilisent les dérivées des fonctions objectifs pour converger plus vite) et les temps de calcul élevé limitent l’usage des méthodes numériques à des problèmes d’optimisation relativement simples.
Par contre, les méthodes numériques sont bien adaptées au calcul sur un jeu de paramètres particulier, d’autant plus que les programmes utilisés étant disponibles commercialement, ils offrent des facilités d’introduction des géométries et des paramètres, ainsi que de nombreux outils graphiques.

Les méthodes numériques sont donc utiles pour « dégrossir » un problème face à une structure pour laquelle on manque d’expérience, ainsi que pour valider d’autres méthodes et effectuer la vérification finale après optimisation d’un dispositif.

Certains programmes commerciaux ont une certification de qualité, de sorte que leur utilisation peut être imposée. Notons cependant que les logiciels commerciaux n’offrent pas toujours toutes les possibilités souhaitées par l’utilisateur et que le risque d'une mauvaise interprétation des résultats est réel, compte tenu du peu de documentation relative au fonctionnement interne de ces programmes.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux solutions analytiques exactes du calcul de champ.

6.1. Calcul de champ à l’aide de circuits magnétiques

Un intermédiaire souvent introduit entre le modèle « champ » et le modèle « circuit  électrique» est un modèle « circuit magnétique ».

En effet, la divergence de B est nulle comme celle de Jtot , ce qui permet de définir d’une façon similaire aux courants ia du modèle circuit électrique des flux a vérifiant la loi des nœuds de Kirchhoff.

De même, dans les régions où Jtot est nul, le rotationnel de H est nul comme celui de E en quasistatique magnétique, ce qui permet de définir des forces magnétomotrices 
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vérifiant une loi des mailles, éventuellement modifiée pour tenir compte du courant encerclé. En l’absence de courant encerclé, on peut définir les potentiels magnétiques des nœuds.
Entre les flux a et les forces magnétomotrices
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, on doit avoir des relations constitutives. Dans le cas linéaire, ces relations prennent la forme
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où les 
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sont les réluctances, le plus souvent réduites aux réluctances propres
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L’inverse de cette relation est
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(6.2)

où les Pab sont les perméances.
Il est tout à fait possible d’utiliser des éléments non linéaires, et même non univoques, lorsque c’est nécessaire.

Une fois le problème résolu en terme de circuit magnétique, il n’est pas toujours nécessaire de repasser par le modèle « champ ». En effet, on peut parfois passer directement du modèle « circuits magnétiques » au modèle « circuit électrique ». Ainsi, si n est le nombre de spires d’un enroulement qui encercle toute le flux (et rien que le flux) de l’élément de circuit magnétique considéré, on a



 = n 







(6.3)

et
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6.2. Solutions localement exactes du champ
Un grand nombre de solutions exactes ont été développées en électromagnétisme. Ces solutions peuvent être utilisées sur des sous-domaines même si la source de champ à laquelle elles sont habituellement associées ne fait pas partie de ce sous-domaine, puisque la seule chose importante est qu’elles vérifient les équations à l’intérieur du sous-domaine sur lequel on les utilise. 
6.2.1. Champs uniformes

La solution la plus simple est de supposer le champ uniforme dans une région de l’espace. Ceci est souvent fait lorsque l’on estime la réluctance d’une branche de circuit magnétique correspondant à un prisme droit (dont le cylindre et le parallélépipède rectangle sont des cas particuliers).

Dans ce cas, la force magnétomotrice 
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(6.5)

n’est autre que le champ longitudinal H multiplié par la longueur de l’élément. De même, le flux
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(6.6)

n’est autre que le champ B multiplié par la section de l’élément.

La forme de la relation constitutive qui relie le flux à la force magnétomotrice est identique à celle qui relie B à H , à un facteur d’échelle près sur les axes du diagramme. On a en effet
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Dans le cas linéaire, (6.7) se réduit à (6.1) avec
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Après avoir résolu le problème en terme de circuit magnétique, on peut revenir si nécessaire aux champs par
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où g est la longueur de l’élément, et
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On trouvera dans les transparents du cours un exemple d’analyse faite par cette méthode, à savoir l’étude d’un électroaimant. Les transparents énumèrent aussi un certain nombre d’améliorations possibles de cette analyse.

Un circuit magnétique complet comporte en général plusieurs éléments. Comme les dimensions transversales de ces circuits ne sont pas négligeables, la façon de raccorder ces éléments entre eux n’est pas évidente. Par exemple, la figure ci-dessous montre comment on peut modéliser un coude d’un circuit magnétique comme étant la jonction de deux tronçons droits mais auxquels on attribue une longueur supérieure à leur longueur réelle pour tenir compte de la présence du coude.

[image: image14.png]T : i





Figure 6.1. Traitement approché d’un noeud

Dans le cas linéaire, on peut calculer la correction suggérée à la figure 6.1. de façon exacte (voir plus loin).

Lorsqu’un tronçon de circuit magnétique a une section variable, la solution généralement utilisée consiste à le considérer comme la mise en série d’un grand nombre d’éléments de petite longueur et de section constante. On a donc dans le cas linéaire
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(6.11)
Cette formule n’est cependant applicable que si la section varie très progressivement. Dans le cas de variations brutales de section, un traitement similaire à celui de la figure 6.1. doit être envisagé.

6.2.2. Problèmes à 1 dimension
On trouvera dans les transparents du cours deux exemples de calcul à une dimension :

· calcul approché du champ dans l’entrefer d’une machine à aimant monté en surface,

· étude approchée du champ de fuite dans une encoche.

6.2.3. Solutions exactes à haute symétrie
Rappelons que des solutions exactes existent pour une charge ponctuelle et une charge répartie uniformément sur une ligne droite infinie (le cas d’une charge répartie uniformément sur un plan donne lieu à un champ uniforme déjà examiné au paragraphe précédent). Dans les cours de bac, le calcul est fait pour une charge électrique mais le résultat est le même pour une charge magnétique. Le fait que les charges magnétiques libres n’existent pas dans la nature n’est pas gênant car le but est seulement d’obtenir une expression du champ vérifiant les lois de Maxwell, expression qui est ensuite utilisée sur un sous-domaine. On ne reprend donc dans le calcul qu’un morceau de la solution classique, morceau qui ne comporte pas de charge magnétique.
Ceci permet notamment de calculer la réluctance de tronçons de circuit magnétique ayant la forme d’un angle solide compris entre deux sphères ou d’un manchon qui est le siège d’un champ radial.
On trouvera dans les transparents du cours l’exemple du calcul du champ dans un domaine en forme de secteur ou de manchon, avec application

· au champ homopolaire dans un entrefer cylindrique
· à certains tronçons de circuit magnétique

6.2.4. Solutions exactes dérivées d’autres solutions exactes

A partir de quelques solutions exactes du champ, on a pu constituer tout un catalogue en en dérivant d’autres par juxtaposition, par la méthode des images, ou encore par superposition.

Un cas particulier est celui de la dérivée du champ dans une direction, qui revient à superposer deux solutions opposées mais légèrement décalées. On obtient ainsi le champ d’un dipôle dans l’espace à trois dimensions et le champ d’un dipôle dans l’espace à deux dimensions. Ce dernier champ a été utilisé pour calculer les formules d’homogénéisation (4.54) (4.56) (4.57) relatives aux faisceaux de conducteurs. 

6.2.5. Solutions exactes obtenues par séparation des variables
Voici à titre d’exemple une expression générale exacte du champ dans l’entrefer d’une machine cylindrique. 
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Cette solution comporte 4 coefficients inconnus par composante du champ. Ces coefficients doivent être déterminés par les conditions aux frontières.
Par rapport à la solution élémentaire où l’on suppose le champ radial, cette expression a l’avantage de tenir compte du flux de fuite d’entrefer. Elle est donc indiquée lorsque l’entrefer est suffisamment épais pour que le flux de fuite devienne significatif.

L’expression du champ (6.12) (6.16) a aussi l’avantage de se prêter au calcul du couple par le tenseur de Maxwell, ce qui n’est pas possible avec la solution élémentaire puisque cette dernière n’a pas de composante azimutale. De fait, la composante fondamentale de ce champ a été utilisée dans l’énoncé du problème 5.7.
Cette méthode est développée dans les transparents du cours pour des situations particulières

· aimants montés en surface dans le cas d’une aimantation parallèle et d’une géométrie particulière,

· champ dû aux enroulements

· ……..

D’autres cas et d’autres développements analytiques peuvent être trouvés dans la littérature. Par exemple

· A. Kiener, Etude et réalisation d’une machine synchrone à aimants permanents Samarium-Cobalt, Institut National Polytechnique de Grenoble, Thèse 1981

· Ch. Berenger, Contribution à l’étude d’une machine synchrone autopilotée à aimants permanents et à enroulements dans l’entrefer, Institut National Polytechnique de Lorraine, Thèse E.N.S.E.M., Nancy 1989

· E. Matagne, Contribution à la modélisation de dispositifs électrotechniques en vue de leur optimisation, Thèse UCL, 1991

· Z.Q. Zhu, Improved Analytical Model for Predicting the Magnetic Field Distribution in Brushless Permanent-Magnet Machines, IEEE Transactions on Magnetics, Vol. 38, N°1, January 2002

Le lecteur désireux d’en savoir plus peut aussi consulter le site Internet du cours

http://perso.uclouvain.be/ernest.matagne/ELEC2311/INDEX.HTM
Lorsque la source du champ a une forme compliquée, on a parfois intérêt à décomposer cette source en éléments plus simples. Par exemple, pour calculer le champ d’entrefer d’une machine électrique en présence d’un enroulement réparti entre plusieurs encoches, on peut d’abord calculer le champ que l’on aurait si tous les conducteurs se trouvaient dans la même encoche, en supposant celle-ci infiniment étroite.
Si l’on peut obtenir pour ce problème simplifié la solution sous la forme d’une décomposition en série de Fourier, comme aux formules (6.12) à (6.16), la solution du problème initial sera aussi de cette forme, puisque la somme de plusieurs sinusoïdes est encore une sinusoïde. La solution au problème initial s’obtient en multipliant chaque terme de la solution du problème simplifié par un « coefficient de filtrage ». Des coefficients de filtrage ont été introduits au cours ELEC1310.
Ainsi, pour une nappe de courant répartie entre m encoches distinctes d’un angle électrique e , le coefficient de filtrage est
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(6.17a)

où  est l’ordre de l’harmonique considéré.

Le cas d’une source répartie uniformément sur un angle d’ouverture e (en radians électriques) donne lieu au coefficient de filtrage
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qui est un cas limite de (6.17a) avec m tendant vers l’infini et e vers zéro, mais m e tendant vers e .
Un exemple de calcul d’inductance par décomposition spectrale du champ est donné dans les transparents. Alors que la solution exacte est une inductance infinie, le calcul approché donne une valeur finie. L’utilisation de facteurs de filtrage permet de rendre la série convergente même dans le calcul exact !
6.2.6. Solutions exactes obtenues par transformation conforme

A deux dimensions, on peut par transformation conforme obtenir des solutions exactes à toute une série de problèmes tels que l’épanouissement du flux au bord d’un entrefer (à condition de simplifier le modèle). Le problème de la figure 6.1. peut aussi être résolu de cette façon. Le lecteur intéressé trouvera en annexe de ce chapitre le développement des calculs.

C’est un calcul par transformation conforme qui a permis de trouver les expressions (4.63) et (4.64) qui permettent de tenir compte de l’effet d’encochage.
6.2.7. Solutions exactes obtenues de façon heuristique
Certaines solutions exactes ne semblent pas avoir été obtenues par une démarche déductive, mais plutôt en « essayant » des fonctions résultant d’une modification de fonctions connues. Parfois aussi, on trouve une fonction intéressante et ensuite seulement des problèmes auxquels elle apporte une solution. Ceci montre l’intérêt des collections de solution.

6.3. représentations approchées d'une fonction

Les techniques analytiques présentées ci-dessus pour représenter une caractéristique non linéaire sont bien entendu utilisable pour les champs. Cependant, les logiciels d’usage général préfèrent une mise en mémoire plus numérique (courbe définie en la découpant en un grand nombre d’intervalles).

Pour éviter les problèmes numériques, on doit souvent s’écarter des caractéristiques « réelles » afin d’éliminer les points d’inflexion qui empêcheraient la convergence de l’algorithme de solution des problèmes non linéaires.

Pour la même raison, on doit éviter d’entrer des caractéristiques artificielles (points calculés à partir d’une approximation polynomiale simple par exemple).

6.4. types d'erreurs dues a l'usage de fonctions approchées

6.4.2 Mode de vérification des équations

Les solutions approchées des champs doivent tenir compte des différentes équations. Ceci peut se faire de plusieurs façons. On distingue une vérification au sens fort, une vérification au sens faible et une vérification fonctionnelle.

vérification au sens fort

On dit qu'une solution approchée vérifie une équation au sens fort si elle satisfait cette équation de façon exacte. Il est clair que les solutions approchées ne vérifient pas au sens fort toutes les équations du système (sinon, ce seraient des solutions exactes !).

Vérification au sens faible

Les solutions approchées utilisées par les programmes commerciaux vérifient habituellement un des volets d'équations d'évolution au sens fort, ainsi que de façon exacte les relations constitutives. L'autre volet d'équations d'évolution n'est alors vérifié qu'au sens faible.

Vérification fonctionnelle

La formulation fonctionnelle qui consisterait à extrêmer l'énergie ou la coénergie n'est pas utilisée par les programmes de calcul numérique, même si leurs auteurs se réclament de cette méthode. En fait, la formulation fonctionnelle n'est pour eux qu'une étape leur permettant de trouver une formulation faible. C'est cette dernière uniquement qui est implantée dans le logiciel.

Par référence à une formulation fonctionnelle, il est en principe possible de contrôler les erreurs de discrétisation, quelle que soit la méthode utilisée.

Le fait d'utiliser une solution approchée qui ne vérifie au sens fort qu'un volet d'équations d'évolutions rend moins efficace ce contrôle de la précision. En effet, l'indication de la précision s'obtient en observant la valeur de l'énergie ou de la coénergie, selon le cas. On obtient bien au fur et à mesure que la solution devient plus précise une suite de valeurs tendant vers une limite par un seul côté, mais comme cette limite n'est pas connue a priori on ne peut pas utiliser l'écart entre la valeur obtenue et sa limite pour estimer la précision de la solution approchée. En pratique, on arrête le calcul quand le changement de valeur entre deux itérations successives est assez petit.

Une alternative beaucoup moins sujette à cet inconvénient est d'utiliser une solution approchée vérifiant de façon exacte toutes les équations d'évolution (mais seulement de façon approchée, par exemple en moindres carrés, les relations constitutives). On peut alors obtenir à chaque itération deux valeurs de la grandeur servant à estimer la précision, une valeur par défaut et une valeur par excès. La différence entre les deux est une indication sûre de la précision atteinte.

C'est méthodes sont appelées "autoduales". Malheureusement, comme il faut programmer deux ensembles d’équations plutôt qu’un, elles sont rarement implémentées dans les logiciels commerciaux.

Un test de précision qui convient très bien aux méthodes autoduales est l’utilisation de la fonction Ligurienne. La densité de Ligurien est définie par
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Cette fonction restaure la symétrie entre B et H.

Le Ligurien est l’intégrale de volume de cette densité. Il est toujours positif ou nul, et, utilisé avec les méthodes autoduales, il ne s’annule que si la solution est exacte. C’est donc un excellent test de la convergence d’un calcul de champ. Des tentatives ont été faites pour l’utiliser même avec des méthodes qui ne vérifient pas parfaitement les deux volets d’équations d’évolution.
Le fait d'utiliser une solution approchée qui ne vérifie de façon exacte qu'un volet d'équations d'évolution pose aussi problème lors du calcul de couple par l'intégrale du tenseur de Maxwell. En effet, le théorème qui dit que le résultat ne dépend pas de la surface d'intégration utilisée (pourvu qu'elle soit à l'extérieur du corps dont on calcule le couple) n'est plus vérifié de façon exacte. En pratique, on constate des différences significatives entre les différents résultats, même si les champs sont calculés de façon relativement précise.

6.4.3. Méthode d'analyse utilisée en pratique

En fait, les logiciels de calcul par éléments finis traitent les matériaux non linéaires par itération. A chaque itération, la perméabilité magnétique utilisée dépend du niveau de champ atteint à l'itération précédente.

La mise en mémoire de la caractéristique magnétique est effectuée d’une façon qui facilite cette linéarisation.

La plupart des logiciels réalisent la linéarisation en utilisant la réluctivité totale  (DIFIMEDI est une exception, ce logiciel utilisant la perméabilité différentielle). La caractéristique magnétique est souvent obtenue en mettant en mémoire non des valeurs de H, mais des valeurs de  . Ceci entraîne la nécessité de conserver indépendamment en mémoire la valeur du champ coercitif Hc ( valeur dont on a décalé la courbe pour qu’elle passe par l’origine). En outre, on utilise souvent comme variable interne B2 plutôt que B, ce qui présente l’avantage de rendre la caractéristique magnétique plus régulière (et évite une racine carrée quand on calcule B2 à partir des composantes de B ).

Exercice 26.15 : comment déterminer aisément la densité apparente d'énergie (23.65) si la caractéristique magnétique est donnée sous la forme de  en fonction de B2 ?

Linéariser en utilisant la réluctivité (ou la perméabilité ) différentielle conduirait à une convergence plus rapide vers la solution du problème non linéaire.

Au total, lors d'un calcul de champ par éléments finis, on a plusieurs calculs itératifs imbriqués. Le calcul avec matériaux linéaires conduit à un système d'équations linéaires qui, bien que théoriquement soluble de façon directe, est souvent effectué ou affiné par itérations.

Le passage à la caractéristique non linéaire se fait en itérant ce premier calcul. L'ensemble du calcul peut lui-même faire l'objet d'une itération pour affiner le maillage en fonction du champ calculé. Il peut donc y avoir trois itérations imbriquées pour l'analyse d'un dispositif. Lors de la conception, ce travail doit encore être répété pour différentes valeurs des données !

Annexe : Calcul de la réluctance associée à un coude droit dans un circuit magnétique de section rectangulaire









E. Matagne, novembre 2008

1. Position du problème

Ce document concerne le calcul de la réluctance dans un circuit magnétique représenté à la figure ci-dessous.
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Figure 1

Il s’agit d’un problème à deux dimensions : on suppose que le champ ne dépend pas de la troisième dimension, perpendiculaire à la figure.

La perméabilité magnétique est supposée nulle en dehors du circuit magnétique, et constante à l’intérieur (milieu isotrope, uniforme et linéaire). Le flux magnétique  qui parcourt le circuit magnétique est donc le même sur n’importe qu’elle section (Nous supposons qu’il est exprimé pour une épaisseur unitaire dans la direction perpendiculaire à la figure, donc, dans le système SI, en Wb/m).

A la figure 1, nous avons aussi représenté l’allure des lignes du champ 
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 , ainsi que les équipotentielle magnétiques, qui leur sont perpendiculaire avec les hypothèses ci-dessus.

Afin de décrire plus aisément le problème, nous faisons choix du système d’axes représenté à la figure ci-dessous.
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Figure 2

A grande distance de l’origine, on peut présumer que le champ devient uniforme.

Le champ vaut à la limite

(1)
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On en déduit
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Puisqu’il n’y a pas de courants dans le domaine de calcul, ce champ dérive d’un potentiel V défini par:

(5)
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Ce potentiel n’étant défini qu’à une constante près, nous le fixons en lui imposant d’être nul à l’origine (point D).

A grande distance de l’origine, on déduit des équations ci-dessus que le potentiel vaut asymptotiquement

(6)
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 pour y >> 0 , -a < x < 0 .

Nous pouvons réécrire les constantes d’intégration figurant dans ces équations de façon à les rendre indépendantes de la valeur de  , soit

(8)
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y >> 0 , -a < x < 0 .

Dans les expressions (8) (9), le premier terme de la parenthèse est la réluctance d’un tronçon compris dans l’intervalle [0, x] ou [0, y] respectivement, en y supposant le champ uniforme et égal à sa valeur à grande distance. Les termes 
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sont donc les suppléments de réluctance à prévoir pour compléter le calcul élémentaire des réluctances. Ils tiennent compte de l’influence du coude. Le but de ce document est d’obtenir la valeur de leur somme, soit

(10)
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2. Simplification du domaine par transformation conforme

Nous effectuons une transformation de Schwarz-Christoffel entre le domaine de calcul, c’est-à-dire le domaine dont le contour est ABCDE à la figure 2 et le demi-plan supérieur paramétré par les coordonnées (, ) comme indiqué à la figure 3 ci-dessous.
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Figure 3 : domaine transformé

On sait que l’on peut fixer deux conditions sur les coordonnées de l’ensemble d’arrivée. La première condition a été fixée en imposant au point C d’être à l’origine des coordonnées (,). Comme seconde condition, on peut imposer au point D de se trouver en

(11)

 = 1 au point D

La coordonnée du point B doit alors être déterminée par calcul. Nous écrirons

(12)

 = - k au point B

En définissant les nombres complexes (j étant la racine de -1)

(13)

z = x + j y dans le domaine de départ et

(14)

 =  + j  dans le domaine d’arrivée,

la transformation est définie par le fait que, en parcourant l’axe des , le déplacement dans le domaine d’origine doit présenter une rotation de 90° en x = -1 , une rotation de 180° en x = 0 et une rotation de -90° en x = k .
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où K est une nouvelle constante à déterminer.

Pour le retour de E à A qui se produit àl’infini, substituant

(16)
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En introduisant (16) (17) dans (15) et en intégrant, on obtient

(18)


[image: image43.wmf]q

+

-

=

q

q

p

ò

ò

d

j

k

e

R

1

e

R

K

dz

j

j

0

A

E


soit, puisque l’écart entre E et A vaut –a dans le plan z et que R tend vers l’infini,

(19)

- a = K j 
donc
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Substituant dans (15), on obtient

(21)


[image: image45.wmf]V

+

V

-

V

p

=

V

k

1

a

j

d

dz


Par ailleurs, pour le contournement de C- vers C+, on peut poser

(22)
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où  tend vers 0.

En introduisant (22) (23) dans (21) et en intégrant, on obtient

(24)
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soit, puisque l’écart entre C- et C+ vaut j b dans le plan z et que  tend vers zéro,

(25)
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Les équations de la forme (21) admettent une solution que l’on peut écrire à l’aide des fonctions élémentaires (logarithme, arc tangente par exemple). Le lecteur intéressé trouvera la solution de fonctions similaires en [1], [3]. Il n’est cependant pas nécessaire d’écrire explicitement la solution pour résoudre le problème posé à la section 1.

3. Étude du champ et du potentiel magnétique
Dans le plan  , la source de flux  est concentrée au point C. Elle produit un champ facile à calculer car il est identique au champ produit par une source 2 concentrée à l’origine d’un plan complet. On obtient donc immédiatement

(27)
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On sait que ce champ dérive d’un potentiel magnétique V par l’équation (5).

4. Calcul de la réluctance du tronçon horizontal

Pour un point situé sur le segment DC, la différentielle du potentiel vaut, puisque 0 < 
(29)
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Par ailleurs, puisque  < 1 , (21) devient

(30)
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Or, l’expression (8) peut s’écrire

(31)
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En introduisant (29) (30) dans (31), on obtient

(32)
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Multipliant le numérateur et le dénominateur de cette expression par

(34)
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on obtient

(35)
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Les équations de la forme (35) ne semblent pas figurer dans les tables d’intégrales. Nous allons donc la rendre rationnelle par un changement de variable similaire à un changement de variable que l’on peut trouver en [2]. Posons

(36)
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Substituant dans l’équation (35), on obtient

(41)
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(44)
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Cette augmentation de réluctance correspond à un allongement du tronçon horizontal de

(45)
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5. Calcul de la réluctance du tronçon vertical

Pour un point situé sur le segment DE, la différentielle du potentiel vaut à nouveau (29) puisque 0 < Par ailleurs, puisque  > 1 , (21) devient

(46)
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Or, l’expression (9) peut s’écrire

(47)
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En introduisant (29) (47) dans (48), on obtient

(48)
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Multipliant le numérateur et le dénominateur de cette expression par

(50)
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on obtient

(51)
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Les équations de la forme (51) ne semblent pas figurer dans les tables d’intégrales. Nous allons donc la rendre rationnelle par un changement de variable similaire à celui qui a été effectué à la section précédente. Posons

(52)
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Substituant (53) à (56) dans l’équation (51), on obtient

(57)
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(60)
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Cette augmentation de réluctance correspond à un allongement du tronçon horizontal de

(61)


[image: image85.wmf]]

k

tg

arc

k

1

2

)

4

k

1

[log(

a

L

y

+

+

p

=

D


On aurait pu obtenir le même résultat en permutant dans la formule (45) a et b, et donc en remplaçant k par k’ = 1/k . On obtient en effet ainsi

(62)
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qui est bien identique à (61) .

6. Cas particulier de deux tronçons de même section

Un cas particulier fréquent est celui où a = b. Dans ce cas, les deux allongements sont égaux et valent

(63)
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Cette valeur est inférieure à celles qui sont souvent adoptées sur base d’un raisonnement géométrique élémentaire repris à la figure ci-dessous … et qui s’avère donc faux.
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Figure 4 : exemple de raisonnement géométrique conduisant à un mauvais résultat.

Références

[1] L.V. Bewley, Two-Dimensional Fields in Electrical Engineering, Dover Publication, INC. New York, 1963 (Mamillan Company, 1948)

[2] W.J. Gibbs, Conformal Transformations in Electrical Engineering, Chapman&Hall LTD, London, 1958

[3] E. Durand, Electrostatique, Tome II, Problèmes généraux conducteurs, Masson et Cie, Paris, 1966







[image: image1.wmf]a

Á

[image: image89.png]A=A +B P)sinpp+ (-AT ~B'rP)cospp
3



[image: image90.png]B = A +pB

1ycosp o+ (-p A" —p B r? Ysinp p



[image: image91.png]BY = (p A+ pB P sinp o+ (-p A7 P pB P ) cosp



[image: image92.png]—p AT+
PBY
snpt (-
Lpar i
PP
Jeospe



_1288374636.unknown

_1288466007.unknown

_1290414436.unknown

_1290422844.unknown

_1290423148.unknown

_1379336957.unknown

_1379337207.unknown

_1379338199.unknown

_1290423450.unknown

_1290422899.unknown

_1290422294.unknown

_1290422373.unknown

_1290422783.unknown

_1290422337.unknown

_1290414488.unknown

_1288522076.unknown

_1288523068.unknown

_1290414289.unknown

_1290414377.unknown

_1288524387.unknown

_1290414041.unknown

_1288524562.unknown

_1288524350.unknown

_1288522334.unknown

_1288522349.unknown

_1288522367.unknown

_1288522198.unknown

_1288466357.unknown

_1288466380.unknown

_1288466418.unknown

_1288466111.unknown

_1288466339.unknown

_1288466140.unknown

_1288466052.unknown

_1288425178.unknown

_1288436791.unknown

_1288465024.unknown

_1288465994.unknown

_1288437313.unknown

_1288464992.unknown

_1288436949.unknown

_1288425384.unknown

_1288425490.unknown

_1288425556.unknown

_1288425789.unknown

_1288425524.unknown

_1288425417.unknown

_1288425198.unknown

_1288375868.unknown

_1288418567.unknown

_1288418625.unknown

_1288418731.unknown

_1288376123.unknown

_1288374938.unknown

_1288375371.unknown

_1288374723.unknown

_1288264739.unknown

_1288373786.unknown

_1288374241.unknown

_1288374599.unknown

_1288374169.unknown

_1288373232.unknown

_1288373322.unknown

_1288373111.unknown

_1288373132.unknown

_1288268580.unknown

_1288264478.unknown

_1288264590.unknown

_1288264614.unknown

_1288264529.unknown

_1287927092.unknown

_1287927386.unknown

_1287999938.unknown

_1288000064.unknown

_1287999911.unknown

_1287927258.unknown

_1287927024.unknown

