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Résumé—Un premier objectif de cette communication est de
présenter les principes généraux qui président & la mise en
équation des modéles dynamiques des réseaux conservatifs,
aussi bien dans le cas des modeéles en dimension finie que
dans celui des modeéles en dimension infinie. Un deuxiéme
objectif est de présenter deux questions relatives au contréle
en boucle fermée de ces réseaux : d’une part, le contréle de
congestion pour les modéles de réseaux en dimension finie;
d’autre part, la stabilisation en boucle fermée des états de
régime permanent pour les modéles de réseaux en dimension
infinie.

Mots-clés— Réseaux, lois de conservation, contrdle de conges-
tion, stabilisation, compartiments.

I. INTRODUCTION

Les réseaux dynamiques considérés dans cet article sont
présents dans de trés nombreuses applications actuelles de
la technologie et de la science du controle. Les applications
auxquelles je me suis particulierement intéressé ces der-
nieres années sont les réseaux de télécommunications ([20]),
les réseaux de voies navigables ([9], les réseaux de trafic rou-
tier ([21]), les réseaux metaboliques cellulaires ([19]) et les
grands procédés industriels (réseaux de réactions chimiques
et circuits de boyage ([18])).

On considere des réseaux constitués de réservoirs de sto-
ckage (réels ou virtuels) qui contiennent une certaine quan-
tité d’une espece matérielle ou immatérielle déterminée
(masse, énergie, information ...). Ces réservoirs, dénommés
« compartiments », sont interconnectés par des mécanismes
de transfert (flux de matiere, d’énergie ou d’information).
La dynamique générale de ces réseaux est décrite par des
sytemes de « lois de conservation » qui s’écrivent sous la
forme d’équations différentielles ordinaires (modeéles en di-
mension finie) ou d’équations aux dérivées partielles hyper-
boliques (modeles en dimension infinie).

Un premier objectif de cette communication est de pré-
senter les principes généraux qui président a la mise en
équations des modeles dynamiques des réseaux, aussi bien
dans le cas des modeles en dimension finie (section IT) que
dans celui des modeles en dimension infinie (section V).

Les propriétés des modeles dynamiques en dimension fi-
nie de réseaux de compartiments avec des flux d’entrée
constants ont été abondamment étudiés dans la littérature
depuis plus d’une trentaine d’années (voir par exemple ’ar-
ticle de synthese [28] et aussi, entre autres, [1], [8], [12], [13],
[16], [23], [29], [31], [34], [36], [40]). Certaines de ces pro-
priétés sont rappelées a la section III.

Un deuxieme objectif de cette communication est de dis-

cuter de certains aspects du controle en boucle fermée des
réseaux. Pour les modeles en dimension finie, la question de
la stabilisation en boucle fermée est (tres partiellemnt) étu-
diée dans quelques publications récentes (voir par exemple
[5], [6], [11], [26], [27]). Ici, je discuterai plutot d’une autre
question intéressante : le contrdle de congestion. C’est un
probleme qui se pose dans les réseaux quand la demande
de flux a I’entrée dépasse la capacité de transmission du ré-
seau. On peut penser par exemple aux probléemes de conges-
tion dans les réseaux de télécommunication, dans les ré-
seaux routiers ou dans les cicuits de broyage. On montrera
(section IV) comment la congestion du réseau peut étre
automatiquement évitée par un controle en boucle fermée
approprié.

D’autre part, pour les sytemes en dimension infinie, on
présentera a la section VI une condition de stabilité des
états de régime permanent et on verra comment cette pro-
priété peut étre mise a profit pour concevoir des algo-
rithmes de controle en boucle fermée stabilisants.

II. MODELISATION EN DIMENSION FINIE (RESEAUX A
COMPARTIMENTS)

Les réseaux dynamiques conservatifs que nous considé-
rons dans cet article ont une structure qui est représentée
par un graphe orienté comme cela est illustré a la Fig.1.
Chaque noeud du réseau représente un dispositif de sto-
ckage (appelé « compartiment ») qui contient une quantité
variable d’une espece matérielle ou immatérielle détermi-
née (masse, énergie, information ...). Chaque arc orienté
i — j représente un transfert (éventuellement accompa-
gné d’une transformation) de ’espéce concernée entre deux
compartiments. Le débit de transfert, que I'on appelle sou-
vent « flot » ou « flux », est noté f;;. Des arcs d’entrée et
de sortie supplémentaires représentent les interactions du
réseau avec son environnement : soit des flux d’entrée no-
tés b; injectés de I'extérieur dans certains noeuds du réseau,
soit des flux de sortie e; soutirés de certains noeuds vers
Pextérieur.

Chaque noeud du réseau représente un réservoir conte-
nant une quantité variable z;(t). Le vecteur z(t) =
(x1(t),22(t),...,zn(t)) est le vecteur d’état du systeme.
Les flux de transfert sont des fonctions des variables d’état :
Fis@(®), e ((t).

Les équations suivantes décrivent le bilan des flux autour



Fig. 1. Graphe d’un réseau a compartiments

de chacun des compartiments :

.%"j = Zfij(l')—ijk(l‘)—ej(,T)-‘rbj ] = 1,. oy N (1)
i#] k#j

Ces équations sont souvent appelées « équations de conti-
nuité ». Elles expriment que, pour chaque compartiment,
le taux d’accumulation (positif ou négatif) de la quantité
xj(t) est simplement la différence entre la somme des flux
d’entrée f;j, b; et la somme des flux de sortie fjx, e;. Dans
ces équations, seuls sont explicités les termes correspondant
a des liens effectifs du réseau. En d’autres termes, les b;, e;
and f;; correspondant a des liens inexistants n’apparaissent
pas dans les équations. Cet ensemble d’équations constitue
le modele d’état du systeme.

Le modele (1) n’a de sens que si les variables d’état
z;(t) sont non-negatives' pour tout ¢ : x;(t) € IR;. Les
fonctions de flux f;; et e; sont définies de maniere & étre
non-negatives sur I'orthant non-négatif : f;; : IR}y — IR,
ej : IR — IR,. De maniere similaire, les flux d’entrée b;
sont non-négatifs b;(t) € IR4Vt. D’autre part, il ne peut y
avoir de flux positif provenant d’un compartement vide et
donc :

;=0 = fi(z)=0 et e;(x)=0. (2)

Sous la condition (2), si les fonctions f;i(x) et e;(z) sont
différentiables, elles peuvent s’écrire sous la forme

ej(@) = g¢;(x)z;

avec les fonctions 7;,(x) and g;(z) définies sur IR}, non-
negatives et au moins continues. Ces fonctions sont ap-
pelées flux spécifiques. Dans cet article, nous supposerons
que les flux spécifiques 7, (z) and g;(x) sont des fonctions
continument différentiables et stictement positives de leurs
arguments sur 'orthant non-négatif :

fix(x) = rj(z)z;

rik(x) >0 et gj(x) >0 Vo € R.

En d’autres mots, nous supposons que les flux f;, and e; ne
peuvent étre nuls que si x; = 0. C’est une hypothese natu-
relle qui est satisfaite par de nombreux modeles physiques
décrits par des réseaux a compartiments.

INotation. L’ensemble des nombres réels non-négatifs est noté
Ry = {a € R,a > 0}. Pour tout entier n, ’ensemble IR} est appelé
« orthant non-négatif ».

Avec ces définitions et notations, le systeme (1) s’écrit :

&; :Zrij(m)xierjk(x)xjqu(x)ijrbj ji=1.,n
i#i =y 5
3

On rencontre des modeles d’état de cette forme dans de
nombreuses applications. On peut citer par exemple les
procédés industriels ( tels que les colonnes de distillation
([33]), les réacteurs chimiques, les circuits de broyage ( [5],
[18]), les échangeurs de chaleur, ...), mais aussi les réseaux
de files d’attente, les réseaux de communications (][20]), les
éco-systemes ([28]), les procédés biologiques, les syteémes
économiques, etc.

III. PROPRIETES STRUCTURELLES DES RESEAUX A
COMPARTIMENTS

Les réseaux a compartiments ont de nombreuses proprié-
tés structurelles intéressantes et documentées dans la litté-
rature scientifique. Certaines de ces propriétées sont pré-
sentées ci-dessous.

Tout d’abord, comme on peut s’y attendre, un réseau a
compartiment est un systeme positif.

Définition 1. Systéme positif (e.g.[35]). Un systéme
dynamique & = f(z,t) x € IR" est positif si

z(0) € R} = x(t) € R, Vt>0.
|

Propriété 1. Un réseau a compartiments est un sys-
téme positif. Le systéme (3) est un systéme positif. En
effet, si z € R} et x; = 0, alors &5 = 37, ri(v)x; +
bj > 0. Ceci est suffisant pour garantir 'invariance de
l'orthant non-négatif si les fonctions r;;(x) et g;(x) sont
différentiables. [ |

La quantité totale contenue dans le systeme est

M(x) = Zx

Un réseau a compartiments est conservatif en ce sens que la
quantité totale contenue dans le systeme est conservée. On
le vérifie facilement en considérant le cas particulier d’un
réseau fermé sans flux d’entrée et de sortie.

Propriété 2. Conservation. Un modele de réseau a com-
partiments (3) est dissipatif par rapport au taux d’alimen-
tation (supply rate) w(t) = Y, bi(t) avec la quantité totale
M(z) comme fonction d’accumulation (storage function)
dont la dynamique est donnée par I’équation suivante :

dM(z(t)) _
—a ;bi(t) - Z€i<x(t))~

(3

Dans le cas particulier d’un systeme fermé sans flux d’en-
trée (b; = 0,Vi) et sans flux de sortie (e;(x) = 0,Vi), on
vérifie que dM (x)/dt = 0, ce qui montre que la quantité
totale contenue dans le systeme est effectivement conservée.

|



Le systeme (3) peut s’écrire sous forme matricielle :
= A(x)x+b 4)

ou la matrice A(x) est appelée matrice compartimentale
avec les propriétés suivantes :

1. A(x) est une matrice de Metzler, c-a-d une matrice ayant
des éléments non-négatifs en dehors de la diagonale :

aij(x) =rji(x) =20

(notez l'inversion des indices!)

2. Les éléments diagonaux de A(z) sont non-positifs :

aii(r) = —qi(z) = ¥ _rij(z) <0

J#i
3. La matrice A(z) est diagonalement dominante :

Jaiil (x) > ) aji(x)

J#i

L’invertibilité et la stabilité d’une matrice compartimen-
tale est reliée a la notion de connectivité comme cela est
indiqué dans la définition suivante.

Définition 2. Réseau connecté aux entrées et aux
sorties. Un compartiment i est connecté a une sortie si il
y a un chemin i — j — k — --- — { partant de ce com-
partiment et se terminant en un compartiment ¢ a partir
duquel il y a un flux de sortie q¢(z). Le réseau est compléte-
ment connecté aux sorties (CCS) si chaque compartiment
est connecté a une sortie.

Un compartiment £ est connecté a une entrée si il y a
un chemin ¢ —» j — k — --- — [ jusqu’a ce comparti-
ment et partant d’'un compartiment ¢ dans lequel il y a un
flux d’entrée b;. Le réseau est complétement connecté aux
entrées (CCE) si chaque compartiment est connecté & une
entrée. [ ]

Propriété 3. Invertibilité et stabilité d’une matrice
compartimentale ([16],[28]). La matrice compartimen-
tale A(x) est réguliere et stable Va € IR} si et seulement
si le réseaux a compartiments est CCS. Ceci indique que
la régularité et la stabilité d’une matrice compartimen-
tale peuvent étre directement vérifiées par inspection de
la structure du graphe du réseau. ]

La matrice Jacobienne du systéme (4) est définie comme

OlA@)a]

J(z) = o

Lorsque la matrice Jacobienne possede elle-méme une
structure compartimentale, ses éléments non-diagonaux
sont non-négatifs et le systeme est donc coopératif ([24],
[25]) ou , ce qui est ici synonyme, monotone dans IR} ([2],
[42]). Nous avons alors l'intéressante propriété de stabilité
suivante.

Propriété 4. Stabilité des équilibres avec une ma-
trice Jacobienne compartimentale. Considérons le sys-
teme (4) avec des flux d’entrée constants : b; = constante
Vi.

a) Si J(x) est une matrice compartimentale Vo € IR,
alors toutes les trajectoires bornées tendent vers un
équilibre dans IR} .

b) Si il existe un compact convexe D C IR} qui est inva-
riant et si J(x) est une matrice compartimentale régu-
liere Vo € D , alors le systéme (4) possede un équilibre
unique T € D qui est globalement asymptotiquement
stable (GAS) dans D. |

On trouve une démonstration de a) dans [28], Annexe 4
(voir aussi [17],[24], [30]). La partie b) est une reformulation
concise du théoréeme de Rosenbrock [38] (voir aussi [40]).
On trouvera aussi dans [2] une généralisation de cette pro-
priété a certains réseaux qui ne sont pas coopératifs, mais
qui sont formés de sous-réseaux coopératifs interconnectés
(voir aussi [14]).

La propriété 4 impose que la matrice Jacobienne com-
partimentale soit inversible pour qu’il y ait un équilibre
unique et GAS. Une telle condition n’est évidemment pas
satisfaite pour un systéme fermé (sans flux d’entrée ni de
sortie) qui possede nécessairement une matrice Jacobienne
singuliere. Cependant, 'unicité de 1’équilibre est préservée
pour des systémes fermés qui sont fortement connexes.

Propriété 5. Unicité de 1’équilibre pour des sys-
témes fermés fortement connexes. Si un systeme fermé
avec une matrice Jacobienne compartimentale est forte-
ment connexe (c-a-d qu’il y a un chemin orienté ¢ — j —
— { reliant tout compartiment ¢ a tout comparti-
ment £), alors, pour toute constante My > 0, ’hyperplan
H = {x € R : M(x) = My > 0} est invariant et contient
un unique équilibre GAS. [ ]

Cette propriété est une extension immédiate du Théo-
réeme 6 de [36].

IV. CONTROLE DE CONGESTION DANS LES RESEAUX A
COMPARTIMENTS

Le probléme de congestion survient dans un réseau quand
la demande de flux a I'entrée du réseau dépasse la capacité
de transfert du réseau. L’objectif de cette section est de
montrer comment la congestion du réseau peut étre auto-
matiquement évitée par un controle en boucle fermée.

Le probleme de controle de congestion est formulé de la
maniere suivante. Nous considérons un réseau comportant
n compartiments, m flux d’entrée et p flux de sortie. Nous
supposons en outre que :

1. Le réseau est CCE et CCS (chaque compartiment est
connecté & une entrée et une sortie au moins).

2. Les liens du réseau ont une capacité maximale de trans-
fert : 0 < fi5(x) < 77 et 0< ei(xz) < ef"*® Vo € R
3. Les compartiments du réseau ont une capacité maxi-
mum : z;*%, i =1,...,n.

4. I y a un flux d’entrée demandé d; sur chaque entrée
du réseau : c’est le flux d’entrée que l'utilisateur voudrait
injecter dans le réseau ou, autrement dit, que 1'utilisateur
voudrait assigner au débit d’entrée b;.

Alors la congestion se produit dans le réseau quand la de-
mande totale dépasse la capacité maximale de transfert réa-
lisable par le réseau. Celle-ci est forcément limitée car elle



dépend des capacités maximales de transfert des liens du
réseau. Quand la congestion se produit, certains liens du
réseau sont saturés avec la conséquence indésirable d’un
débordement des compartiments qui alimentent les liens
saturés.

Nous examinerons deux solutions : le controle « de
proche en proche » d’une part, le controle « de bout en
bout » d’autre part. Dans la pratique, ces deux formes de
controle peuvent étre combinées.

A. Contréle de proche en proche

Comme nous 'avons indiqué ci-dessus, les flux d’entrée
b; sont idéalement assignés aux valeurs demandées d;(t).
Cependant, dans le but d’éviter la congestion du réseau,
on suppose que les flux d’entrée b; peuvent étre momenta-
nément ralentis et inférieurs & la demande. Cela s’exprime
comme ceci :

bi(t) = uoi(t)di(t)

ol uy;(t) représente la fraction de la demande d;(t) qui
peut, en réalité, étre envoyée dans le réseau. Dans le cas du
controle de proche en proche, on suppose en outre que tous
les flux internes du réseau sont aussi munis d’un dispositif
de controle. Ceci s’exprime en munissant les flux f;; d'un
facteur multiplicatif de commande u;; comme suit :

fij () = wig(O)ri (x(t))wi(t)

Avec ces définitions et notations, le modele d’état du sys-
teme (3) avec le controle se rééerit :

By =y wigry @)z — Y wprk(@)r; — 4(@)a; + ued;
i#] k)

0<u(t) <1

j=1,...,n (5)

Le principe de base du contrdle de proche en proche est
que la commande u;; qui module le flux de sortie du com-
partiment ¢ est utilisée pour empécher le débordement du
compartiment j situé immédiatement en aval (voir l'illus-
tration de la Fig. 2). Le contrdle est réalisé par des fonctions
de rétroaction statique u;;j(x;) : [0,0;] — IR, telles que :

uij (0) =0

ujj(oj) =1

ot g; > 0 est un parametre dont la valeur est la taille
maximum acceptée pour le compartiment j et inférieure a
la capacité maximale z7"**. Un exemple typique d'une telle
fonction est donné par I’expression suivante :

0j — Ty

R (e

ol ¢ est une petite constante positive arbitraire.

Propriété 6. Contrdle de congestion de proche en
proche. Le systéeme en boucle fermée constitué du réseau
a compartiments (5) avec des lois de controle u;;(x;) satis-
faisant les conditions (6), possede les propriétés suivantes :
1. Le systeme en boucle fermée est un réseau a compar-

timents. C’est donc un systéme positif (Propriété 1) et
conservatif (Propriété 2).

2. L’ensemble Q = {z : 0 < xf < o1} est invariant.

3. Si la Jacobienne du réseau en boucle ouverte est com-
partimentale et réguliere dans €2, alors la Jacobienne du
systeme en boucle fermée est aussi compartimentale et ré-
guliere et le systeme possede, pour une demande constante,
un équilibre unique GAS dans 2 (Propriété 4). [ |

En d’autres termes, le contenu x; de chaque comparti-
ment du réseau reste borné a tout instant, en deca de la
capacité maximale, et tout risque de congestion est ainsi
automatiquement évité. La preuve de cette propriété est
simplement établie en observant que :

xj:():>5cj20 l‘jZO'j:>j7j<0
et en suivant un raisonnement similaire a celui utilisé dans
la section VII de [43].

B. Contrale de bout en bout

Dans le cas du contréle de bout en bout, on suppose
que, dans le but d’éviter la congestion, seuls les flux d’en-
trée b; peuvent étre modulés a des valeurs inférieures a la
demande :

bi(t) = uoi(t)di(t) 0 S ’U,l(t) < 1

On suppose d’autre part que les seules mesures dispo-
nibles pour un controle en rétroaction sont les flux de sortie
ei(z(t)) £ y;(t). Autrement dit, on suppose qu’il n’y a au-
cun moyen de controle ni aucune mesure disponible & 'in-
térieur du réseau (voir l'illustration de la Fig. 3). Le modele
d’état s’écrit de la maniere suivante sous forme matricielle :

&= A(x)x + B(d)u
y=C(a)x

avec des définition évidentes des matrices B(d), C(z) et des
vecteurs d, u, .

Pour éviter la congestion, on utilise un controle dyna-
mique de la forme suivante (voir [4]) :

Gi=yi—d(z) Y, aridi (i € Touw)

keQ;

uj(z) = Z i (2k)

keP;

avec les définitions et les notations suivantes :

(a) Z;, est 'index des compartiments d’entrée (|Z;,| =
m);

(b) Zout est 'index des compartiments de sortie (|Zoyt| =
p);

(c) R est Pensemble des paires de compartiments (7, k)
(avec j € Z;y, and k € Zyyy) telles qu’il y a un cemin
orienté dans le réseau du compartiment d’entrée j au
compartiment de sortie & ;

(d) P =A{k: (j,k) € R} C Z,u est l'index des com-
partiments de sortie qui sont atteignables & partir du
compartiment d’entrée j ;

(e) Qi = {k: (k,i) € R} C Z;y, est I'index des compar-
timents d’entrée a partir desquels le compartiment de
sortie ¢ est atteignable;



(f) ajk (with (5, k) € R) sont des parametres de synthese
tels que 0 < ayjp, < 1et Zker o =1;
(g) ¢: IRy — IR est une fonction monotone croissante
telle que ¢(0) = 0 et Pp(+o00) = 1.
La rationalité sous-jacente a la construction de cette loi
de controle est illustrée a la Fig.2. Le contréleur possede

deman Compartmental output ¥
di Network
System

<O
<O

Compartmental
Controller

MUX

inputs u;

Fig. 2. Structure du systéme en boucle fermée

lui-méme une structure de réseau a compartiments, avec
autant de compartiments qu’il y a de sorties y; au réseau
a controler. Chaque compartiment du controleur est vir-
tuellement alimenté avec une copie de I'un des flux de sor-
tie. Les flux sortant du contréleur sont distribués entre les
entrées de contréle u; (comme cela est représenté par un
multiplexeur & la Fig.2) de telle maniére qu'il y ait exac-
tement une connection entre chaque sortie & du réseau et
chaque entrée j a travers le controleur pour toutes les paires
(4, k) € R (c-a-d pour toutes les connections inverses exis-
tant & travers le réseau entre les entrées j et les sorties k).
Sous forme matricielle, cette loi de controle s’écrit :

2=G(d)F(2)z+vy (8a)
u=K(z)z (8b)

avec G(d) = diag{ZkEQi(—akidk),i € Tout} et des défini-
tions évidentes du vecteur z et des matrices F'(z) et K(z).
Il s’en déduit que le systéeme en boucle fermée obtenu en
combinant le réseau (7) avec le contrdleur (8)) s’écrit :

(2)- (2 285 (2)ssen )

C(z) G(d)F(z)

Propriété 7. Contrdle de congestion de bout en
bout. Le systéme en boucle fermée (9) posséde les pro-
priétés suivantes :

1. La matrice L(z,z) dans (9) est une matrice comparti-
mentale paramétrée par d. La boucle fermée (9) est donc
un systeéme positif (Propriété 1). En outre c’est un réseau
fermé pour lequel la fonction d’accumulation

n p
M(z,z) = Zwi +sz
i=1 j=1

est invariante (Propriété 2) et dont les trajectoires d’état,
avec des conditions initiales non-négatives, sont confinées
dans I’ensemble invariant :

H = {(x,2) € R} xIRY : M(z,z) = M(x(0),2(0)) = 0 > 0}.

Il s’en déduit immédiatement que les variables d’état sont
bornées :

0<zi(t)<o (t=1,n) and 0<zi(t) <o (j € Zow)-
2. Les controles u;(z) (c-a-d les fractions de la demande
d’entrée qui sont effectivement réalisées par le controle)
sont bien confinés dans lintervalle [0, 1]. En effet, sous la
condition (g) ci-dessus on a 0 < ¢(zx) < 1 Vz, € Ry ce
qui, avec la condition (f), implique :

0 <uj(z) = Z ajrd(zr) < Z aj, = 1.

keEP; kEP;

3. Le réseau étant CCE et CCS par hypothese, la structure
choisie pour le controleur implique que le réseau en boucle
fermée (9) est nécessairement un réseau fortement conneze.
Des lors, si la Jacobienne du réseau en boucle ouverte est
compartimentale et réguliere dans H, alors la Jacobienne
du systeme en boucle fermée est aussi compartimentale et,
pour une demande constante d, le systeme possede un équi-
libre unique GAS danss H (Propriété 5). [ |

Par cette propriété, on peut donc observer comment la
congestion du réseau est automatiquement évitée grace au
controle : en effet, pourvu que o soit inférieur a la capa-
cité maximale z*** des compartiments, on a la guarantie
qu’il n’y aura pas de débordement des compartiments ni
de stauration des flux. Dans la majorité des applications, il
est naturel de démarrer le systeme avec des compartiments
vides (z;(0) = 0). Dans ce cas la valeur de 0 = le z;(0)
est librement fixée par 'utilisateur en choisissant les condi-
tions initiales z;(0) des variables d’état du controleur.

V. MODELISATION EN DIMENSION INFINIE (RESEAUX DE
LOIS DE CONSERVATION)

On considere maintenant le cas ou les noeuds du réseau
(Fig.1) représentent des réservoirs dont le contenu n’est
pas homogene et dont la dimension spatiale doit étre prise
en compte. On se limite au cas ol une seule dimension
spatiale est significative?. Les variables d’état représentant

Fig. 3. Illustration de la modélisation d’un compartiment en dimen-
sion infinie

les quantités accumulées dans les compartiments sont alors
spatialement distribuées. Elles sont notées z;(t, z) ou les
deux variables indépendantes sont la variable temporelle

2C’%st le cas de nombreuses applications concrétes comme par
exemple les canaux hydrauliques, les pipelines, les routes, les échan-
geurs de chaleur ou les réacteurs chimiques de type « piston ».



t € [0,400) et la variable spatiale z € [0,1] sur un inter-
valle fini représentant la taille (normalisée) du comparti-
ment (voir Fig.3). La dynamique de chaque compartiment
est décrite par une équation de la forme :

Owxj(t,z) +0.qi(t,2) =0 j=1,....,n (10)
ol g;(t, z) est le flux. Chacune de ces n équations aux déri-
vées partielles (EDP) est simplement une équation de conti-
nuité interne a chaque compartiment qui exprime que le
taux d’accumulation de la quantité x;(t, z) sur l'intervalle
[2,z + dz] est la différence entre le flux d’entrée ¢;(t,z) et
le flux de sortie ¢;(t,z + dz). Il faut évidemment préciser
comment le flux dépends de I’état du systeme. Dans les cas
les plus simples, on suppose que le flux dans chaque com-
partiment est une fonction statique de I’état dans le méme
compartiment :

qj = hj(x;(t, 2))

de sorte que le modele d’état (10) s’écrit :

Oz (t,2) + 0:h;(xi(t,2)) =0 j=1,...,n. (11)
Les équations d’état (11) de cette forme sont généralement
appelées « lois de conservation » dans la littérature (voir
par exemple les ouvrages de référence [7], [32], [41]). On
rencontre ce type d’équations par exemple dans les mo-
deles fluides de trafic sur les réseaux routiers ([21]) ou dans
les modeles cinématiques d’écoulement dans les réseaux hy-
drauliques.

Sous 'hypothese que les fonctions h;(z;) sont dérivables,
le modele d’état s’écrit alors aussi :

Oxj(t,z) + Nj(x;(t,2)0.2(t,2) =0 j=1,....n (12)

ou chaque fonction \;j(x;) est la dérivée de h; par rapport
a z;. Ce modele s’écrit sous forme matricielle :

Ox(t, z) + A(x(t,2))0,2(t,2) =0 (13)
avec le vecteur x(t, 2) = (z1(t, 2), ..., x,(t, 2)) et la matrice
diagonale A(xz(t,2)) = (diag \;(z;(t, 2))).

Si les fonctions h; sont en outre strictement monotones
croissantes et donc inversibles z; = hj_l(qj), on peut tout
aussi bien choisir les flux comme variables d’état. Dans ce
cas le modele se réécrit :

Oqi(t,z) +0;(q;(t,2))0.q;(t,2) =0 j=1,...,n (14)

avec :

oh; ' (q;
65(q5(t,2)) = Jaq(,Q)

J

(t,2) Aj(hy ™ (;(t, 2)).

On observe que ces équations sont exactement de la méme
forme que les équations (12). Ce sont donc aussi des lois de
conservation. Sous forme matricielle, le modele (14) s’écrit :

(15)

avec le vecteur ¢(t,z) = (q1(t,2),...,qn(t, 2)) et la matrice
diagonale A(z(t,2)) = (diag 65(g; (¢, 2))).

aq(t, z) + Aq(t, 2))0:q(t, z) = 0

Le modele est complété par des conditions aux bords qui
modélisent les bilans de flux entre les compartiments (voir
Fig. 1) :

q;(£,0) =Y fij(ai(t, 1)) + b, (¢) (16a)
i#]

g;(t,1) =Y fila;(t: 1)) + e5(g;(2,1)) (16b)
Py

7=1,...,n

On adopte ici la modélisation la plus simple ou les flux
fik et e;j sortant du compartiment j sont des fonctions de
classe C'! qui ne dépendent que de la valeur du flux ¢;(¢, 1)
a Pextrémité z = 1. La deuxiéme relation (16b) est sim-
plement une contrainte qui doit étre satisfaite par les fonc-
tions f;x et e; pour garantir la cohérence du modele. Seule
la premiere relation (16a) doit étre prise en compte comme
condition au bord pour le calcul des solutions du systeme
d’EDP (15).

VI. COMMANDE EN BOUCLE FERMEE DES RESEAUX DE
LOIS DE CONSERVATION

Comme dans le cas des modeles en dimension finie, nous
supposons que les flux d’entrée b; et certains flux de trans-
fert f;r peuvent étre modulés par des actionneurs appro-
priés. Cela revient a dire que nous considérons maintenant
le systéme (15) sous des conditions aux bords (16a) qui
dépendent des actions de controle et qui sont réécrites :

qi(£,0) =Y fij(gi(t, 1), uij (£)) + b (1o (1))

i#]

(17)

avec les notations wu;; et uo; pour les grandeurs de com-
mande (les commandes u;; ne sont pas nécessairement pré-
sentes dans tous les arcs du réseau).

Définition 3. Régime permanent. Pour des commandes
constantes u;;(t) = U;; et uq;(t) = Uoj, une solution de ré-
gime permanent (ou d’équilibre) est une solution constante
q(t,z) = @ vt € [0,+00),Vz € [0,1] qui vérifie (15) et les
conditions aux bords (jj = Zi#j fij ((jz, ﬁij) + bj (ﬂoj). |

On s’intéresse ici aux solutions régulieres du probleme de
Cauchy pour le systéme (15) avec les conditions aux bords
(17) sous une condition initiale ¢(0,z) = Q(z) z € [0, 1].
En désignant par le vecteur u(t) 'ensemble des commandes
disponibles, le probléme de contréle en boucle fermée est le
probléme de définir une loi de rétroaction statique u(t) =
©(gq(t, 1)) telle que le probleme de Cauchy pour le systéme
(15) avec les conditions aux bords (17) posseéde une solution
unique dans C1([0, +00) x [0, 1]) qui converge exponentiel-
lement vers un état de régime permanent désiré.

Avec la loi de commande u(t) = ¢(q(t, 1)), nous écrivons
les conditions aux bords (17) sous la forme vectorielle :

Q(t7 0) = F(q(tv 1))

Définition 4. Conditions de compatibilité. La condi-
tion initiale

(18)

4(0,2) = Q(2) € C'[(0,1)] (19)



vérifie les « conditions de compatibilté » au bord si elles
satisfait les conditions suivantes :

(20a)

A(Q(0)Q(0) = Vo F(Q(1)AQ(1)Q'(1)

La premiere relation est la condition aux bords (18) & I'ins-
tant initial. La deuxieme relation est obtenue en dérivant
(18) par rapport au temps, en utilisant (15) et en évaluant
le résultat a I'instant initial (V,F désigne la Jacobienne de
F par rapport a q). [ |

(20b)

Propriété 8. Stabilité de la solution de régime per-
manent du systéme en boucle fermée. Si le rayon spec-
tral de la matrice® |V,F(q)| est strictement inférieur a 1,
alors il existe une constante £ > 0, telle que, pour toute
fonction Q(z) satisfaisant les conditions de compatibilités
(20) et telle que

|Q(2) — qler(oa) <&,

il existe une et une seule solution q(t,2) € C*([0, +o0) x
[0,1]) vérifiant les équations du systeme (15)-(18) et la
condition initiale ¢(0,z) = Q(z) Vz € [0,1]. De plus, cette
solution converge exponentiellement vers I’état de régime
permanent car il existe deux constantes stictement posi-
tives pu et M telles que :

lq(t,2) = gl o,y < Mexp™|Q(2) — dlor o,y V=0
|

Cette propriété est un cas particulier du Théoréme 6 dans
[9]. Elle nous indique que la stabilité exponentielle (locale)
de I’état de régime permanent de la boucle fermée est essen-
tiellement dictée par la structure de la condition au bord :
il suffit de choisir la loi de controle ¢ pour que le rayon
spectral de la norme de la matrice Jacobienne de I'applica-
tion F' (définissant les conditions aux bords) soit inférieur
al.

Cependant, I'hypothese que le flux g; est une fonction
statique de x; est assez simpliste et ne corresponds pas
toujours a la réalité expérimentale. Il est donc important
de voir comment cette méthode de conception peut étre gé-
néralisée aux cas ou cette hypothése n’est pas satisfaisante.
Dans ce cas, il est approprié de considérer que le flux g; est
lui méme une variable d’état du systéme obéissant a une
loi de conservation de la quantité de mouvement. La dy-
namique de chaque compartiment est alors modélisée par
deux lois de conservation (ici on substitue la notation y; &
la notation ;) :

{ 8tyj(t7 Z) + aij(t,Z) =0 i1 n
0 (t2) + 0.9;(y; (1, 2), qs (8, 2)) =0 7= oo
(21)
Pour autant que la fonction g soit de classe C', ce modele
(21) s’écrit aussi :
) —0

o, Y
(v

3| A| désigne une matrice dont les éléments sont les valeurs absolues
des éléments de la matrice A.

ij=1...,n

) +Aj(yquj)az ( yj
q;

avec la matrice :

Ay ;) = ( 0 1 )
I\ 05 9g;/0y; 0g;/9q;
Considérons le cas hyperbolique ou les matrices A; pos-
sedent deux valeurs propres réelles et distinctes notées

At (Yi:q5) et Aj(y;.95) (G=1,...,n).

ij=1...,n

Propriété 9. Invariants de Riemann. Il existe une
transformation d’état :
) i7=1...,n

( xj<tvz> ) — H( yj(t7z)
x"-‘rj(tﬂz) qj(taz)
telle que, dans ces nouvelles coordonnées, le systéme (21)
s’écrit sous une forme diagonalisée :

{ 8tmj + )\j([L’j,(En+j)azl'j =0

=1,...,n
atxn—i-j + >\n+j (xja xn—&-j)azxn—i-j =0 J ’ ’

ou, sous forme matricielle :
Opx(t, z) + A(x(t,2))0,2(t,2) =0

avec le vecteur x(t,z) = (x1(t,2),...,2on(t,2)) et la
matrice diagonale A(z(t,z)) = (diag A\j(z;(t,2)),7 =
1,...,2n). Les variables x; (¢, z) sont appelées invariants de
Riemann parcequ’elles sont constantes le long des courbes
caractéristiques dans le plan (¢, z). |

(22)

Cette propriété est démontrée dans la plupart des ou-
vrages de base sur les systemes de lois de conservation (voir
par exemple [32], [41]).

Le point important est que, par ce changement de coor-
données, le systéme (22) est écrit dans une forme qui est
tout & fait semblable & la forme précédente (13), & ceci pres
que la dimension du vecteur d’état x(¢, z) est 2n au lieu de
n. Pour résoudre ce systeme il faut donc prendre en compte
Pensemble des 2n conditions aux bords (16). Etant donné
cette similarité de forme, la propriété 8 se généralise direc-
tement au systéme (22) (voir le Théoreme 6 dans [9]) : la
stabilité locale exponentielle des états de régime permanent
dépends de fagon simple de la structure des conditions aux
bords exprimées évidemment dans les nouvelles coordon-
nées. Cette propriété peut alors étre utilisée de la méme
maniere pour concevoir des lois de contréle frontiere en
boucle fermée stabilisantes. Une telle approche est utilisée
par exemple pour concevoir des algorithmes de controle de
niveau et de débit dans les réseaux de canaux a surface
libre (par exemple des réseaux de voies navigables) dans
les références [9], [10], [22], [37].

VII. CONCLUSION

Cette communication est évidemment loin d’avoir épuisé
le sujet de la modélisation et du controle des réseaux dy-
namiques conservatifs. Il y a, dans la littérature, de nom-
breux aspects que je n’ai pas abordé et encore de nom-
breuses questions ouvertes a explorer. Le lecteur intéressé
pourra consulter les références indiquées dans la bibliogra-
phie. Pour terminer, je voudrais aussi adresser mes remer-
ciements a tous ceux avec lesquels j’ai eu le plaisir de tra-
vailler sur ce sujet depuis une vingtaine d’années. Je vou-
drais citer en particulier les professeurs Brigitte d’Andréa-
Novel, Jean-Michel Coron, Laurent Praly, Yacine Chitour,



Joseph Winkin, Paul Van Dooren, et les chercheurs Libei
Chen, Fabrice Jadot, Nathalie Dautrebande, Frédéric Gro-
gnard, Jonathan de Halleux, Mariama Ndiaye, Christophe
Prieur, Vincent Guffens, Agnes Provost, Bertrand Haut,
Valérie Dos Santos.
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