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Introduction

L’étude d’une équation aux dérivées partielles invariante sous certaines
symétries conduit a chercher sous quelles conditions les solutions sont & sy-
métrie radiale. Par exemple, est-ce que les solution du probléme

Au = f(u,|z|z) dans B(0,R), 1)
u=0 sur B(0, R),

invariant par rapport au groupe O(N) des rotations de RY, sont radiales ?

L’invariance par rotations des solutions d’'une équation aux dérivées par-
tielles réduit le probléme a une équation différentielle ordinaire, ce qui en
simplifie la résolution analytique ou numérique. Inversement, 1’absence de
symeétrie est une caractéristique importante de phénomeénes physiques de rup-
ture de symétrie comme les écoulements turbulents de fluides, le flambage des
poutres ou la distribution de masse des particules élémentaires. C’est alors
une qualité du modéle.

Si la symétrie des solutions d’équations aux dérivées partielles a trés
souvent été supposée pour en trouver une solution, ’asymétrie de fonctions
propres du laplacien sur la boule unité (harmoniques sphériques) est connue
depuis les débuts de la physique mathématique. Il est aussi possible construire
de toutes piéces un probléme symétrique a partir de certaines solutions asy-
métriques [Bro00a]. Depuis une vingtaine d’année, 'asymétrie d’états fonda-
mentaux d’équations de la forme (1) issues de modéles physiques a été mise
en évidence tant analytiquement [BN83, SSW| que numériquement [CNZ00].

La symétrie des solutions classiques de certains problémes elliptiques non
linéaires a pu étre démontrée par la méthode du plan mobile, elle-méme basée
sur le principe du maximum pour les équations elliptiques. Ainsi, B. Gidas,
W.-M.Ni et L. Nirenberg ont prouvé que si f : R — R est lipschitzienne et

si u € C*(Q) est une solution positive de

Au = f(u) dans B(0,R),
u=0 sur 0B(0, R),
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alors u est radiale et décroissante [GNNT9.

Nous nous intéresserons a une autre famille de méthodes, les méthodes de
réarrangements qui permettent de prouver la symétrie de solutions de pro-
blémes variationnels. Un réarrangement x associe a tout ensemble mesurable
A un ensemble A* « plus symétrique » et de méme mesure et, & toute fonction
u, il fait correspondre une fonction u* telle que

{u>c}={u" > c}.

Si le réarrangement est bien choisi, il vérifie le principe de Cavalieri (C) et
les inégalités de Hardy—Littlewood (HL), Polya-Szego (PS) et Riesz—Sobolev
(RS)

[ rwdn= [ s (©)
Q Q*
d 0*d HIL
/Quwg/*uv v, (HL)
/\vu*|2 dz < [ |Vl dz, (PS)
Q Q*

/ u(x)v(y)w(x —y) de dy < / u*(z)v* (y)w (x —y) de dy.  (RS)
R2N R2N

Appliquées & des problémes variationnels, ces inégalités impliquent que, sous
certaines hypothéses sur la fonctionnelle .J, on ait pour tout u

J(u*) < J(u).

En particulier, si u est un minimiseur, alors «* est un minimiseur symétrique,
d’ott on peut déduire I'existence d’une solution symétrique. Si de plus on a
J(u*) < J(u) pour tout u non symétrique, toute solution est symétrique.
L’inégalité stricte est toutefois beaucoup plus difficile & démontrer, 'inégalité
(PS) étant particuliérement difficile & traiter [Kaw85|. Par ailleurs, F. Brock
prouvé la symétrie « locale » de minimiseurs locaux [Bro00a].

Les réarrangements sont liés & des problémes d’optimisation de forme.
Les plus simples sont les problémes isopérimétrique et isodiamétrique, qui
constistent & maximiser le volume a diamétre ou & surface donné et dont
les solutions sont connues depuis 'antiquité. Au dix-neuviéme siécle, le dé-
veloppement des sciences et techniques conduit a considérer des problémes
semblables et a conjecturer qu’a section d’aire donnée, la poutre a section
circulaire a la plus grande rigidité a la torsion, (A. de Saint-Venant), qu’a aire
donnée le tambour circulaire a la plus petite fréquence fondamentale a surface
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donnée (J.Rayleigh) et qu’a volume donné la sphére a la plus petite capa-
cité électrostatique (H.Poincaré). Ces problémes sont résolus au vingtiéme
siecle par E. Krahn, G. Faber, G. Poélya et G.Szeg6 et un premier ouvrage y
est entiérment consacré en 1951 [PS51]. Les solutions partent d’une défini-
tion variationnelle des caractéristiques comme minimum d’une fonctionnelle
J pour des fonctions u admissibles pour €2 et démontrent que pour tout u
admissible pour , u* est admissible pour Q* et que J(u*) < J(u), ce qui
prouve 'optimalité du domaine symétrique.

Dans d’autres domaines, les réarrangements permettent de calculer les
constantes de Sobolev optimales [Tal76al, de comparer des solutions de pro-
blémes elliptiques linéaires non symétriques avec des solutions de problémes
symétriques | Tal76b, Mos84, BS99, Bae95| et de montrer I'existence et la mo-
notonie de solutions de problémes variationnels sur des ensembles non bornés

[Car95, AlbOO].

Si les inégalités de réarrangement sont connues depuis plus d’un demi-
siécle, les méthodes de preuve ont néanmoins évolué. Les premiéres démons-
trations étaient ingénieuses mais difficilement généralisables. Ainsi G. Polya
et G.Szegé dérivent I'inégalité (PS) de I'inégalité isopérimétrique en expri-
mant 'intégrale du gradient comme la limite de la surface d’une famille de
fonctions lisses.

L’approche par ensembles de niveau, part d’'inégalités géométriques sur
des ensembles comme

p(ANB) < p(A™N B7)

pour les étendre en inégalités fonctionnelles par des formules de la forme

/Qu(x)v(x) dx = /IR2 p{x | u(x) > spn{x | v(z) >t}) dsdt.

Si les résultats sont assez probants pour les inégalités de Hardy-Littlewood
(voir section 3.3, p.42, [CZR86]), la méthode est moins convaincante pour
les inégalités de Polya—Szego [Tal76a, Ban80, Mos84|, puisqu’elle se base sur
I'inégalité isopérimétrique qui si, elle est intuitive, est loin d’étre triviale
| Tal93b).

La méthode d’approximation démontre les inégalités fonctionnelles en
approximant la symétrisation par une suite de réarrangements pour les-
quelles les inégalités sont plus simples & établir, les symétrisations de Stei-
ner [Sar72, BLL74, LLO1| ou les polarisations [Bae95, BS99|. Les preuves
consistent alors a prouver la convergence de la suite des approximations
et la continuité de la fonctionnelle afin d’en déduire les inégalités fonction-
nelles puis les inégalités géométriques. Cette méthode se base en partie sur
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la contractivité des réarrangements qui ne peut étre prouvée a ce jour que
par la méthode des ensembles de niveau.

Les cheminements inverses entre propriétés géométriques et propriétés
fonctionnelles des méthodes d’approximation et d’ensembles de niveau mettent
en évidence un certain nombre d’équivalences et permettent aux deux mé-
thodes de se renforcer mutuellement.

Dans ce travail, nous voulons exposer des démonstrations d’inégalités
de réarrangement, principalement celles de Hardy-Littlewood et de Poélya—
Szego, dans une démarche proche de celle de F. Brock et de Y. Solynin [BS99|
confrontée avec les idées de G. Alberti [Alb00).

Nous commencerons par présenter les principaux réarrangements que
notre théorie veut englober avec quelques applications (chapitre 1).

Dans le chapitre 2, nous traitons de maniére axiomatique les transfor-
mations de fonctions en mettant en évidence les propriétés de monotonie et
de continuité, conditions nécessaires et suffisantes & des propriétés élémen-
taires et indispensables des transformations induites. Cette partie est assez
fastidieuse par son exhaustivité mais c’est elle qui justifie notre définition de
réarrangement.

Le chapitre 3 introduit les réarrangements et démontre le principe de
Cavalieri et une inégalité de Hardy-Littlewood généralisée, cette derniére
étant obtenue en combinant les méthodes de G. Alberti [Alb00] et de J. Crowe,
J. Zwaibel et P. Rosenbloom [CZR86].

Nous établissons dans le chapitre 4 des équivalences entre propriétés de
transformations d’ensembles et de transformations induites de fonctions dans
le cadre le plus général possible.

Au cours du dernier chapitre, consacré aux preuves d’inégalités fonc-
tionnelles par approximation par polarisation, nous développons la méthode
de F.Brock et de Y.Solynin [BS99] en montrant comment elle permet de
construire une suite universelle d’approximants, en ’étendant a d’autres ré-
arrangements et en suggérant une maniére d’étendre la méthode a la démons-
tration d’inégalités de Riesz—Sobolev par approximation par symétrisations
de Steiner.



Chapitre 1

Quelques réarrangements

Les réarrangements ont de nombreuses applications en théorie des équa-
tions aux dérivées partielles et en physique mathématique. Nous nous propo-
sons de présenter les principaux réarrangements avec quelques applications.
Pour plus d’applications nous renvoyons & la bibliographie [PS51, Kaw85,
Tal93a, Kaw9s].

Le traitement systématique des chapitres ultérieurs fera apparaitre que
ces réarrangements partagent les propriétés suivantes :

— (principe de Cavalieri) pour toute fonction f : R — R borélienne et

pour tout u mesurable avec fowu € LY(Q),

[ sty de = [ s (@) ds

— (inégalité de Hardy-Littlewood) pour toute fonction ' € C?(R?) avec
010, F > 0, u et v mesurables avec F(u,v) € L'(Q),

/F(u(w),v(w)) dzx < / F(u*(z),v"(z)) dx,
Q *
~ (inégalité de Polya-Szegd) pour tout 1 < p < +oo et u € WHP(Q),

Vo (@) dr < /yvu(x)v’ da.
O* Q

1.1 Symétrisation de Schwarz

La symétrie la plus compléte pour un probléme elliptique sur un borné
dans RY est celle par rapport au groupe O(N) des transformations linéaires
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orthogonales de RY. Nous définissons la restriction du réarrangement de
Schwarz aux ensembles ouverts ou fermés par

B[0,R4] si A # 0 est ouvert,
B(0,R4) si A#RY est fermé,
0 si A=10,

RY si A =R,

S’MN - dom S — p(RN) A

ot p(RY) désigne 'ensemble des parties de RY, avec

4 LN(B(0,1))
dom Sy y = {ACRY | LY(A) < +oo et A est fermé ou ouvert }

LN désignant la mesure de Lebesgue sur RY. Nous avons alors, pour tout
AedomsS, .
LY(Swn(A)) = LY (A)

et, pour tout A, B € dom S avec A C B,
Sn.v(A) € Snn(B).

La symétrisation de Schwarz proprement dite est I’extension de S NN aux
ensembles de mesure finie de RY par

Sv(A) = |J Sxn(B).

Bedom gN,N,
ACB

Nous avons toujours, pour A € dom Sy v,
LY (Syn(A)) = LN (A).

et, pour A, B € dom Sy n avec A C B,

Snn(A) C Syn(B).
La symétrisation de Schwarz d’une fonction est

Snvu(y) =sup{c|y € Syn({u>c})},

définie pour toute fonction u telle que, pour ¢ > inf essu,

LY({u = c}) < +oo.

Un ensemble ou une fonction est symétrique au sens de Schwarz s’il est égal
a sa symétrisation de Schwarz.
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Remarque 1.1.1. La symétrisation de Schwarz n’a pas été définie ainsi dans
un premier temps. D’aprés les traces que nous avons trouvé [HLP34, PS51,
LLO1], elle était a Porigine ce que nous appelerons symétrisation de Steiner
(N —1, N). La symétrisation de Schwarz originelle appliquée au graphe d’une
fonction donne le graphe de notre symétrisation de Schwarz.

Les premiéres définitions de ce que nous appelons symétrisation de Schwarz
partaient du réarrangement décroissant de RY dans R, défini, avec nos no-
tations, par

Sut MRY) = o(R,) 1 A (0, 1u(A)).
Le réarrangement d’une fonction u est alors I'inverse de sa fonction de répar-
tition, premiére définition du réarrangement [HLP34|. J. Mossimo |[Mos84] et
G. Talenti [Tal76a, Tal76b| définissent alors la symétrisation de Schwarz par

Syu(y) = Squ(|yl3).

Remarque 1.1.2. La symétrisation de Schwarz peut étre généralisée a tout es-
pace métrique muni d’une mesure pourvu que les mesures des boules centrées
a 'origine prennent toutes les valeurs atteintes par les mesures d’ensembles
mesurables. Ainsi, on peut parler de symétrisation de Schwarz sur la sphére
et dans Iespace hyperbolique [Bae95|.

Les inégalités isopérimétriques les plus classiques obtenues par symétri-
sation de Schwarz sont la minimisation de la premiére valeur propre du la-
placien, la minimisation de la capacité électrostatique et la maximisation du
champ gravitationnel & volume donné ainsi que la minimisation de la rigidité
de torsion a section donnée [Tal93a). Ils ont aussi des applications en physique
des plasmas |[Mos84|. Nous nous intéresserons ici a deux autres problémes, la
maximisation du débit d'un écoulement laminaire a aire de section donnée
et la maximisation du volume d’un tas de sable d’aire au sol donnée.

Maximisation du débit Nous cherchons la section de tuyau qui, a aire
donnée, laissera passer le plus grand débit en écoulement laminaire pour un
gradient de pression donné. Pour une section 2 C R? donnée, soit uq le
champ de vitesse axiale dans la conduite (toutes les autres composantes sont
nulles en écoulement laminaire), solution des équations de Navier—Stokes

{u Aug = Vp dans Q,

(1.1)
ug =0 sur 0f),

ou pu est la viscosité dynamique du fluide et Vp le gradient de pression
constant (négatif si le fluide coule dans le bon sens). Nous cherchons & maxi-
miser le débit

D(ugq) :/QUQ dz.
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Commencons par raisonner intuitivement. La force de viscosité exercée
par le tuyau sur le fluide est de 'ordre de

D(uq)

P(Q) pp— ~ p P() diam Q) aF

R
o P(2) et [ désignent le périmétre et Iaire de (2, g = D(uq)/|Q| la
vitesse moyenne de I’écoulement et R ~ |Q2|/ diam (2, la distance moyenne du
bord. Le gradient de pression exerce sur le fluide une force de 'ordre de

Vp €.
L’équilibre des forces en régime stationnaire impose
V|
D N — .
(ua) wP(92) diam

Puisque maximiser le débit revient a minimiser le périmétre et le diamétre
de la section a aire donnée, la solution intuitive est donc le disque.
Plus rigoureusement, le probléme (1.1) a la formulation variationnelle

min J(u),
ueHL(Q)

avec

J(u) = / LIVul3 +uVp da.
Q

Le débit associé a la solution de ce probléme vaut

D(uq) = /QUQ dr = —%J(ug).

Si x désigne la symétrisation de Schwarz, par le principe de Cavalieri (pro-
position 3.2.1, p.39) et I'inégalité de Polya—Szegt (proposition 5.3.4, p.78),
on a, pour tout u € H}(Q),

J(u*) < J(u)
et donc
D(ug+) = —2J(ug+) > —L2J(uf) > —LJ(uq) > D(ug).

La section circulaire 2* est donc optimale. Des outils plus fins permettraient
de montrer que le disque est la seule solution [Kaw85| et de quantifier la
perte de charge due a I’asymétrie [BhaOl]. Par ailleurs, notre résolution in-
tuitive met en évidence le lien entre inégalités de Polya-Szego et inégalité
isopérimétrique, qui reviendra a la section 4.3.
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Tas de sable La symétrisation de Schwarz permet de résoudre des pro-
blémes d’optimisation de tas de sable [Ban80]. Un matériau comme le sable
est caractérisé par son angle de talus «, angle de la pente maximale qu’il
peut atteindre sans s’écouler. Pour que u : R? — R représente la hauteur
d’un tas de sable obéissant a ce modéle, on doit avoir

|Vuly < tan a, dans €,

ou |Vuls est la norme 2 du gradient.
Nous cherchons & maximiser le volume de sable

V(u) = /R2 u(z) dx

a surface au sol |[supp u| donnée. Par la proposition 4.2.2 (p. 54), u est continue
et
Ve[l < [Vl

Par le principe de Cavalieri (proposition 3.2.1, p.39), on a

/u*da::/ udzx.
R2 R2

[supp u*| = [{v" > 0} = [{u > 0} = |supp ul.

et

Donc, s’il existe un tas de sable optimal, il en existe un a symétrie cylindrique.
Par ailleurs, 'existence découle de la précompacité des suites maximisantes
dans C(BJ0, R]) par Arzela—Ascoli.

Le méme raisonnement peut s’appliquer a la minimisation du travail

Wi = [ utde = ul?

a hauteur donnée
H(u) = sup u(z).
z€ER?
Les chateaux de sable coniques sont donc recommandés pour gagner le con-
cours du plus haut chateau de sable.

1.2 Symeétrisations de Steiner

La symétrisation de Schwarz ne s’applique pas & des problémes non inva-
riants par rapport au groupe O(N) tout entier, mais seulement par rapport
a un sous-groupe O(k), k& < N. On considérera alors la symétrisation de
Steiner.
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Notation 1.2.1. Soient QO = R*¥ x ", avec " C RY7*. Pour ¢ € Q" et
A C €, on pose
[Al. ={x € Q" | (z,c) € A}

et pour B C R”
(B,c) = {(z,c) eRF x Q" | z € B}.
La symétrisation de Steiner (k, N) se définit a partir de la symétrisation
de Schwarz :
dom Sy v = {A CRY |Vee Q' [A]. € dom Sk,k} ,
Sen(A) = | (Ska((A4]0). 0),

CGQ//
ce qui entraine, pour A € dom Sy,

(Sk.n(A), ¢) = Skr([Ale)
et, pour A, B € dom Sy y avec A C B,
LY(Skn(A)\ Sk (B)) = LY(A\ B),
Sk.n(A) C Sen(B).

L’ensemble Sy, n(A) est symétrique par rapport a un hyperplan de dimension
N — k. Un ensemble ou une fonction est symétrique au sens de Steiner s’il est
égal a sa symeétrisation de Steiner. Lorsque nous parlerons de symétrisation
de Steiner sans préciser, il s’agira toujours de la symétrisation de Steiner
(1, N). La symétrisation de Schwarz et la symétrisation de Steiner (N, N)
sont la méme transformation.

Un probléme elliptique Les symétrisations de Steiner nous permettent
de montrer que si le probléme variationnel

min J(u),
avec
J(u) = / Vult 4+ F(u, ']y, 2") de
B(0,R)x Q"
et
X ={ueW"(B(0,R) x Q") | ulopo,r)xar =0}
a une solution, alors il a une solution w telle que
u(z) = a(]z'], 2").

En effet, par les inégalités de Hardy-Littlewood (proposition 5.3.2, p.75) et
de Polya—Szeg6 (proposition 5.3.5, p.79), on a, pour tout u € X,

J(u*) < J(u).
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1.3 Symétrisation sphérique

Nous pouvons reprendre la démarche de la définition de la symétrisation
de Steiner en décomposant RY en coordonnées sphériques sous la forme de
Sy_1 x Rt et en choisissant une demi-droite issue de origine p. Si pour
A C RY on applique une symeétrisation de Schwarz sur chaque 9B(0, R) N A
par rapport au centre dB(0, R) N p, on obtient la symétrisation sphérique
Ss.n(A) de A et ensemble Sg v(A) est & symétrie axiale.

La symétrisation sphérique peut étre utilisée pour optimiser l’isolation
d’un disque D se refroidissant par convection selon la loi de Newton en im-
posant au coefficient de convection les contraintes

hl S h(5> S h27

/8D h(s) ds =27 (vhi + (1 — 7)hs).

C. Cox et B. Kawohl ont démontré que l'isolant optimal est placé de maniére
symétrique décroissante et ne prend que les valeurs hy et hy. [CK99|.

Equation de Hénon I’équation de Hénon

Au = uP|x|§ dans B(0,R),
u=0 sur 0B(0, R)

a des états fondamentaux non symétriques pour 2 < p < Y42 et ¢ suffisam-

N—2
ment grand [SSW]. Le probléme revient a minimiser

fB(()’R)\Vu\gda;

a fB(o,R) |ulP|z|§ dx

J(u)

pour u € WOM(B(O, R)). Si * désigne la symétrisation sphérique, on a, par
les propositions 3.2.1 (p.39) et 5.3.5 (p.79),

J(w*) < J(u).

Quels que soient a et p, il existe par conséquent un état fondamental possé-
dant une symétrie axiale, c’est-a-dire invariant par rotations préservant cet
axe, et décroissant sur chaque coquille sphérique a partir de l'intersection
avec son axe de symétrie [SW].
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1.4 Reéarrangement croissant

Pour Q =R x Q/, Q" C RV, le probléme elliptique

(A = flu,x") pour (zq,2") € 2
lim wu(xy,2”)=1 pourz” €’
r1—+0o0
lim wu(xy,2”) =0 pourz” € Q’,
Tr1—>—00
\%(m,x”) =0 pour (z1,2") € R x 99"

est invariant par translations selon ’axe x;. On n’a aucun espoir de montrer
I'invariance par translations de la solution, mais on peut néanmoins s’inté-
resser & la monotonie des solutions dans la direction z;.

Pour A C R x " ouvert ou fermé avec

p((RT)YAA,) < oo (1.2)
pour presque tout ¢ € ", on pose

U ((8¢, +00),¢) si A est ouvert,

Seon(A) = { e
A U ([sc, +00),¢) si A est fermé,

ceQ’

se = p(RT\ Ac) — p(A: \R7).

Par ailleurs, on pose S(Q) = Q et S(()) = §. L’extension Sy de So y & tout
ensemble A mesurable vérifiant (1.2) est semblable a celle la symétrisation
de Schwarz.

On vérifie que, si A, B € dom S v, avec A C B, alors

Soo,N(A) C Soo,n(B)

et
LY(Seon(B) \ Seon(A)) = LY(B\ A).

La fonction S.u est toujours croissante. Ce réarrangement ne doit pas étre
confondu avec un réarrangement similaire introduit par G.Carbou [Car95,
Alb00] qui ne garde que la dépendance par rapport a la variable x;.
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Un probléme de mélange Supposons que nous ayons un tuyau de lon-
gueur infinie a I'intérieur duquel se trouvent deux substances non miscibles.
Un équilibre minimise

J(u) = / \Vuls + F(u, z1,7) dx
RxQ

ou u est la fraction massique du premier composant et F est un potentiel
de mélange, dépendant de la distance au centre (& cause d’un gradient de
température, par exemple). Si on impose les conditions aux frontiéres

limg, oo u(zy,2”) =1 pour z” € Q]
lim,, , o u(z1,2") =0 pour 2’ € Q]

et si * désigne le réarrangement croissant S, v, alors, pourvu que 9,0, F < 0,
par les inégalités de Hardy—Littlewood (proposition 3.3.7, p.48) et de Polya—
Szegd (proposition 5.3.4, p. 78), on a

J(u*) < J(u).

S’il existe un minimiseur u, alors u* est aussi un minimiseur. La recherche
d’un minimiseur peut donc se restreindre a des fonctions croissantes.



Chapitre 2

Transformations d’ensembles et
de fonctions

Si dans un premier temps le réarrangement a été défini comme inverse de
la fonction de répartition |HLP34, Tal76b, Mos84| ou comme une transfor-
mation géométrique du sous-graphe de fonctions a support compact [PS51],
une approche plus générale étend une transformation d’ensembles S de la
maniére suivante aux fonctions u [Kaw85, CZR86, BS99, LLO1]

Su(y) =sup{c|y e S({u=ch}.

Dans ce chapitre, aprés avoir défini les transformations d’ensembles et
de fonctions induites, nous montrons comment les hypothéses de monotonie
et de continuité de transformations d’ensembles sont équivalentes a leurs
homologues pour les fonctions et a des résultats de commutation de la forme

S(fou)=fo(Su) (2.1)
et a des propriétés de sous-ensembles de niveau du type
{Su>c}=8{u>c} (2.2)

(théorémes 2.2.11 et 2.3.5).

Nous comparons aussi les définitions de transformation de fonctions en
mettant en évidence des relations d’égalité et de dualité lorsque S est mo-
notone (proposition 2.2.4). Par ailleurs, nous énongons des hypothéses qui
permettent de travailler avec des classes d’équivalences de fonctions égales
presque partout (proposition 2.2.8). Enfin, nous montrons que si une trans-
formation de fonction vérifie (2.1) pour toute fonction f croissante, alors elle
est induite par une transformation d’ensemble (théoréme 2.4.1).

14
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2.1 Transformations de fonctions induites

Les transformations de fonctions se définissent & partir de deux concepts :
les transformations d’ensembles et les sous-ensembles de niveau. La définition
de transformation d’ensembles est trés large, les hypothéses sur S()) et sur
S(€) étant assez naturelles et évitent les cas dégénérées.

Notation 2.1.1. Soit X un ensemble. L’ensemble des parties de 2 est noté
P(X).

Définition 2.1.2. Soient €2 et Q* deux ensembles. Une transformation d’en-
sembles de ) dans 0" est une fonction

S :dom S C p(2) — p(Q%)
telle que

() € dom S, Q €domsS,
S(0) =0, S(Q) = .

Définition 2.1.3. Soit X un ensemble, ¢ € R et u : X — R. Le sous-
ensemble de niveau ¢ ouvert est

{u>ct={re X |ulx)>c}

et le sous-ensemble de niveau ¢ fermé est

{u>ct={re X |ulx)>c}
Notation 2.1.4. L’ensemble des réels complété est

R=RU{—00,+0}.
Pour tout a € R, on a alors
—00 < a < 400,

et, pour a >0 et b € R,

a(+00) + b= +o00 = (—1)(—00).

Nous introduisons les transformations de fonctions induites ouverte et
fermée, selon que la transformation est définie a partir des sous-ensembles de
niveau ouverts ou fermés.
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Définition 2.1.5. Soient Q2 et 2* deux ensembles et S une transformatior}
d’ensembles de () dans Q*. La transformation de fonctions fermée induite S
est

S:domS — (0 = R),

avec

domS={u: Q=R |VceR,{u>c}ecdomS}
et, pour tout y € QF,

Su(y) =sup{ceR |ye S{u>c})}.
La transformation de fonctions ouverte induite S est
S:domS — (" — R),
avec y ) )
domS={u: Q=R |VeeR, {u>c}edomS}
et, pour tout y € QF,

v

Su(y) =sup{ceR|ye S{u>c})}.
Fxemple 2.1.1. Les symétrisations de Steiner, de Schwarz et sphérique et le
réarrangement croissant sont des transformations d’ensembles.

Ezemple 2.1.2. Soit (€2, 1) un espace mesuré. La transformation d’ensembles
S, a pour domaine I'ensemble des parties mesurables de €2 tandis que 2* = R.
Nous posons alors
0 siA=10,
S(A)=14R si A=,

{u(A)} sinon.

Nous avons dom S, = dom S”M, tandis que, pour u : R - R: z +— —|z|, on a
S,u(0) = 0 # —oo = S,u(0).

Les transformations induites ouverte et fermée ne coincident donc pas en
général. De plus, on a

{Su>c} =10,2c] # {2c} = S{u > ¢c}).
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FExemple 2.1.3. Le domaine de Ss est ’ensemble des ensembles ouverts et des
ensembles fermés de RY. On pose

0 siA=10,

R+ si A=RY,

(0,u(A)) si A#RYN est ouvert,
[0, u(A)]  si A0 est fermé.

S5(A) =

Cette transformation n’est pas le réarrangement décroissant de la remarque
1.1.1 (p. 7). Si u est positive non nulle continue & support compact, alors

sup u(x) = Syu(0) > 0 = Su(0).

e

Par ailleurs, on a dom Ss # dom Ss. En effet, la fonction

l—x six >0,

u:R—=>R:z— ]
0 six <0

est dans dom S;, mais pas dans dom S5 puisque {u > 0} = [0,1) n’est ni
ouvert ni fermé.

Ezemple 2.1.4. La transformation d’ensembles

0 siA=10,
Sy () = p({1,2}) : A Su(A) =< {1,2} si A=Q,
{1}  sinon,

a une transformation de fonctions induite qui donne le supremum et 'infimum
d’une fonction : en identifiant ({1,2} — R) a R? nous avons

Su = Su = (supu, inf u).

Exemple 2.1.5. Un changement de variable est aussi une transformation de
fonction induite par une transformation d’ensembles. Soit ¢ : 2 — Q* une
application surjective. Pour tout A € dom Sy = p(A), nous posons Sy(A) =
¢~ (A). On a alors
Sy(u) =uod = S(u).
Enfin, & toute transformation d’ensembles est associée une transformation
complémentaire.

Définition 2.1.6. Soit S une transformation d’ensembles de €2 dans Q*. Sa
transformation complémentaire est

S.: {A € p(Q)] (Q\ A) € dom S} — () :
Ay So(A) = QF\ S(Q\ A).
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2.1.1 Ensembles de niveau

Les transformations de fonctions se définissant a partir de transformations
des ensembles de niveau, nous examinons les liens entre les ensembles de
niveau de la transformée et les transformées des ensembles de niveau. La
premiére proposition est immeédiate.

Proposition 2.1.1. Soit S une transformation d’ensembles et c € R. Pour
tout u € dom S, on a

SH{u>c}) C {Su>c}.

Pour tout v € dom 5’, on a
S({u>c}) € {Su>c}.

Ces résultats ne peuvent étre améliorés : pour S, (exemple 2.1.2, p. 16)

et
u:R—=R:z— —|z|,
S,({u>-1}) = S,([-1,1]) = {2} € {S,u>1} =10,2]
et

Sy({u>—1}) = S, ((-1,1)) = {2} € {S,u > 1} = (0,2]
4 {Su>1} = (0,2).

Le résultat est fort pour les fonctions caractéristiques d’ensembles, ce qui
justifie qu’on considére la transformation de fonctions induite comme une
extension de transformation d’ensembles.

Notation 2.1.7. La fonction caractéristique d’un ensemble A C X est notée

1 size A,

XA:X—HR:xH{ ]
0 sinon.

Proposition 2.1.2. Soit S une transformation d’ensemble et A € dom S.
Alors x4 € domS Ndom S et

S(XA) = Xs) = S(Xa)-
Démonstration. Pour ¢ € R, on a
Q sic<0,

{xa>c=RA si0<ec<1,
0 sic>1,
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d’ott u € dom S. De plus, on a Sy ,(y) = 1 si y € S(A) et Sy 4(y) = 0 sinon.
Par conséquent, on a xg4) = Sxa. Le raisonnement est semblable pour la

transformation induite ouverte S(x 4). O

Cette proposition n’est pas vraie en général si les hypothéses S(0) = 0 et
S(€Q) = Q* sont supprimées dans la définition 2.1.5 (p. 16).

2.1.2 Relations de commutation

Les transformations de fonctions induites par des transformations d’en-
sembles ne sont généralement pas linéaires. Mais, puisque leur définition fait
intervenir la structure d’ordre, elles doivent entretenir des relations particu-
liéres avec des transformations monotones et de fait elles commutent avec
des transformations non linéaires de la forme u — fowu avec f: R — R est
croissante.

Proposition 2.1.3. Soit S une transformation d’ensemble et f : R — R
strictement croissante et continue. B
Alors, pour tout u € dom S, fou € dom S et

S(fou)=foS(u).

De méme, pour tout u € dom Su’, foue dom S et

S(fou)=foS(u).
Démonstration. Soit y € Q2. Puisque f est croissante et bijective nous avons

f(Su(y)) = f(sup{c € R | y € S({u > c})})
=sup{f(c)|ceRetye S({u>c})}
—sup {f(0) | ceRety e S({fou f(e)))
=sup{deR|yeS{fou>d})}
= S(fou)(y).

Le méme raisonnement s’applique a la transformation induite ouverte Su. [

Cette proposition implique que certaines transformations de fonctions
ne sont pas induites par une transformation d’ensemble. En particulier, il
n’existe pas de transformation de fonctions induite telle que Su soit toujours
convexe. Si c’était le cas, on aurait S(f ou) = f o S(u) convexe pour toute
bijection croissante, ce qui est absurde puisque pour toute fonction convexe
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non constante wu, il existe f croissante bijective telle que f o u ne soit pas
convexe.

La proposition précédente permet aussi de mettre en évidence quelques
cas ou les transformations de fonctions induites ont des comportements de
type linéaire.

Corollaire 2.1.4. Soit S une transformation d’ensembles et u € dom S.
Alors, pour tout a >0 et b € R, au+b € dom S et

S(au + b) = a(Su) +b.
Le résultat reste vrai si on remplace S par S,

Cette propriété est fausse en général pour a < 0. Si a = 0, I’égalité est
vraie si max {supu, —infu} < 400 ou si on définit 0 - (£o0) = 0.

Dans la proposition 2.1.3, I'hypothése de bijectivité de f ne peut pas étre
levée : pour S, u:x+—1— |z| et f = xp+, nous avons

Su(f ou) = S;LX[—M] = X{2}
# foSu(u) = X[0,1]-

Par contre, si f n’est que continue a droite et croissante, nous gardons une
inégalité pour la transformation induite fermée.

Proposition 2.1.5. Soit une transformation d’ensembles S et une fonction
f R — R croissante et continue a droite.
Alors, pour tout u € dom .S avec fou € domS, on a

S(fou) < fobSu.

Démonstration. Soit d € R. Par le lemme suivant (lemme 2.1.6), il existe
c € R tel que
d< f(s) <= c<s

et donc, par la proposition 2.1.1,
S{fouzd})=S{uzc}h) C{Suzct={foSu=>d}
Puisque cette inclusion vaut pour tout d € R, on a

S(fou)(y) =sup{deR |y e S({fou>d})}
<sup{de€R|ye{foSu>d})}=foSuy). O
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Remarque 2.1.1. Tl n’y pas de propriété analogue pour la transformation
ouverte. En effet, si on prend la transformation d’ensembles S, (exemple
2.1.2, p. 16),

ACBCQ,
u(A) < p(B) < +oo,
U= XpuaT2xa
et f continue telle que f(0) =0et f(1) = f(2) =1, alors
foSuu= X{u(A)u(B)} Z X{u(B)} = Sulf o u).
Pour u: R — R : x+— —|z| et f = xp+ continue a droite, on a
foSu=0%x0 =Su(fou).

et pour u(x) = —|z[ + 1 et f = x(_1 1o continue a gauche, on a

fo guu = X2 7 X{2} = gu(f o u).
Lemme 2.1.6. Soit f : R — R croissante.
Sont équivalents :
1. f est semi-continue supérieurement,
2. f est continue a droite,
3. pour d € R il existe c € R tel que

f(s)>d <= s>c. (2.3)

Démonstration. (2 = 1) Si f est croissante et continue & droite, elle est
semi-continue supérieurement.
(1 = 3) Pour tout d € R, I'ensemble

Co={teR| f(t) >d}

est un intervalle fermé puisque f est semi-continue supérieurement et crois-
sante. On peut alors prendre ¢ = minC; € R. Si s vérifie f(s) > d, alors
s € Cq et s > c. Inversement, si s > ¢, alors f(s) > f(c) > d puisque ¢ € Cy.

(3 = 2) Supposons que f vérifie la condition (2.3). Soit une suite décrois-
sante (t,),cn € R convergeant vers t. Puisque f est croissante, la suite f(t,)
est décroissante et bornée inférieurement par f(t). On a donc

lim f(t,) > f(t).
n—oo
Si on pose d = lim,,_, f(t,), par (3), il existe ¢ tel que
f(s)>d < s>c.
Puisque d < f(t,,) pour tout n, on a ¢ < t,, pour tout n, d’ou ¢ <t et donc
F(0) > d= Tim f(t,). =
n—oo
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2.1.3 Changement de variable

Nous nous sommes intéressés a la composition a gauche de fonctions. De
I'autre coté de la transformation induite, nous pouvons faire des changements
de variables. Cette idée est énoncée dans une démonstration de G. Alberti
dans le cas des translations [A1b00, p. 465].

Proposition 2.1.7 (Changement de variable). Soient S; et Sy des trans-
formations d’ensemble de 0y dans QF et de Qo dans €05, © : Q — Qy et
U QF — QF des bijections telles que pour tout A C Q, on ait

A€domS; < P(A) € dom S,

et
Sa(P(A)) = ¥(51(A4)).

Alors, pour tout u € dom Sy,
Sy(uo® 1) = (Sju)o Ut
La proposition reste vraie si on remplace Sy et Sy par gl et 5’2.

Corollaire 2.1.8. Soit G un groupe de transformations de ) tel que pour
tout A € dom S et pour tout g € G, on ait g(A) € dom S et

S(g(A)) = S(A).
Alors, pour tout u € dom S, gu=uog~' € dom S et
Sgu = Su.
La proposition reste vraie si on remplace S par S,

En particulier, pour la symétrisation de Schwarz Sy n, Synu est in-
variante par rapport & groupe de rotations des boules B(0, R), c’est-a-dire
O(N). La symétrisation de fonctions leur donne donc la symétrie désirée.

2.2 Monotonie

La définition de transformation d’ensemble utilisant principalement des
notions d’ordre, il est naturel d’imposer des hypothéses d’ordre aux trans-
formation d’ensemble. La monotonie impliquera 1’égalité et la dualité des
transformations induite ouverte et fermée. De la, nous démontrons des rela-
tions

{Su>c} CS{u>c}),
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des égalités de commutation pour f continue, la non-expansivité pour la
norme du supremum et la bonne définition pour des classes d’équivalence de
fonctions.

Définition 2.2.1. Une transformation d’ensembles S est monotone si, pour
A, B € domS, tout AC B, on a

S(A) C S(B).

Une transformation de fonctions T est monotone si, pour tout u,v €
dom T avec u < v, on a
Tu < Tw.

Les transformations du chapitre 1 sont monotones, ainsi que Sy, et S,
(exemples 2.1.4 et 2.1.5). Par contre, les transformations S, et S5 (exemples
2.1.2 et 2.1.3) ne le sont pas.

2.2.1 Propriétés des transformations monotones
Les propriétés suivantes sont évidentes.

Proposition 2.2.1. Soit S une transformation d’ensemble. Sont équiva-
lents :

1. la transformation d’ensembles S est monotone,
2. sa transformation de fonctions induite fermée S est monotone,
3. sa transformation de fonctions induite ouverte S est monotone,

4. sa transformation complémentaire S, est monotone.

Egalité des transformations ouverte et fermée Sous I’hypothése de
monotonie, les définitions de transformation induite ouverte et fermée sont
équivalentes sur leur domaine commun.

Proposition 2.2.2. Soit S une transformation d’ensembles monotone.
Alors, pour tout u € dom S Ndom S, on a

Su = Su.
Démonstration. Pour tout € > 0, on a
{u>ctC{u>c} C{u+te>c},
d’ot1, par monotonie,

SHu>c}) CS({uzc}) CS{ute>c})
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et donc y ) } }
Su< Su< S(u+e)=Su+e.

Puisque € peut étre choisi arbitrairement petit, on arrive a
Su < Su < Su. ]

A partir d’ici, lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible, nous noterons
S la transformation

S : (dom SNdomS) — (Q* = R) : u s Su = Su.

L’ambiguité avec la transformation d’ensembles est légére, vu que, par la
proposition 2.1.2 (p.18),

S(xa) = S(XA) = g(XA) = Xs(4)-

Dualité entre transformations ouverte et fermée Nous mettons en
évidence une relation de dualité entre une transformation induite ouverte et
la transformation fermée induite par sa complémentaire. Auparavant, nous
énoncons un lemme dont la démonstration est évidente.

Lemme 2.2.3 (Définitions alternatives de transformation induite). Soit S
une transformation d’ensembles monotone.
Alors, pour tout y € Q0F,

Su(y)=inf{ceR |y & S{u>c})}, (2.4)
Suls) = [ (tsuzan(0) = xs(€) de (2.5

Une définition du réarrangement proche de (2.4) est utilisée par G. Talenti
| Tal76b], tandis que E. Lieb et M. Loss se servent d’une définition semblable
a (2.5) [LLO1, section 3.3, p. 80].

Proposition 2.2.4 (Dualité entre transformation de fonction induites ou-
verte et fermée). Soit S une transformation d’ensembles monotone.

Alors

Su=—8,(—u).
Démonstration. 11 suffit de noter que
{u>c} =0\ {—u>—c}

et d’appliquer la formule (2.4). H
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Les résultats de dualité et d’égalité des transformations induites ouverte
et fermée impliquent I’équivalence des définitions

Su(y) =sup{ceR|yeSH{u>c})} =sup{ceR|yec S{u>c})}
=inf{ceR|ygS{u>ch)} =inf{ceR|y¢gS{u>c}},

déja donnée pour les réarrangements de fonctions continues par B. Kawohl
|Kaw85, p. §].

Relations de commutation Les résultats d’égalité et de dualité per-
mettent de passer facilement de la transformation de fonctions induite fermée
a la transformation de fonctions induite ouverte. Ainsi nous obtenons une in-
égalité de commutation pour la transformation induite ouverte a partir de
celle pour la transformation induite fermée (proposition 2.1.5, p. 20).

Proposition 2.2.5. Soient S une transformation d’ensembles monotone et
f:R =R croissante.
St f est continue & gauche, alors pour tout u € dom S, on a fou e dom S
et
foSu<S(fou).

St f est continue, alors pour tout u € dom S, on a fou € domS et
foSu=>S5(fou).

Démonstration. Si f est continue & gauche, 'inégalité se déduit par dualité de
la propriété équivalente de la transformation fermée induite complémentaire
(proposition 2.1.5, p.20). Le cas ou f est continue est la conséquence des
inégalités pour f continue & gauche et f continue a droite et de ’égalité des
transformations (proposition 2.2.2, p.23). O

En fait, la relation de commutation avec les fonctions continues est une
condition suffisante de monotonie.

Proposition 2.2.6. Soit S une transformation de fonctions induite. Si pour
tout f : R — R croissante et continue et pour tout u € dom .S, on a

foSu=S(fou),
Alors S est monotone.

Démonstration. Soient A, B € dom S tels que A C B. La fonction

2 six €A,
u: Q= R:z—ulr)=411 size B\A,

0 sinon
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est dans dom S = dom S N dom S. En prenant

0 sit<c—1
he R>R:t—Jdt—c+1 sic—1<t<ec
1 sit>c,
on obtient
XB:hlou7
XA:h20u7
et

XS(A) = SXA = S(hQ OU) = h2 o Su S hl oSu= S(hl OU) = SXB = XS(B)‘
Par conséquent, on a

S(A) C S(B). O
Sous-ensembles de niveau De la méme maniére, pour les sous-ensembles

de niveau, nous pouvons étendre les résultats de la proposition 2.1.1 (p. 18).

Proposition 2.2.7. Soient S une transformation d’ensembles monotone,
u € dom S et c € R. Alors,

{Su>c} CS({u>c}).

Démonstration. Soit h.(s) = 0si s < c et 1 sinon. La fonction k. est crois-
sante et continue a gauche. Par commutation de S avec les fonctions crois-
santes et continues & gauche (proposition 2.2.5), on a

X{Su>c} = he o Su < §(hc ou) = S’X{u>c} = XS({u>c})
et donc y
{Su>c} CSHu > c}). O
2.2.2 Transformations bien définies

Lorsque (€, 1) et (2%, v) sont des espaces mesurés, il est désirable de tra-
vailler avec des classes d’équivalence de fonctions mesurables égales presque
partout. Il faut alors savoir si les images de deux fonctions égales u-p.p. sont
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égales v-p.p. Ce n’est pas toujours le cas avec les transformations définies ci-
dessus. Par exemple, si on applique la transformation Sy de (RY, L") dans
{1,2} a la famille de fonctions

0 six#0,

c six=0,

sC:R—>R:x»—>{

on a, pour tout ¢; > cp >0, s., = 5., pu-p.p. et
5851(1) =C > SSC2(1> = Cy

sur un ensemble de mesure 1. Il faut donc introduire une hypothése supplé-
mentaire.

Définition 2.2.2. Soient (2, 1) et (%, ) des ensembles mesurés. Une trans-
formation d’ensembles S de Q dans Q* est bien définie si pour tout A €
dom S, A est mesurable et, pour tout B mesurable avec u(BA A) =0, on a
B € dom S et

u(S(B)AS(A)) =0.

Si S(A) ne dépend que de la mesure de u(A), alors S est bien définie
presque partout. Les symétrisations de Schwarz, Steiner, sphérique et décrois-
sante sont toutes bien définies presque partout. De plus, S est bien définie si
et seulement si S. est bien définie. Nous allons montrer que les transforma-
tions de fonctions induites par des transformations monotones bien définies
transforment des classes d’équivalences de fonctions en classes d’équivalences
de fonctions.

Proposition 2.2.8. Soient (Q, ) et (2*,v) des espaces mesurés o—finis et
S une transformation d’ensembles monotone bien définie de ) dans §)*.
Alors, pour tout u,v € dom S, si u < v p-p.p., on a

Su < Sv,  v-p.p.
De méme, pour tout u € dom 5’, stu < v p-p.p., on a
Su < S‘U, v-p.p.

Démonstration. La preuve découle du lemme suivant (lemme 2.2.9) et de ce
que si v < v p-p.p., alors

p{uzct\{v=c}) =0 O
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Lemme 2.2.9. Soient (2, ;1) un ensemble mesuré o—fini et (Ac), cp €t (Be).cr
des familles d’ensembles p—mesurables de €2.
St pour tout c1,c0 € R, ¢; < ¢, on a

ACQ g A BC2 g Bcl

C19

et, pour tout c € R, on a
(B \ Ac) =

alors, pour p-presque tout x € ), on a
sup{ceR |z € A.} <sup{ceR |z € B.}.
Démonstration. Posons
M={(z,c) e QxR |z € A.\ B.},
pour tout ¢ € R,
M.={z e Q| (x,c) e M} =A.\ B.

et, pour x € ),
M*={ceR| (x,c) e M}.

L’ensemble M est mesurable. En effet, on a

"= U@\ Bw) x [, 2] C M,

neN i€Z

mMc (U As \ B:) x [1, 5] = MY,

neN (€Z

avec u(M*T\ M~) =0.
Puisque la mesure p est o—finie et puisque u(M,.) = 0 pour tout ¢ € R, le
théoréme de Fubini [Sch93, Théoréme 5.12.14, p. 392] donne

[y = x50 = [ patic =o.
Q R
Nous avons donc pour p-presque tout x € €2
n(M*) = p({e |z € A\ B}) =0
et, par conséquent,

sup{ceR |z € A} <sup{ceR |z eB.}. O
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Remarque 2.2.1. La monotonie est indispensable pour prouver que M est
mesurable. On ne peut pas la laisser tomber en redéfinissant par exemple la
transformation induite par

Su(y) =supess{c € R | y € S{u > c})},

puisqu’alors il existe un M non-mesurable tel que

(4 x LY(M) = / u(S({u> }) A{Su > eh)dL! =0

(ux LY(M) = /Q|Su — Sv|du > 0.

(voir [Sch93, remarque 5.12.8, pp. 398-399)).

2.2.3 Monotonie et contraction

Pour terminer cet exposé sur la monotonie nous montrons que la monoto-
nie est une condition nécessaire et suffisante de contractivité pour la distance
du supremum.

Proposition 2.2.10. Soit S une transformation d’ensembles.
La transformation d’ensembles S est monotone si et seulement si pour
tout u,v € dom S,

sup [Su(y) — Sv(y)| < suplu(z) — v(z)].

yen* z€e)

S1 S est monotone et bien définie, alors

sup ess|Su(y) — Sv(y)| < supess|u(x) — v(z)].
ye* €N

La proposition reste vraie si on remplace S par S,
Démonstration. Soient u,v € dom S et § = sup,cq|u(z) — v(x)|. On a donc
v—0<u<uv+o.

et, par monotonie de S et la linéarité avec les constantes (corollaire 2.1.4,

p. 20), ) ) )
Sv—0 < Su<Sv+9,

d’oit on conclut
[Su — Sv[lee <0 = [[u — V|-
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Inversement, pour A, B € dom .S avec A C B, on a

12X 504y = Xs(m)lleo = 15(2x4) = S(XB) oo < 112X4 — X5lleo = 1,
et donc S(A) C S(B).

Pour le supremum essentiel, le raisonnement utilise la proposition 2.2.8.
Le cas des transformations induites ouvertes se démontre par dualité (pro-
position 2.2.4, p.24). ]

Nous rassemblons les résultats concernant la monotonie.

Théoréme 2.2.11. Soit S une transformation d’ensemble.
Sont équivalents

~

. S est monotone,
2. S est monotone,
3. S est monotone,
4. S. est monotone,
5

. pour tout f: R — R croissante continue et pour tout u € dom .S,

S(fou)= foSu,

j=

. pour tout u,v € dom S,

sup |Su(y) — Sv(y)| < suplu(z) — v(z)].
yen* z€e)

Démonstration. Cela découle des propositions 2.2.1 (p. 23), 2.2.5 (p. 25), 2.2.6
(p. 25) et 2.2.10. 0

2.3 Continuité

La monotonie nous a permis de montrer, pour f continue et croissante
S(fou)=foSu (2.6)
(proposition 2.2.5, p. 25) ou encore, pour ¢ € R,
{Su>c} CS({u>c}) (2.7)

(proposition 2.2.7, p. 26). Si nous voulons supprimer ’hypothése de continuité
sur f dans (2.6) ou remplacer I'inclusion par une égalité dans (2.7), nous
devons ajouter I’hypothése de continuité (intérieure ou extérieure) introduite
par J. Sarvas [Sar72| (voir |[BS99, p. 1764]).
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Définition 2.3.1. Une transformation d’ensembles S de €2 dans Q* est conti-
nue tntérieurement si, pour toute suite croissante

(An)yens An€domS, A, C Ani

telle que
| A € dom S,
neN
on a
L s(4,) = S(U An>.
neN neN

Elle est continue extérieurement si, pour toute suite décroissante

(An)yens An €domS, A, D Ani

telle que
ﬂ A, € dom S,
neN
on a
M 54 = 5([) 4n).
neN neN

Si S est monotone et si Q* est muni d’une mesure v, S est continue
intérieurement ou extérieurement p.p. si les égalités sont satisfaites a un
ensemble r—négligeable prés.

La symétrisation de Schwarz n’est pas continue. Si e désigne un vecteur
de RY de norme unité, on a en effet, pour la suite A, = B(e/n,1/n),

S(Q An> —SO) =0
# [ S(An) = () B(0,1/n).

neNp n€Ng

Par contre elle est continue p.p., de méme que la symétrisation de Steiner,
la symétrisation sphérique ou le réarrangement croissant. Des exemples de
transformations continues sont S, (exemple 2.1.5, p.17) et les polarisations
(section 5.1, p.62).

Proposition 2.3.1. Soit S une transformation d’ensembles.
Sont équivalents :
1. S est continue intérieurement,

2. S. est continue extérieurement,
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3. pour tout u € dﬁomg et pour loute suite (tn)nen C dom S croissant
vers u, la suite Su, croit vers Su,

4. pour toul u € dom S et pour toute suite (un)neN C dom S croissant
vers u, la suite Su, croit vers Su,

Si S vérifie une des hypothéses ci-dessus, S est monotone.
Si S est monotone, ces équivalences sont vraies pour la convergence v-p.p.
et la continuité p.p.

Dans la suite, nous allons montrer I’équivalence entre la continuité et
des propriétés de commutation et d’ensembles de niveau. Tout d’abord, la
continuité extérieure permet de remplacer 'inclusion par une égalité dans

SH{u>c}) C {Su>c}.

Proposition 2.3.2. Soit S une transformation d’ensemble continue exté-
rieurement. Alors pour tout uw € dom S et pour tout c € R on a

{Su>c}=S{u>c}).

L’égalité est vérifiée a un ensemble v—négligeable prés si S est continue exté-
rieurement p.p.

Démonstration. Soit ¢ € R. Par la proposition 2.1.1 (p. 18) et par continuité
extérieure et monotonie de S, on obtient

SHu>ch) C{Su>ct [ S{uzc—1/n}) =S{u>c}). O

Cette propriété implique a son tour la commutation avec les fonctions
croissantes, propriété démontrée par J. Mossimo [Mos84]| et citée par E. Lieb
et M. Loss [LLO1| dans le cas de la symétrisation de Schwarz.

Proposition 2.3.3. Soit S une transformation d’ensemble.
Supposons que pour tout u € dom S et pour tout ¢ € R on ait

{Su>c}=S{u>cl).
Alors, pour tout f : R — R croissante, on a
S(fou)=foSu.
Soit S une transformation d’ensembles monotone. Supposons que pour
tout u € dom S et pour tout ¢ € R on ait
{Su>ch=95({u>c})

a un ensemble v—négligeable pres. Alors, pour tout f : R — R croissante, on
a

S(fou)=foSu v-p.p.
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Démonstration. Tout d’abord, S est monotone. En effet, si pour A, B €
dom S avec A C B nous posons u = x4 + X, nous avons par hypothése

S(A)=S{u>2}) ={Su>2} C{Su>1}=S{u>2})=S(B).
Puisque S est monotone, on a, par la proposition 2.2.5 (p.25),
S(fou) < foSu.
Soit d € R. L’ensemble
F7H((d, +00])
est un intervalle [ infini a droite, qui peut étre représenté sous la forme

I = U[cn,+oo],

neN

avec ¢, € R. Puisque S est monotone, nous avons

{(foSu>dy=|J{Su>c}=JS{u>cn})

neN neN

cS(Ufuze}) =S(fouzd) = {S(fou) > a.

neN

Pour la deuxiéme partie, la monotonie est une hypothése et le reste de la
preuve se fait de la méme maniére. O

Cette propriété nous permet de retrouver la continuité.

Proposition 2.3.4. Soit S une transformation d’ensembles. Supposons que
pour tout u € dom S et pour tout f : R — R croissante continue a droite on
ait B B

S(fou)= foSu.
Alors S est continue extérieurement.

Soit S une transformation d’ensembles monotone. Supposons que pour
tout u € dom S et pour tout f : R — R croissante continue a droite on ait

S(fou)=foSu wv-p.p.
Alors S est continue extérieurement p.p.

Démonstration. Par le théoréme 2.2.11 (p.30), S est monotone. Soit A €
dom S et une suite A,, n > 1. On pose

u(z) =sup{—1/n |z € A,}.
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On a
Q  sic=—o0,
(0> e = A, s?c<0etn—1<—1/c§n,
A sic=0,
0

sinon,

et donc u € dom S. Pour f = yg+, nous avons par hypothése

Xs4) = SXA = S(f ou)=fo (SU) = XNypen S(An)*

et donc
() S(An) = S(A)
neN
La démonstration du second énoncé est semblable. O

Tous les résultats ci-dessus sont résumés dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.3.5. Soit S une transformation d’ensemble. Sont équivalents
. S est continue extérieurement,
. S est continue pour les suites décroissantes,

. S est continue pour les suites décroissantes,

. pour tout ¢ € R, S{u > c} = {Su > ¢},
. pour tout u € dom S et pour tout f : R — R croissante continue a
droite

1
2
3
4. S, est continue intérieurement,
5
6

fo(Su)=S(fou),

La transformation S est alors monotone.

Si S est monotone et * est muni d’une mesure v o—finie, alors la propo-
sition est vraie en remplacant la convergence partout dans 2* par la conver-
gence v—presque partout, les égalités par des égalités v-p.p. et la continuité
par la continuité p.p. En outre, la transformation S est alors bien définie.

2.4 Représentation d’une transformation de fonc-
tions

Nous terminons ce chapitre en énoncant une condition nécessaire pour
qu’une transformation de fonctions soit induite par une transformation d’en-
sembles.
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Proposition 2.4.1. Soit T' une transformation de fonctions. Supposons que
pour toute fonction f : R — R croissante et continue a droite (resp. continue
a gauche) et pour tout uw € domT, on ait fou € domT et

T(fou)= foTu,

Alors, il existe une transformation d’ensembles S telle que S (resp. 5) pro-
longe T

Soit T une transformation de fonctions monotone telle que pour toute
fonction f : R — R croissante et continue & droite (resp. continue & gauche)
et pour tout u € domT" on ait fou € domT et

T(fou)= foTu. v-p.p.

Alors, il existe une transformation d’ensembles S telle pour tout u € dom T,
u € dom S et B
Su = Tu, v-p.p.

(resp. u € dom S et Su=Tu v-p.p.).
Démonstration. Posons

domS={AC Q| x, €domT}.

et, pour ¢ > 0,

1 siz>c

h(z) = {0 siz <c,

On définit S(A) par
Xsa) =M oTxy.

Soit u € domT'. Par hypothése, pour ¢ € R, nous avons
X{uzc} = heou € domT,

d’ot on a {u > ¢} € dom S et, par conséquent, u € dom S. Les valeurs de
Su et de T'w coincident pour tout y € Q* :

Su(y) =sup{c e R |y e S{u<c})}
=sup{c€R | (hy o T(hcou))(y) =1}
=sup{c €R | (hy o (h.oTu))(y) =1}
=sup{ceR | (heoTu)(y) =1

=sup{c e R | {Tu < c}}

= Tu(y).

Y
}
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Pour le second énoncé, la preuve est semblable, si ce n’est que I'égalité
V-p.p.

sup{c €R | (hyoT(heou))(y) =1} =sup{c € R | (hy o (h.oTu))(y) =1}
découle du lemme 2.2.9 (p. 28). O

Ce résultat montre que notre définition de transformation de fonctions
induite englobe toutes les transformations de fonctions telles que pour tout
f croissantes continues a droite ou & gauche on ait

foTu=T(fou).

On s’attend donc a ce que toute transformation conservant les intégrales

| sdu= [ ssuar

soit une transformation de fonction induite Toute généralisation des mé-
thodes des réarrangements laissant tomber la définition par ensembles de
niveau devra abandonner la conservations de nombreuses intégrales et sera
donc nettement moins générale.



Chapitre 3

Réarrangements

L’introduction d’une mesure permet de définir les réarrangements, trans-
formations monotones et continue qui conservent les mesures, qui vérifieront
des égalités et inégalités intégrales. La conservation de la mesure associée a
la continuité donnera le principe de Cavalieri

/Q fydu= | f(Suwv

Ensuite, nous traiterons des inégalités de Hardy-Littlewood généralisées

/F(u17...,u")du§/ F(Su',...,Su™)dv,
Q *

exprimant le rapprochement des fonctions lors d’un réarrangement.

3.1 Définition

Les définitions générales de réarrangement existantes imposent soit une
structure trés restrictive sur I’ensemble image de la transformation, excluant
ainsi la symétrisation de Steiner [CZR86|, soit de ne travailler qu’avec des
ensembles de mesure finie [BS99|, excluant le réarrangement croissant. Ces
définitions impliquant toujours la continuité presque partout, notre définition
imposera la continuité presque partout et généralisera la conservation de la
mesure aux ensembles de mesure infinie.

Définition 3.1.1. Un réarrangement S est une transformation d’ensemble
monotone et continue presque partout d’un espace mesuré (2, ) vers un
espace mesuré (2, v) telle que si A, B € dom S et A C B, alors A et B sont
mesurables et

B\ A) =v(S(B)\ 5(A)). (3.1)

37
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Cette définition implique que pour tout A € dom S,
u(A) =v(S(A)) (3.2)

et en particulier que
§(Q) = (),
Si S est un réarrangement, S, est aussi un réarrangement.
Le lemme suivant permet de montrer la continuité p.p. de nombre de
transformations d’ensembles. En particulier, si u(2) < +oo, alors il suffit
d’imposer (3.2) pour tout A € dom S pour que S soit un réarrangement.

Lemme 3.1.1. Soit S une transformation d’ensembles monotone de Q) dans
QF, telle que pour tout A, B € dom S, (3.1) soit satisfaite.
Alors, pour tout A € dom S et pour toute suite (Ay), oy telle que

A=JA, ACA, ppp.,

neN
avec

(AN Ag) < +oo,

on a

y(S(A) U S(An)> ~0.

neN

Pour tout A € dom S et pour toute suite (Ay,), oy telle que

A= (VA A2Aua, ppp,

neN
avec

(Ao \ A) < +o0,

on a

V(ﬂ S(A)\ S(A)) —0.

neN

Démonstration. On a

lim v(S(A) \ S(An)) = lim p(A\ A,) =0,

n—o0

y(S(A)\ U S(An)> ~0.

neN

La seconde affirmation se démontre de maniére analogue. ]
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Par conséquent, les symétrisations de Schwarz, de Steiner et sphérique et
le réarrangement croissant sont continus p.p. et sont des réarrangements.

Proposition 3.1.2. Soit S une transformation monotone de (Q,p) dans
(Q*,v) telle que si A,B € dom S et A C B, A et B soient mesurables et

p(B\ A) =v(5(B)\ 5(4)) (3-3)

et telle que dom S soit stable par intersections finies.
Alors, pour tout A, B € dom S,

v(S(A)\ S(B)) < u(A\ B).

Démonstration. Puisque dom S est fermé par intersections finies et S mono-
tone, on a

v(S(A)\ S(B)) = v(S(A )N S(B)))

(51
(S0 Stan By
(
(

IN

A\ (AN B))
A\ B). O

Il
T E X X

En particulier, si une transformation d’ensembles monotone S vérifie (3.1)
et si pour A € domS et B C 2 avec y(AAB)=0,0n a B € domS, alors S
est bien définie.

3.2 Principe de Cavalieri

La conservation de la mesure conduit naturellement & la conservation

d’intégrales de la forme
/ flu)dp=c
Q

pour f : R — R borélienne positive. Nous rappelons qu’'un ensemble B C RY
est borélien s’il peut s’écrire comme union dénombrable d’ouverts et de fermés
et qu’une fonction f est borélienne si 'image inverse f~1(B) de tout borélien
B est un borélien [Sch93, p. 35].

Proposition 3.2.1. Soit S un réarrangement, f : R — R borélienne positive

et u € dom S.
f(Su)dv = f(u)d
/Q* (Su) dv /Q (u)dv

Alors
les intégrales pouvant étre infinies.
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Démonstration. Par définition de 'intégrale de Lebesgue, on a

[ =t btk < s < 52
1<k<n?

et

[ rwdv= 1w S Eu((h < f(sw) < k).
Q n— oolgkgn2

Si nous montrons que pour 0 < a < b on a

p(fa < f(u) <b}) =v({a < f(Su) <b}),

alors 1'égalité des intégrales suit.

Soient 0 < a < b. Puisque f est borélienne et que tout borélien de R peut
s’écrire comme union dénombrable d’intervalles disjoints, il existe une suite
(Im) ey d'intervalles disjoints de R telle que

fH((a0) = | In
et donc
{a<fw<by={zeQlu@) e |]}=J{re uk) el.}.
meN meN

Si I, est ouvert, il s’écrit I,,, = (@, by) et on a par (3.1)

ple € Qulr) € Int = p{am <u <bn}) = p({u > an} \ {u > bn})
=v({Su>an} \ {Su>b,}) =v({an < Su < b,})
=v{re Q| Su(zx) € I,}.

Le méme type de raisonnement valant pour les autres types d’intervalles, on
arrive a

p({a < f(u) <b}) =v({a < f(Su) < b}). O

Remarque 3.2.1. La continuité de S est une hypothése essentielle. Par exemple,
pour la transformation non continue S,. de R dans R définie par

$.0(A) = (0,£Y(A)) si LYA) < 400,
R si L1(A) = +o0,

2

avec f(t) = X(_ooq) €t u(x) =€ ", on a

/Rf(u)da;:()#%—oo:/Rf(Sncu)dx.
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Par contre, si f est continue, on n’arrive pas a de telles contradictions. En
effet, & chaque discontinuité de S correspond par le lemme 3.1.1 un saut
infini dans la mesure des ensembles de niveau ou f doit étre nulle pour que
I'intégrale soit finie.

Remarque 3.2.2. Rien n’empéche d’utiliser le théoréme de Fubini pour dé-
montrer des égalités plus générales pour des symétrisations de Steiner ou
sphériques ou pour des réarrangements croissants. Par exemple, pour la sy-
métrisation de Steiner, si f(-,z”) est borélienne pour tout z”, on a

f(u,z")dx = / f(u, 2"y da" dz”
RN RN—kJREK

= / f(Skru(-,2"),2") da’ da" = f(Sknu,a")dx.
RN—-kJRE RN
Proposition 3.2.2. Soit S un réarrangement et 1 < p < 4o00.
Alors, pour tout u € (LP(2) Ndom S),

[Sully = [lullp.

Démonstration. Pour p < 400, ¢’est une conséquence de la proposition 3.2.1.
Pour p = 400, la continuité p.p. et la conservation de la mesure impliquent
pour tout c € R

p({u>c})=v(S{u>c})) =v{{Su>c}).

et donc
Sup ess u = sup ess Su.

De méme, pour tout ¢ € R,

pl{u < cp) = p(Q@\{u = ¢}) =v(@\ S{u > ¢}))
=v(Q*\ {Su>c}) =v({{Su < c}).

et donc
inf ess v = inf ess Su.

Les deux égalités donnent alors

1Sulloo = [Jte]|oo- O
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3.3 Inégalités de Hardy—Littlewood généralisées

Puisque le réarrangement conserve la mesure et qu’il est monotone, on
s’attend & ce qu’il rapproche les fonctions en moyenne et donc & avoir des
inégalités du type

/u1u2~~-u”d,u§/ Sur Su? - - - Su™ dv
Q *

et
|Su — Sv|Pdv < /]u —v|P dp.
% Q

Plus généralement, nous allons étudier des conditions nécessaires ou suffi-
santes pour des inégalités de la forme

/F(ul,...,un)dug/ F(Suy,...,Su,)dv, (3.4)
Q *

pour des fonctions F': R" — R et des réarrangements S.
L’inégalité
/ uv dp < Su Svdy
Q O

a été démontrée pour QQ = Q* = (0,1) muni de la mesure de Lebesgue par
G. Hardy, J. Littlewood et G. Polya |[HLP34|. G. Lorentz a énoncé une condi-
tion nécessaire et suffisante sur F' continue pour n fonctions, lorsque S est
le réarrangement décroissant de [0, 1] dans [0, 1] [Lor53|. Cette condition suf-
fisante a été étendue a des réarrangements arbitraires pour deux fonctions
|CZR86|. Le cas a n fonctions est complétement résolu pour le réarrange-
ment de fonctions continues pour F' continue pour les réarrangements ap-
proximables par polarisations [BroO0b].

Notation 3.3.1. Si (un), oy désignent des fonctions de 2 — R, nous noterons

w=(Up,...,Upn),

Su = (Sul, ey Sun)
Pour s,t € R", nous noterons s > ¢t si s —t € R", avec R} = (R;)".

La propriété essentielle pour énoncer les conditions nécessaires et suffi-
santes pour ces inégalités est la propriété Ry.
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Définition 3.3.2. Soit {2 C R™ un ensemble convexe et k& < n entier.
La fonction F': Q — R satisfait la condition Ry si pour tout x € () et
pour tout 1 <i4; <--- <, <netd; € Rpourl <j<FEktels que

vie{0,1}*, z+ Zdjeij €,

=1

> ((—1)kip(x +>° djeij)> > 0,

1e{0,1}* lj=1

on a

avec |l| = Z?Zl l; et e; désignant le jm¢ vecteur de la base canonique de R™.

Lorsque k = 1, cela revient & supposer que la fonction est monotone
croissante en chacune de ses variables. Une fonction F':  C R? — R vérifie
la condition R si et seulement si pour a < bet c <d,

F(a,c)+ F(b,d) > F(a,d) + F(b,c).
De telles fonctions peuvent étre construites a partir de fonctions convexes.
Lemme 3.3.1. Soit J: R — R conveze. Alors
F:R> = R:(s,t) = F(s,t) = —J(s—t)

et
F:R* % R:(s,t) > F(s,t) = J(s +1)

satisfont la condition R.

Démonstration. Pour r € R et s,t € R, on a, par convexité de J,
J(r)=Jr—s) < Jr+t)—Jr+t—s).

En posant r =b—d, s=b—aett=d— c, on arrive a I'inégalité désirée.
La preuve de la seconde inégalité se fait avec r = a +d, s = d — ¢ et
t=>b-—a. O]

Nous énoncons quelques propriétés élémentaires des fonctions vérifiant
une condition Ry.

Notation 3.3.3. Dans la suite, p désigne une fonction de Dy (B(0,1)) (po-
sitives indéfiniment dérivable & support compact dans B(0, 1)),

pm(x) = m"p(mz)
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et
Q,={xeQ| B(z,1/m) C Q}.

Pour u € L{ () (fonctions localement intégrables) et y € Q,,, la convolée
de p,, et de u est

P * u(y) = / pm(x)u(y — ) d.
B(0,1/m)

Proposition 3.3.2. Si F : QQ — R vérifie la condition Ry, alors
F:CxR™ =R: (2, 2") = F(z)

vérifie la condition Ry.

Si F1:Q — R et Fy: Q — R vérifient la condition Ry, alors pour tout
ay,as € Ry, a1 Fy + aoFy la vérifie aussi.

St F: Q) — R est k fois dérivable, alors elle satisfait la condition Ry si
et seulement si pour tout 1 < iy < ---<ip <n on a

O;y ...0, F(x) >0, pour tout v € RY.

St F': Q — R wvérifie la condition Ry, alors pour tout m € N, p,, x F
vérifie la condition Ry sur §2,,.

Démonstration. Les deux premiéres affirmations sont évidentes.
Pour la troisiéme, si F' est n fois dérivable, on a pour 1 < iy < -+ < 4 <

n,
S <(—1)k”F<t +y djeij>)
ie{0,1}" lj=1
L +d1 Lij, +di
Siqp =ty Sik:tik

et I’équivalence est alors évidente.
La derniére se déduit de ce que

o 5 F(t) = / () F(t — 5) dz. =
B(0,1/m)

Pour un fonction v € C(R™) vérifiant la condition R,,, on peut définir une
mesure de Radon qui est une généralisation de I'intégrale de Stieltjes |[Wil].
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Proposition 3.3.3. Soient Q C R" un ouvert et F' € C(Q) satisfaisant la
condition R,

Alors une mesure de Radon est associée a F telle que pour tout u € D(2)
(fonctions indéfiniment dérivables & support compact) on ait

F = [

(aa}) x -+ x (1) C 2,

n’-n

udF = (—1)”/ F 0+ 0pu dx.
: R%

De plus, pour

on a

/QX<a$7a%>x--~x<a27b9L>dF: o (rMEGy, ).

1€{0,1}"

Démonstration. Pour tout u € D()), on a

(F,u>:/udF:(—1)"/ F O, 0pudx
Q m

= (=1)" lim (pm *x F) Oy -+ Opu dx

m—0o0 0
m

= lim w0y -+ Op(pm x F) do > 0,
m—00 Qm
I'inégalité découlant de la proposition 3.3.2. La linéarité est évidente. Pour
u € D(Q) avec suppu C K, il existe ¢ € D(Q) telle que ¢ = 1 sur K et
0 < <1sur {2 On a alors

(Fu) < (F, [[ullot) = (F, 1) [|ul]so-

Par densité des fonctions lisses a support compact dans K dans les fonctions
continues a support compact dans K, F' peut donc étre étendue a K(€)
(fonctions continues & support compact dans ) et est une mesure de Radon
(voir [Wil95, pp. 10-11]).

La derniére égalité se prouve en prenant une suite de fonctions (uy), oy €

D((af,ay) x -+ x (ap,by)) croissant Vers X (49 q1)x...x (a0 40)- O

3.3.1 Condition nécessaire

Dans le cas n = 1, le principe de Cavalieri nous donne 'inégalité (3.4)
avec 'égalité pour F' borélienne. Il n’y a donc pas d’autre conditions sur
F dans ce cas-la. Nous généralisons pour n > 2 la condition nécessaire de
G. Lorentz, qui était énoncée pour le réarrangement décroissante de (0, 1)
dans (0,1) [Lor53].
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Proposition 3.3.4. Soient S un réarrangement de (0, n) dans (2%, v) et
F:R"— R

Supposons qu’il existe A,B € dom S tels que S(A) = S(B), AN B = (),
AUB edomsS et 0 < u(A) < 400 et que pour tout uw € dom S on ait

/Q F(u)dp < / F(Su)dv. (3.5)

Alors, F vérifie la condition Rs.

Démonstration. Soient 1 <¢ < j <n, z,d;,d; € R;. Si on pose

u=2xXup + dieiXp + d;je;Xa,

on a
Su = xxgaup) + (diei + djej)x g
Si l'inégalité (3.5) a lieu, on obtient

p(A)F (z + dje;) + p(B)F(x + d;e;)
< v(S(A))F(x+ die; + dje;) + v(S(AU B) \ S(A))F(x)

L’inégalité R, suit de ce que
p(A) = p(B) = v(S(A)) = v(S(AU B) \ 5(A)). O

La condition R, est nécessaire en général : les hypothéses sont satisfaite
pour tous les réarrangements que nous avons considéré, sauf S, (exemple
2.1.5), pour lequel la conclusion est fausse puisqu’il conserve toutes les inté-
grales, et le réarrangement croissant S, n, pour lequel une condition sem-
blable existe vraisemblablement.

3.3.2 Condition suffisante

La condition nécessaire obtenue ci-dessus est suffisante dans le cas du
réarrangement décroissant de (0,1) dans (0,1) [Lor53|, dans le cas de réar-
rangements approximables par polarisation [BroOOb| et dans le cas o n = 2
|CZR86]. Nous généralisons ici cette derniére méthode au cas n > 2. Les
conditions nécessaire et suffisante cessent cependant d’étre équivalentes pour
n > 3. Nous appelons (dom S)"; I'ensemble des n—uples de fonctions positives
de dom S.
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Proposition 3.3.5. Soit S un réarrangement avec dom S stable par inter-
sections finies, F' € C(R") satisfaisant la condition R,, et telle que pour tout
r € ORY, F(z) = 0.

Alors, pour tout u € (dom S)" telle que F(u) € L'(Q2) on a

/Q F(u)dp < / F(Su)dv,

les intégrales pouvant étre infinies.

Démonstration. Puisque F vérifie la condition R, elle définit une mesure F
(proposition 3.3.3, p. 45) telle que pour tout ¢ € R’ on ait

F(t) = /[0 ; dF = /R h(t — s)dF(s).

n
+
avec

1 sir>0,
0 sinon.

h:R”—>R:rr—>h(r):{

On a donc, par Fubini,

/QF(u)du:/Q/1 h(u—s)dF(s)du:/n/ﬂh(u—s)dudF(s)

— [ ntluz spdre)

n
+
De méme,

/ F(u) dl/:/ v({u > s})dF(s).
* Ri

Il est reste & noter que la monotonie et la continuité donnent, pour tout
s e RY,

S(tu > ) = () o = 5)

C ﬂ S({u; > s;}) = [ {Sui > s;} = {Su > s}.

i=1
Par conservation de la mesure, on a
p{u = s}) = p(S{u = s})) < v({Su = s}),

ce qui améne l'inégalité désirée. ]
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La proposition s’étend au cas ou FI' n’est pas nulle sur R, mais sur
+

chaque (n — 1)—face elle satisfait a la condition R,_; et si elle est nulle sur
ses (n — 2)-faces. (Nous appelons k-face de R’} I'ensemble des points de R
ayant au moins n — k composantes nulles.) La fonction F' se décompose alors
en

F(1) = By + 3 B)

avec
Fl<t) - F(tl, e ,ti_l,O,tiH, e 7tn)

Nous avons donc ’extension suivante.

Proposition 3.3.6. Si F' € C(RY}) vérifie la condition R, sur R}, la condi-
tion R,_q sur ses (n—1)-faces et si elle est nulle sur ses (n —2)—faces, alors
pour tout u € (dom S)'} telle que

F0,u?,...,u™), F(u', 0,4 ... u™),...,Fu',...,u" " 0)

sont intégrables, on a

Aﬂmwg/fwmw

En particulier, pour tout u € (dom S)%, on a

/u1u2...u”dV§/ Su'Su* ... Su™dpu.
Q *

Cette inégalité est aussi un cas particulier de 'inégalité de Riesz—Sobolev
généralisée [BLL74].

Les propositions 3.3.4 (p.46) et 3.3.6 donnent pour n = 2 une condition
nécessaire et suffisante.

Proposition 3.3.7. Soit F € C(R%). La fonction F vérifie Ry sur R3 et
si et seulement si pour tout u,v € domS avec F(u,0), F(0,v) et F(u,v)
intégrables on a

AFWwWS/fWWﬁW

Les inégalités obtenues ci-dessus ne sont valables que pour des fonctions
positives telles que F'(u,0) et F'(0,v) soient intégrables. Ce n’est manifeste-
ment pas le cas pour F(s,t) = —|s — t|P et le réarrangement croissant. Or,
nous avons défini le réarrangement de maniére a traiter le cas d’ensembles de
niveau de mesure infinie et nous obtenu sous ces hypothéses le principe de Ca-
valieri. A partir des idées de G. Alberti [Alb00], nous démontrons 'inégalité
de Hardy—Littlewood généralisée pour des fonctions ayant des sous-ensembles
de niveau de mesure infinie pour n = 2 et un signe quelconque.
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Proposition 3.3.8. Soit S un réarrangement et F € C(R?) vérifiant la
condition Ry et telle que pour tout s € R,

F(s,s) =0.
Alors, pour tout u,v € dom S, on a

/ F(Su,Sv)duS/F(u,v)du,
. Q

les intégrales pouvant étre infinies.

Démonstration. Puisque F est continue et F'(s,s) =0, on a, si s < t,

F(s,t) = — / dF
s<o<7t<t

et,sit<s

Fls,t) = — / iF.
t<t<0<s

On peut alors écrire

F(U, U) = _/ X{va}(l - X{uzd}) dF +/ X{uza}(l - X{vzf})dFv
o<t o>T

2

ce qui donne aprés intégration

/QF<u,v>du=/< u({o > 73\ {u > o}) dF
+/> u({u > 74\ {v > o)) dF.

De méme, on a

/* F(Su, Sv) dyi = /< W({Sv > 71\ {Su > o)) dF+
/> W({Su > 73\ {Sv > o)) dF.

L'inégalité v(S(A)\ S(B)) < u(A\ B) (proposition 3.1.2, p. 39) permet alors
de conclure. ]



CHAPITRE 3. REARRANGEMENTS 20

Proposition 3.3.9 (Contractivité du réarrangement dans LP). Soit S un
réarrangement et J : R — R conveze avec J(0) = 0. Alors pour tout u,v €

(dom S) 4
/ J(Su—Sv)dug/J(Su—Sv)du

les intégrales pouvant étre infinies. En particulier, st 1 < p < +00 et si
u—velL? ona
[Su = Svllp < lu—wvllp.

Démonstration. La fonction
F:R* = R:(s,t) = J(s—1),

vérifie la condition Ry (lemme 3.3.1, p.43) et pour tout s € R, F(s,s) =
J(s —s) = J(0) = 0. L’inégalité est alors un cas particulier de 'inégalité de
Hardy-Littlewood généralisée (proposition 3.3.8).

La contractivité en norme p découle de ce que J : s — [s|P vérifie les
hypothéses de la premiére partie. La contractivité en norme uniforme était
’objet de la proposition 2.2.10 (p.29). ]

Remarque 3.3.1. La remarque 3.2.2 (p.41) permettant d’introduire une dé-
pendance en x reste d’application pour les inégalités de Hardy—Littlewood
généralisées. En particulier, pour la symétrisation de Steiner Sy y, soit F' :
R? x R* : (s,t,2") — F(s,t,2"). Si F(s,t,-) est mesurable pour tout (s,t) €
R? et si F(-,-,2") est continue, vérifie la condition R? pour tout z” € R* et
si, pour tout s € R, F(s,s,-) = 0, alors, pour tout u,v € dom Sy x, on a

/ F(u,v,z") dmg/ F(Sk,nu, Spnv, ") dr.
RN

RN



Chapitre 4

Fonctions continues et fonctions
dérivables

L’étude des transformations de fonctions doit s’intéresser a la régularité
du résultat d’une transformation de fonctions. Nous examinons tout d’abord
la continuité, puis le module de continuité qui nous donnera comme cas par-
ticulier

IVSulleo < [Vl

De 1a, nous sommes amenés a aux inégalités de Polya-Szego
IV Sull, < [[Vullp,

que nous traitons de maniére générale que pour les fonctions a variation
bornée.

4.1 Fonctions continues

Nous cherchons sous quelles conditions Su est continue lorsque u est conti-
nue. Les transformations de fonctions induites se définissant a partir des en-
sembles de niveau, nous exprimons la continuité d’une fonction comme une
propriété de ses ensembles de niveau.

Rappelons qu'une fonction v : X — R est semi-continue supérieurement
si pour tout x, — x,

lim sup u(z,) < u(z)
n—oo
et que u est semi-continue inférieurement si —u est semi-continue supérieu-
rement.

o1
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Lemme 4.1.1. Soit X un espace topologique et u : X — R.
La fonction u : X — R est semi-continue supérieurement si et seulement si
pour tout a,b € R,

a>b= adh{u > a} C {u > b}. (4.1)

Démonstration. Soient v : X — R semi-continue supérieurement, a,b € R
avec a > b. Par semi-continuité de u, {u > a} est fermé et

adh{u > a} ={u > a} C{u > b}.

Dans l'autre sens, supposons que u ne soit pas semi-continue supérieu-
rement. Nous allons montrer qu’il existe a,b avec a > b tels que I'inclusion
(4.1) n’ait pas lieu. Puisque u n’est pas semi-continue supérieurement, il
existe x € X et une suite (2,), .y € X tendant vers z telle que

lim sup u(z,) > u(z).

n—oo

Si .
a=3 (lim sup u(z,) + u(x))

n—o0

et si b = u(z) < a, on peut supposer, en passant éventuellement & une sous-
suite, que pour tout n € N,
u(zy,) > a.

On obtient alors z € adh{u > a} et x & {u > b} et 'inclusion (4.1) n’a pas
lieu. [l

Notre critére de continuité de Swu utilisera les notions de transformation
ouverte et fermée.

Définition 4.1.1. Soient 2 et 2* deux espaces topologiques.

Une transformation d’ensembles S de €2 dans 2* est ouverte si pour tout
A € dom S ouvert, S(A) est ouvert.

Une transformation d’ensembles S de 2 dans Q* est fermée si pour tout
A € dom S fermé, S(A) est fermé.

Si ¢ est un homéomorphisme, la transformation d’ensembles Sy (exemple
2.1.5, p.17) est fermée et ouverte, de méme que Sy (exemple 2.1.4, p.17)
tandis que S, (exemple 2.1.2, p. 16) est fermée et mais pas ouverte.

Remarque 4.1.1. Cette définition ne doit pas étre confondue avec celle trans-
formation de fonction induite ouverte ou fermée (définition 2.1.5, p. 16).
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Une transformation d’ensembles S est ouverte si et seulement si sa com-
plémentaire S, est fermée. Nous énoncons maintenant un critére de semi-
continuité de la transformation d’une fonction.

Proposition 4.1.2. Soit S une transformation d’ensembles monotone.

La transformation d’ensembles S est fermée si et seulement si pour tout
u € dom S semi-continue supérieurement, Su est semi-continue supérieure-
ment.

La transformation d’ensembles S est ouverte si et seulement si pour tout
u € dom S semi-continue inférieurement, Su est semi-continue inférieure-
ment.

Démonstration. Nous utiliserons pour cela le lemme 4.1.1. Soient a > b et
¢ = (a + b)/2. Puisque S est monotone et {u > c} est fermé par semi-
continuité de u, on a

adh{Su > a} CadhS ({u>c})=S{u>c}) C {Su>c} C {Su>b}.

La réciproque se prouve en notant que A est fermé si et seulement si y 4
est semi-continue supérieurement. Le deuxiéme énoncé découle du premier
par dualité (proposition 2.2.4, p.24). ]

Corollaire 4.1.3. Soit S une transformation d’ensembles monotone fermée
et ouverte.
Pour tout u € dom S continue, Su est continue.

Ainsi, les réarrangements usuels conservent la continuité, méme dans le
cas de fonctions qui ne sont pas uniformément continues. C’est pour cette
raison que nous avons défini les symétrisations dans le chapitre 1 de maniére
qu’ils soient ouverts et fermés.

4.2 Fonctions uniformément continues

Une maniére de quantitifier la donnée qualtitative qu’est la continuité est
le module de continuité.

Définition 4.2.1. Soit (X, d) un espace métrique et u : X — R est unifor-
mément continue. Le module de continuité de u est

wo i R 5 R 25 o sup {Ju(a) — u(y)| | o,y € X, d(a,y) <5}

Une transformation de fonction T conserve le module de continuité si,
pour tout v € dom T,
W, S Wy -
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La propriété correspondant a la conservation du module de continuité des
transformations de fonction pour les transformations d’ensembles est celle
de transformation lisse (smoothing transformation), introduite par J. Sarvas
[Sar72, paragraphe 2.1].

Notation 4.2.2. Soient (X, d) un espace métrique, A C X et r > 0. Nous

notons
A, = U Blz,r].

z€EA

Soient AC BC X
0(A,B) =sup{r>0| A, C B}.
Notons que si A C B C C C D, alors
0(B,C) <d(A,D).

Définition 4.2.3. Le domaine de S est lisse si pour A, B € dom .S, avec
A C B # Q et pour tout r > 0 tel que A, NQ C B,

A, NQ € domS.

Une transformation d’ensemble S est lisse si son domaine est lisse et si
pour tout A, B € dom S, A C B # Q, pour tout r > 0 tel que A, C B et
O<p<r,ona

S(A), C S(A,).

Lemme 4.2.1. Soit S une transformation d’ensembles monotone et lisse. Si
A, B € dom S alors
9(5(A),5(B)) = 9(4, B).

Démonstration. Soit r < 9(A, B). Alors A, C B. Puisque S est monotone et
lisse, pour tout p < r, S(A), C S(A,) € S(B),, on a donc 5(S(A),S(B)) >
p. L’inégalité suit. O]

Il est évident que le réarrangement de Schwarz dans R est lisse. C’est aussi
le cas pour RV, mais la preuve directe n’est pas évidente. (Ce sera prouvé
dans la proposition 5.3.1). Le caractére lisse d’une transformation de fonction
et la préservation du module de continuité sont des propriétés équivalentes
de la transformation d’ensembles et de ses transformations induites.

Proposition 4.2.2. Soient S une transformation d’ensembles monotone a
domaine lisse et ) et Q0* des espaces métriques. B
Alors S est lisse si et seulement si pour tout u € dom S

Wy, < Wy
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Démonstration. Soit € > w,(d). On a, pour ¢ > infu
0 <O({u>cH+e},{u>c}).

Puisque S est lisse, on a, par le lemme 4.2.1

O({uzctet{uzch)<0(S{uzctel), S{uzc})).

et enfin

0(SHu>c+e}),S{u>c})) §5({§u>c+e},{§u20}),

ce qui implique, puisque J est arbitraire,
wg,(0) <.
Puisque € > w,(d) et 6 sont arbitraires, on obtient
Wy, < Wy.

Soient A et A,. Le module de continuité de la fonction

0 six € A,
u:Q—=>R:z—ulx) =1 —dzA) size A \A4,
-r sinon

vérifie w,(9) < 4. On a donc

w§u((5) < wu(§) <4,

d’ott, pour 0 < p < r,

S(A), = S({u>0}), € {Su >0}, C {Su>—p}
C S({u> —T22}) C S(A,).

25

]

Ce résultat, utilisé dans le sens direct, permet de montrer sans trop de
difficultés que la symeétrisation de Schwarz dans R préserve le module de
continuité. Par contre, pour le réarrangement décroissant Sy de R? dans R

(remarque 1.1.1, p.7), on a
S4(B(0,R)), = (0,TR* + 1)

et
Sd(B(Ov R)r) = (O’ W(R + 7‘)2),
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d’ot, pour r < 1/m — 2R,
Sa(B(0, R)), £ Sa(B(0, R),),

de sorte que ce réarrangement n’est pas lisse. En effet, pour u : R? — R :
T+ |z]2, Squ n’est pas uniformément continue.

Cette proposition introduira en général des restrictions importantes dans
dom S, assimilables a des conditions de Dirichlet au bord. Par exemple, pour
le réarrangement de Schwarz S; de [—1,1] dans [—1,1], il faut exclure tous
les intervalles sous-ensembles stricts de [—1, 1] contenant —1 ou 1. En effet,
pour r suffisament petit,

Sl([_l,C])r = [_i;? %]T = [_c+22r+17 C+227“+1]

Z Si([=1,c+r]) = [-<5H, SEH]

De méme, si u(z) =z, on a Sju(y) =1 — 2y| et wg,, € wy.
Si u € WhH*(Q), la conservation du module de continuité s’écrit d’une
maniére particuliérement simple.

Proposition 4.2.3. Soit S une transformation d’ensembles monotone et
lisse et u € WH(Q)N S,
Alors Su € WHe(Q*) et

IVSullee < [Vt

On peut aussi s’intéresser aux p-modules de continuité de fonctions dans
LP(RYN), définis par

wP(§) = sup lu(z + h) —u(z)| de.
heB(0,5) JRN

Le probléme de la conservation du p—module de continuité est rendu difficile
par le fait qu’il n’y a pas d’analogue de conditions de Dirichlet pour les
fonctions de LP (voir [Kol92]).

4.3 Inégalité de Pbolya—Szego

La symétrisation diminue les oscillations d’une fonction, elle doit donc
naturellement diminuer I'intégrale du gradient. Nous appelons inégalités de
Polya—Szegd généralisées des inégalités de la forme

/ F(Su,|VSuls,y)dv < / F(u, |Vuls, z)dpu,
. Q
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avec les cas particuliers fondamentaux pour u € Wol’p(Q), 1<p< 4+
IV Sullp < [[Vull.

Le cas p = 400 a déja été traité (proposition 4.2.3).

Les premiéres méthodes de démonstration de ces inégalités se basaient
sur des inégalités isopérimétriques proprement dites que l'on trouve déja
chez G.Hardy, J.Littlewood et G.Polya [HLP34] et qu’elles étendaient en
inégalités fonctionnelles en passant par 'aire du sous-graphe de fonctions &
support compact dans R? [PS51]

P{(z,t) | 0<t<eu(x)}) =|K|+ /K \/ 1+ e2|Vul? + o(e®)
= 2|K|+ 5[ Vul}3 + ofe").

La théorie géométrique de la mesure a permis de démontrer des inégalités
dans le cas o1 le gradient est constant sur chaque ligne de niveau 0{u > ¢}, ce
qui revient a se restreindre a quelque chose qui ressemble a une symétrisation
de Schwarz [Tal76a, Ban80, Mos84, Alb00]. A coté de cela, le probléme peut
étre résolu par approximation par des fonctions affines par morceaux [Kaw85,
CK99] ou par approximation du réarrangement (chapitre 5).

Ces techniques ne sont adaptées qu’a des familles limitées de réarrange-
ments, imposant soit une structure sur le domaine permettant d’approximer
les fonctions soit une structure sur le réarrangement permettant de 1’approxi-
mer facilement. Toutefois, dans le cas ot p = 1 et des fonctions a variation
bornée, on peut obtenir une condition a la fois simple et naturelle.

Nous rappelons ici quelques notions sur les fonctions & variation bornée
[Giu84]. Pour Q C RY et u € LL _(9), la variation de u est

loc

|Dul|gy = sup /udiv¢dx.
peL(@N JQ
[$llc<1

L’ensemble des fonctions & variation bornée BV () est ’ensemble des fonc-
tions u € LY(Q) telles que ||Dul|py < +o00. Un ensemble A de mesure finie
est un ensemble de Caccioppoli si

P(A) = [[xallpv < +o0

et P(A) est alors le périmétre de A. Si 2 est un ouvert & frontiére de classe
C, cette définition de périmétre coincide avec la définition classique.
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Proposition 4.3.1. Soit S un réarrangement, Q C RN et QO c RY'. Sont
équivalents
— pour tout u € BV (Q) Ndom S, on a

|1DSullpv < ||Dul|pv,
— pour tout ensemble de Caccioppoli A de mesure finie, on a
P(5(A)) < P(A).

Démonstration. Siu € (dom S N BV (Q2)) est une fonction en escalier, par la
formule de Fleming et Rishel [FR60|, on a

ullpy = / P({u> s})ds

Si (¢i)o<i<n désignent les niveau de u, on a

n

lullv = _(ci = eim) P({u = e;}) + P(Q)

i=1

<z — e )P(SUu = ) + PS()

= Z — ¢, ) P({Su > ¢;}) + P(Q)

= ||5UHBV-

Puisque I'implication est vraie pour les fonctions en escalier, nous allons
construire pour tout u € (BV(2) Ndom S) une suite de fonctions en escalier
a variation bornée convergeant vers u dans BV(2). Pour tout n € N et
0 <a < 1/n, nous posons

supkeN{k+a|u()2§+a} siu()>a
Un,a(r) = { infren, { £ +a | u(z) < £ +a}, siu(z)<a—1/n
0 sinon,

a étant un parameétre qui reste a définir. Ce sont des fonctions en escalier,
dont les ensembles de niveau sont choisis parmi ceux de u et appartiennent
donc a dom S. De plus, pour tout x € €2
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, L .
de sorte qu’elles sont intégrables et que pour toute suite (an),cy> (Un,an)ney
converge en norme 1 vers u vers u. Puisque S est un réarrangement, il est
contractant et Su,,,, converge donc vers Su en norme 1. Enfin, on a

Hun,aHBV < ZP({U >a+ %})7
kezZ

I'inégalité provenant de ce que les marches proches de 0 ne sont pas prises
avec toute leur hauteur. Par la formule de Fleming et Rishel, on a

1/n 1
/ | Dtnallvda < || Dull sy
0 n

Pour tout n € N, par une variante du théoréme de la moyenne, il existe a,
tel que
| Dt a,,

v < || Dul|pv.
Si on prend u, = Upgq,, O0 A

| DSun| gy < | Dunllpv < |Dul|py.

Puisqu’en outre Su, converge vers Su, on a Su € BV(Q*) et, par semi-
confinuité inférieure de la variation |Giu84, théoréme 7.17, p. 14|,

|DSu|| gy < liminf||DSu,| gy < liminf||Du,| gy = ||Dul|sy.

L’implication inverse est évidente. [

Comme pour le module de continuité, ces affirmations imposent en général
une condition de Dirichlet sur les bords. Par exemple, pour le réarrangement,
de Schwarz Sy de [—1, 1] dans [—1, 1], on doit exclure tous les intervalles sous-
ensembles stricts de [—1, 1] contenant —1 ou 1. En effet, pour 0 < ¢ < 1, on
a

P(Si([=1,e))) = P[5, 55)) =2 £ P([=1.d]) = 1
et pour u: [—1,1] —» [-1,1] : 2 — z,
[S1ullpv =4 > |lullpv = 2.

Comme on le verra plus loin (proposition 5.3.4, p.78), I'inégalité est vraie
pour des fonctions de Wy ([—1,1]).

Par ailleurs, I'inégalité sur les périmétres n’est pas suffisante pour avoir
une inégalité de Polya—Szego. En effet, pour k € (0, 1), posons

) k|A|—|A| k|A]+|A
Sl,k-A'—)[ | |2\ \7 | \2| I]'
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Alors, pour u(z) = max {1 — |z|,0}, on a
IVull; 2
et
|V Sy rullh = (1 — k)P 4 (14 k).

Ce réarrangement diminue les périmétres mais augmente certaines intégrales
du gradient. L’explication réside en partie dans le fait que S; ; n’est pas lisse,
mais nous ne savons pas si cette condition est suffisante.



Chapitre 5

Approximation des symétrisations

Les preuves des inégalités de réarrangement sont en général relativement
simples pour des réarrangements de R dans R et s’étendent souvent assez
facilement a la symétrisation de Steiner, mais plus difficilement, quand c’est
possible, & la symétrisation de Schwarz. Le fait qu’une fonction symétrique
au sens de Schwarz soit symétrique au sens de Steiner par rapport a tous les
plans passant par 'origine suggére d’approximer la symétrisation de Schwarz
par une suite de symétrisations de Steiner (S,),, . et d’obtenir ainsi pour tout
u € LE (RY), une suite (u,), .y € L4 (RY), avec w11 = Spi1uy,, convergeant
vers u*. De telles suites ont effectivement été construites pour des fonctions
caractéristiques d’ensembles |[BLL74, LLO1|.

A partir d’une telle suite, nous pourrions étendre I'inégalité de Polya—
Szegd pour la symétrisation de Steiner, & la symétrisation de Schwarz. En
effet, on établirait alors par récurrence

V[l < [[Vulp.

La suite (uy),cy contiendrait une sous-suite convergeant faiblement vers u*
dans WHP(RY), de sorte que, par semi-continuité inférieure de la norme,

90}, < lim inf |V, < [Vl

L’approximation de la symétrisation de Schwarz par des symétrisations
de Steiner est donc un outil puissant pour la démonstration d’inégalités de
réarrangement mais elle ne résout pas le probléme de la preuve des inégali-
tés pour la symétrisation de Steiner. (La preuve de I'inégalité de Polya—Szego
par ensembles de niveau est plus compliquée pour la symétrisation de Steiner
que pour la symétrisation de Schwarz.) C’est pourquoi nous approximerons
les symétrisations avec un réarrangement encore plus simple, la polarisation,
afin de démontrer des inégalités de Hardy-Littlewood et de Polya—Szegd gé-
néralisées.

61
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5.1 Polarisations

Réflexions et polarisations Etant donné que les polarisaton se défi-
nissent & partir des réflexions de l’espace RY, nous rassemblons quelques
notations pour les réflexions.

Notation 5.1.1. Soit H un demi-espace fermé affine de RY. Nous notons
oy la réflexion de espace RY par rapport au plan 0H, vy = og(x) et Dy
la dérivée de op, donnée par

Dyy =y —0H.
Pour une fonction u : RN — R, nous notons
opu:x— u(xTy).

Une polarisation est une transformation qui échange les valeurs de fonc-
tions entre deux demi-espaces et qui rassemble les valeurs maximales dans
I'un d’eux.

Définition 5.1.2. Soit H un demi-espace fermé de RY et u : RV — R. La
polarisation associée a H est une transformation de fonction

Py s uv Pyu=u"
avec

max {u(x),u(xy)} six € H,

u? RY Rz uf(2) = {mm{u(x),u(fH)} siz & H.

Notons que la polarisation conserve les valeurs de u sur 0H :

u (r) = max {u(z), u(zg)} = u(z).

Polarisation d’ensemble Une polarisation Py commute avec toutes les
fonctions f : R — R croissantes. Par le théoréme 2.4.1 (p. 35), elle est induite
par une transformation d’ensemble, donnée explicitement par

Py p(X) = p(X) :

A Py(A) = (HN (og(A)UA)) U (ANoyu(A)). (5.1)

Cette transformation d’ensembles est continue, monotone et bien définie.
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Fonctions continues La polarisation de toute fonction continue est elle-
méme continue.

Proposition 5.1.1. Soit Py une polarisation de RY. Siu : RY — R est
continue, alors uf est continue.

Démonstration. Notons que

o (Pr(on(u))) = Poymu = —Pp(—u) = (Pr)c(u) (5.2)
et donc
(Py)e(A) = (g o Pyooy)(A).

D’aprés (5.1), Py est fermée. De plus, d’aprés (5.2) son complémentaire est
aussi fermée (composée de transformation de transformations fermées). La
transformation Py étant monotone, on peut appliquer le critére de continuité
de la proposition 4.1.3 (p. 53). O

Module de continuité La polarisation préserve aussi le module de conti-
nuité (définition 4.2.1, p.53), ce qui nous permettra d’utiliser le théoréme
d’Arzela—Ascoli pour des suites de polarisations.

Proposition 5.1.2. Soit Py une polarisation.
Alors, pour tout u : RN — R uniformément continue,

Wyl < Wy.
La transformation Py est lisse.

Démonstration. Fixons 6 > 0. Nous avons

wy(0) = sup |u(z) — u(y)|.
d(z,y)<d

Soient z,y in RY tels que d(z,y) < 6. Si ufl (z) = u(z) et uf (y) = u(y) ou si
u(z) = u(zy) et u(y) = u(yy), il est évident que

[u(z) — u (y)] < wa(0).

Sinon, on peut supposer u(x) = u(x) H(y) = u(yg).

et u
~SizxeHetydg H,onad(x,yg) < d(z,y) et donc

[u () — u" ()] = [u(z) — ulym)| < w(9).
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~SizeHetye H,siu?(z) >u(y) > u(y), on a

u(z) — u (y)] = v () —u"(y)

— Les autres cas se traitent de maniére semblable.
Le domaine de Py étant lisse, Py est lisse par la condition nécessaire et
suffisante de la proposition 4.2.2 (p. 54). ]

Inégalités intégrales Puisqu’une polarisation consiste a échanger des va-
leurs de fonctions, nous pouvons prédire le comportement d’une classe im-
portante de fonctionnelles intégrales. En particulier, la polarisation conserve
les normes p (1 < p < +00) et est non expansive dans LP(RY).

Définition 5.1.3. Soit 2 C RY et f: R! x Q — R. La fonction f vérifie la
condition de Carathéodory si
1. f(-,x) est continue pour tout x € €,

2. f(s,-) est mesurable pour tout s € R'.

Proposition 5.1.3. Soit H un demi-espace fermé de RY.

1. Soient f : R x RN — R une fonction de Carathéodory mesurable telle
que pour presque tout r € RV

f(,[E) = f(:xH)
et u: RN — R mesurable. Alors,
flauyde = [ fla,ul)da,
RN RN

st ['une des intégrales existe.

2. Soit F': R® x RN — R une fonction de Carathéodory qui vérifie la
condition Ry pour ses n premieres variables et telle que pour presque
tout x € RV,

F(,.CE) = F(',ZI?H),

alors pour toutes les fonctions (u'),.,., mesurables, si F(u) est inté-
grable, on a

/F(ul,...,u",x)dajg/ F((uH®,. .., (", ) dx,
RN RN

st ['une des intégrales existe.
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3. Soit F: R? = R continue et w : RT — R décroissante. Si I vérifie la
condition Rs, alors, pour tout u,v : RN — R mesurables

L L Pt ot ) de dy

< / ) / (@), 0" () yuld(a,y)) d dy,

st ['une des intégrales existe.

Démonstration. Les deux premiéres parties sont évidentes. Pour la derniére,
on a pour tout z,y € H

F(u(z),v(y))+F(u(zn),v(yn)) < F (u(z),v"(y)) + F (" (zn),v" (yn)) -
et
d(z,y) = dxg,yn) < d(@,yu) = d(zg,y)

d’ot1, puisque w est décroissante
w(d(z,y)) = wld(zy,yu)) = wld(z, yr)) = wld(zy,y)).

Cela nous donne

F(u(z), v(y))w(d(x,y)) + F(u(em),v(y)w(d(zu,y))

—i—F(u(x) ))w( (x yH) F(u(zy), v(yn))w(d(zw, yu))
Zw(d(IH,y))(F(u(l’% (¥) + F(u(zn),v(y))

+ F(u(z),v(yu)) + F(u(za),v(yu)))
w(d(z,y)) —w(d(zu,y)) (F(u(z),v(y)) + Flu(zu),v(yn)))
<w(d(zm,y)) (F(u"(2), 0" () + Fu (za),v" (y))
+ F(u(2),v" (yu)) + F(u" (za), 0" (yu)))
) — w(d(l‘H,y)))(F( ( ) y) + F(u" (x),v" (yn)))

+

—~

+ (w(d(x,y
= F(u"(2), 0" (y))w(d(z,y)) + F(u" Ty))w(d(am,y))
+ F(u(2), 0" (ynr) w(d(@, yir)) + F( ( 1), 0" (ym))w(d(@n, yn)).
L’inégalité intégrale s’obtient en intégrant sur H x H. O]

L’inégalité de Hardy—Littlewood généralisée obtenue est optimale puisque
la condition est nécessaire (proposition 3.3.4, p.46) et la restriction sur la
dépendance en x est assez naturelle.
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5.2 Approximation par polarisations

5.2.1 Symétrisations de Steiner et de Schwarz

Polarisation et symétrisation Toute symétrisation de Steiner (k,N)
S, = * — nous noterons indifféeremment S,u = u* et S, A = A* — est ca-
ractérisée par le sous-espace vectoriel X, = {0} x R¥=* de dimension N —k,
intersection des plans de symétrie compatibles avec la symétrie Steiner. Nous
noterons H, lensemble des demi-espaces fermés H de RY tels que H D X,.
Le lemme suivant résume les relations entre les polarisations de H, et la
symétrisation S,.

Lemme 5.2.1. Soit S, une symétrisation de Steiner (k, N).
Pour tout H € H,, pour tout A € dom S, et pour tout u € dom S, on a

et

Pour tout A € dom S, on «a
A=A* «— VHecH,, A=A

et pour tout u € dom S, on a

u=u" <= VH e H,, u=ul.

Compacité des suites d’approximation Pour une fonction positive conti-
nue a support compact u € K, () donnée, nous cherchons une suite de
polarisations (H,,), -, telle que la suite définie par

Uy = U,
U1 = () T4t m >0,

converge vers u* en norme p pour 1 < p < oo. D’aprés les relations de
compatibilité du lemme 5.2.1 et la contractivité de la proposition 5.1.3, pour
tout H € H, et pour 1 < p < oo, on a

[l =l = [lu™ = () < llu—wll,. (5.3)

Les itérées successives u,, ne s’éloignent donc pas de leur objectif u*. De plus,
le simple fait de choisir les polarisations dans H, implique la convergence
d’une sous-suite vers un certain v € K(RY), qui n’est pas forcément u*.
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Lemme 5.2.2. Soient S, une symétrisation de Steiner (k, N) etu € K (R").
Alors, pour toute suite de polarisation (Hm)m21 C H., la suite (u™)m>0

Upg = U,
_ H,
U1 = (W)™, m >0,

posséde une sous-suite convergente dans BC(RY) et dans LP(RY) pour tout
1<p<+o0.

Démonstration. Puisque u est a support compact, il existe & > 0 tel que
{u > ¢} C BJ0, R]. Par monotonie et par récurrence, on a, pour m € N,

{tms1 > ¢} C {u,, >0} C B0, R|

et, puisque u est positive, on a alors supp u,, C B[0, R]. L’application récur-
rente de la proposition 5.1.2 donne

Wy, < Wy,

tandis que
[t [loo = |2l

Par le théoréme d’Arzeld-Ascoli, la suite (um),,cy Posséde une sous-suite
convergente dans BC(BJ0, R]). On vérifie sans peine qu’elle converge aussi
dans BC(RY) et dans LP(RY). O

Choix des polarisations Pour converger vers u*, nous devons choisir un
peu mieux nos polarisation. Nous imposerons que, pour une sous-suite stric-
tement croissante d’indices (1), oy, le plan de polarisation soit presque op-
timal : pour 0 < k < 1 fixé et pour tout k € N,

e 7 = s = [, = 'l < (i, = "y = [, = )
(5.4)
Puisque pour tout H € H,
[t = w1 = [t — [l <0,

la définition de H,,, a toujours un sens. Par le lemme 5.2.2, on peut extraire
. . 1 N

de la suite (uy, ), une sous-suite (umk)kzo convergeant vers v dans L' (R").

o . . .

Si v =u*, alors la suite (up),,s, converge vers u* en norme 1, puisque pour

tout £ € N, mj, > k et donc

lim ||y, —w*[)y < lim [Ju,, —u*]|; = 0.
m—00 k—o0 k
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La suite converge vers u* Supposons v # u*. Pour H € H,, on a, par
contractivité des polarisations (proposition 5.1.3),

H * %

)7 =t = (g, — ut
)H

(et

< M) ™ = 0™ s+ o™ =l = g, — vl + o — [l

< 2ty — vy = [l =l = v —u[h
et donc, puisque u,, tend vers v,

lim sup (|| (um;)H

— [y = [ty — "[1)
k—o0 )

< limsup (2]t — vl = [[o" = w1 = [Jv —u*[|x)
k—o00
= " —w [l = v — [l (5.5)

Par ailleurs, la suite ||u,,; 1 — u*[|, étant décroissante (inégalité (5.3)) et
bornée inférieurement par 0, on a

klgfolo(Humkﬂ - U*”p - Hum§C - U*Hp) =0

et, par définition de la suite u,, (équation (5.4)),

g1 = s = ltemg, — "l < (0 umg)™ = w1 = g, — u"[1),

d’oll on tire

lim inf (H(um;)H — ||y = [ty — u*[|1) > 0. (5.6)

1—00
S’il existe H € H, tel que
o™ —w*|ly = [l — u*]ly <0, (5.7)

alors les équations (5.5) et (5.6) aménent une contradiction.

Nous allons montrer que si v # u*, un tel H existe. Pour cela notons que
v et u ont méme réarrangement. En effet, puisque S, est un réarrangement,
il est contractant (proposition 3.3.9, p.50) et donc

=y < Y inf (= (ot )"+ 11t )* = ) < Jim [ty 0, =0,

d’ont
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Lemme 5.2.3. Soit S, une symétrisation Steiner (k, N) et v € K, (RY).
St v # v,
Alors il existe H € H, tel que
HUH =Vl < lv =0l
Démonstration. Puisque v # v*, il existe ¢ € R tel que 'ouvert
{u>c} A{u* > c}

ne soit pas vide. Il existe donc 2’ € RV=* tel que

({u>c} A{u* > c})n ({2} x RF)

soit ouvert non vide dans {z'} x R¥. Puisqu’il est ouvert, sa mesure £V~*
est strictement positive. Par conséquent

({u> 3\ {u" > c})n (@', RY)
et
({u* > c}\ {u>c})n (2, RY)
qui ont méme mesure, sont de mesure strictement positive. Il existe alors
= (2, 2)) € {u>c}\ {u" > ¢}
et
zy = (2, 2) € {u* > c} \ {u > c}.
On peut construire H tel que x; = oy (x2) et xo € H. Vu que u*(x2) > u*(xy),
on a H € H,. De plus, pour tout = dans un voisinage N de x,, on a

ut (z) = u(zy) > ¢ > u(zy)

et
u*(x) > ¢ > u(z) = u (zy),

d’ot1, pour tout x € N,
u(z) — u*(2)| + |u(zr) — u*(zn)]
= |u"(z) — *(:v)|+ma><{u x),u(z)}
— min {u” (zg), v (zn)} + [0 (2y) — v (zg))|

> Ju(z) — u(2)| + [u" (vr) — u*(zn)],
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ce qui, intégré sur N, donne
/ lu —u*| + |ogu — ogu™| dx > / ! — | + logu — ogu'| d.
N N
Par ailleurs, puisque |-| est convexe, par la proposition 5.1.3, on a

/ lu —u*| + |ogu — ogu®| dz > / juf! —u*| + |ogu — ogu®| dz.
H\N H\N

L’addition des deux intégrales permet de conclure. O

La suite (uy,),,cy converge donc vers v* en norme 1, mais aussi en norme
p, 1 < p < +oo. En effet, par le lemme 5.2.2, la suite (u,,),,.y posséde une
sous-suite (Up, ).y qui converge vers v = u* pour tout 1 < p < +o0. Par
contractivité des polarisations (proposition 5.1.3), on a

i e =l < Jn i, =y = 0.

Pour symétriser simultanément une famille dénombrable de fonctions
(u"),,en»> On impose pour chacune la condition

H .
ge) ™ =l = flupy =l < e fnf ([[(u)™ =l = [l —wlh)

pour une sous-suite croissante d’indices (mj}) Nous énongons le résultat

auquel nous somimes arrivés.

keN®

Proposition 5.2.4. Soient S, une symétrisation Steiner (k, N) et une fa-
mille dénombrable de fonctions (u™), . € K+ (RY).

Alors, il existe une suite de polarisations (Hy,),,~o C H telle que si on pose
pour toute fonction v : RV — R -

Tov = v,
Ths10 = P, Tov, m >0,
on a, pour tout n € N et pour tout 1 < p < 400,

lim ||T,,u" — S.u"||, = 0.
m—0o0

Par séparabilité de K, (RY) et sa densité dans L (RY) pour 1 < p < o0
et dans C , (R™), nous pouvons étendre ce résultat a ces espaces tout entiers.



CHAPITRE 5. APPROXIMATION DES SYMETRISATIONS 71

Proposition 5.2.5. Soit S, une symétrisation de Steiner (k, N).
Alors, il existe une suite de polarisations H,, C H, telle que pour tout 1 <
p < 400, pour tout u € LE (RY) on ait

Jim [T = S, = 0

et, pour tout u € Cy o (RY), on ait

lim || Thu — Siulle = 0.
m—+00

Démonstration. Puisque K () est séparable, il posséde partie dense dénom-
brable de K, (£2) que nous noterons (u"), . Soit (Hy,)men la suite donnée
par la proposition précédente pour (u"), . Soient 1 < p < 400, v € K (RY)
et € > 0 quelconques. Par densité de (u"), . dans K (€), il existe u" tel que

[u™ —vll, < €/3.
Par la proposition précédente, il existe £ € N tel que, pour m > k,
| Tnu”™ — S| 0o < €/3.

et donc

| Tmv — Savllp < | Tov — T ||, + | Tnu™ = Siu”|[, + [ Seu™ — Sivl|oo
< 2fv = u"[|p + || Tnu"™ = Suu|, < e

Puisque € est arbitraire, la suite 7,,v converge vers S,v en norme p.
La densité de K, (RY) dans LE (RY) et dans Cj  (RY) permet de répéter
les mémes arguments de densité pour conclure. O]

A. Baernstein utilise le méme style d’arguments pour prouver des in-
égalités par polarisations sans construire de suite d’approximations [Bae95|.
F.Brock et Y. Solynin prouvent que pour tout p et pour tout u € LP(RY) il
existe une suite de polarisations approximant la symétrisation, & condition
de choisir chaque polarisation de maniére optimale et admettent implicite-
ment que 'argument reste vrai pour un nombre fini de fonctions [BS99|. Nous
avons repris leur preuve, en choisissant les polarisations presque optimales
(équation 5.4), ce qui nous évite de montrer I’existence d’un optimum et nous
permet de montrer I'existence d’une suite universelle d’approximations.

Si elle semble miraculeuse au premier abord, I'existence d’une suite uni-
verselle approchant la symétrisation de Steiner prolonge le résultat de J. Sarvas
qui a démontré que pour toute symétrisation de Steiner Sy y, si S* et S? sont
deux symétrisations S! et S? de Steiner dont I'intersection est ¥ y et telles
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que 'angle séparant les plans n’est pas commensurable avec 7, alors, pour
tout ensemble A, on a,

S(A) = lim (S'o S?)™(A)

m——+00

la limite se faisant par rapport a la distance de Hausdorff [Sar72, lemme 3.34,
p. 24].

Cette démarche d’approximation peut étre étendue a d’autres symétri-
sations. Les étapes fondamentales de la démonstration consistent en effet a
définir un ensemble de polarisations H, qui soient compatibles avec la symé-
trisation approchée (lemme 5.2.1), suffisamment restreint pour que la suite
d’approximations soit précompacte (lemme 5.2.2) et suffisamment large pour
se rapprocher strictement de u* (lemme 5.2.3). Dans la suite, nous esquis-
sons leur généralisation a la symétrisation sphérique et au réarrangement
croissant.

5.2.2 Symétrisations sphériques

Sans trop nous étendre, pour approximer la symétrisation sphérique Ss n,
nous prenons
257]\[ =R" x {0} .

Les polarisations compatibles avec S5 x sont
Hin={H | XCHet0€c0H}.

L’ensemble H, y étant un sous-ensemble du Hy ny de la symétrisation de
Schwarz, la compacité est évidente. La preuve de l'existence d’une polarisa-
tion vérifiant I'inégalité (5.7) est trés proche de celle du lemme 5.2.3 (p. 69).

5.2.3 Réarrangement croissant

Le réarrangement croissant de 2 = R x Q" peut étre vu comme une
symétrisation de Steiner (1, N) dont le plan a été envoyé a linfini, avec
Y = {+o0} x Q". Nous posons alors

Hoon = {[c,0) x Q" | c € R},
en généralisant au passage la notion de demi-espace affine fermé, et

0 si T S —]_,
hz) =< (x+1)/2 si—1<uz; <+1, (5.8)
1 six; > 1.
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Lemme 5.2.6. Soit une suite de polarisation (Hy)m>1 C HeoN-

Alors, pour tout u € (K(Q2) +h) Ndom Su v, la suite (upm),,s, définie par
Uy = U, Ujr] = uf{i“.

est relativement compacte dans BC(Q)) et dans LP(2) + h pour tout 1 < p <

+00.

Démonstration. La fonction h est uniformément continue. Il en est donc de
méme pour tout u € (K(2) + h). L’application récurrente de la proposi-
tion 5.1.2 donne, pour tout m € N,

Wy, < Wy
Puisque u € (K(£2) + h) Ndom Soo n
0 < up(x) <1

La suite (uy,),,cy st donc uniformément équicontinue et équibornée. Pour
tout R > 1 suffisamment grand, on a, pour tout n € N,

1> inf up () > inf u(zr) =1

TE€[R,+00)xQ" z€[R,+00)xQ’

et
0< sup up(z) < sup u(z) = 0.
z€(—o00,—R]xQ" x€(—o00,—R]xQ"
Par le théoréme d’Arzela—Ascoli, la suite est précompacte dans BC(RY). Elle
posséde donc une sous-suite convergente dans BC(RY), qui converge en norme

p puisque les supports des (u,, — h) sont contenus dans un méme compact
de €. m

La preuve de ((5.7)) est semblable & celle pour la symétrisation de Steiner
(lemme 5.2.3). Nous pouvons donc construire une suite de polarisations qui
approxime le réarrangement croissant pour tout u € (Co(€2) +h) Ndom S N
et pour tout u € (h+ LP(2)) Ndom Sy v, 1 < p < 400,.

Remarque 5.2.1. En pratique, pour traiter des problémes variationnels avec
le réarrangement croissant, on désirera avoir ||Vu||, fini pour certains u €
(LP(Q) +h) NW,.5H(Q). Pour cela, il faut et il suffit que £V-1(Q") < +o0. En

loc
effet, si c’est le cas, on a

IVhll, = 2£N1(Q")»
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et donc, pour u € (W'P(Q) + h),
IVullp < [[VA[l, + [Vu = hll, < 400,
Inversement, s’il existe u € (LP(2) + h) tel que [|Vul|, < 400, alors

u€ WH(R_ x Q"),
1—ue W R, x Q).

Ces fonctions possédent des traces v et 1 — v sur {0} x Q”, toutes deux dans
Lr(QY"), don 1 € LP(Q") et donc LY7HQ") < +o0.

5.3 Propriétés des symétrisations

L’approximation des symétrisations par polarisations nous permet de dé-
montrer plusieurs propriétés des symétrisations en suivant le schéma suivant :
on définit une fonctionnelle invariante, on démontre qu’elle est suffisament
continue et on passe a la limite pour la suite d’approximations. Nous prou-
verons des propriétés de continuité, des inégalités intégrales ainsi que les
inégalités isopérimétrique et isodiamétrique.

Notation 5.3.1. Dans la suite, x = .S, désignera un réarrangement approxi-
mable par polarisation : la symétrisation de Schwarz, une symétrisation de
Steiner, la symétrisation sphérique ou le réarrangement croissant, définis sur
I’ensemble 2 = Q.

Si X est un espace fonctionnel, X, désignera
{ue X |u>0}ndomsS,
si S, est une symétrisation de Schwarz, de Steiner ou sphérique et
{fue X+h|0<wu<1}nNdoms,

si S, est le réarrangement croissant, avec h défini en (5.8, p.72).

5.3.1 Module de continuité

Proposition 5.3.1. Soit S, un réarrangement approximable par polarisation.
Alors, pour toute fonction u € dom S, uniformément continue, on a
Wor < Wy,

La transformation S, est lisse.
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Démonstration. Cela découle de la convergence uniforme de la suite (7,,u)
(proposition 5.2.5) et de ce que, par la proposition 5.1.2,

meN

WTmu S Wy -

La transformation est lisse par la proposition 4.2.2 (p. 54). ]
L’inégalité de Brunn-Minkowski, qui, dans le langage des symétrisations,
s’écrit
LY((A%),) < LY(4,),
est une conséquence directe de cette proposition. En particulier, pour tout
r, la boule minimise a volume donné la quantité LV (A,). Cette inégalité
avait entre autres déja été démontrée par approximation par symétrisations

de Steiner, en utilisant I'inégalité de Brunn-Minkowski pour la symétrisation
de Steiner (1, N) [Sar72].

5.3.2 Inégalités intégrales

Nous pouvons par les polarisations, démontrer une large classe d’inégalités
intégrales.

Notation 5.3.2. Le groupe des isométries de €2 engendré par les réflexions
associées aux polarisation de H, est noté G*.

Définition 5.3.3. La fonctionnelle ¢ définie sur un sous-ensemble des fonc-
tions de 2 dans R, est *-invariante si pour tout g € G* et pour tout
u € domae, uog € domo et

dluog™) = (u).

A la suite de F. Brock, qui a démontré la premiére partie |[BroO0b|, nous
énoncons des inégalités de Hardy—Littlewood généralisée.

Proposition 5.3.2. Soit S, un réarrangement approximable par polarisa-
tions et F: R™ x Q telle que
1. pour tout x € Q, F(-, x) vérifie la condition Ry (définition 3.5.2, p. 43),
2. [o F(x,u)dx est x-invariante.

Alors, si F' est continue, pour tout u € IC,()",

/QF(U*,;E) dxg/F(u,x) dz.

Q
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Si F' est une fonction de Carathéodory (définition 5.1.8), s’il existe C' > 0
et p > 1 tels que, pour tout s € R" et x € €,

F(s,z) <C Y |sif",
=1

si [ F(u,x)dx est x—invariante et si F(-,x) vérifie la condition Ry pour
presque tout x € ), alors, pour tout u € LP(Q)), on a

Aﬂm@mgéFm@@.

Démonstration. Dans le premier cas, puisque les fonctions u! sont a support
compact et que F est continue, la suite F(T,,u) converge uniformément vers
F(u*). De plus, puisque F' est continue et *—invariante, on peut appliquer la
proposition 5.1.3 (p. 64) et

/QF(U*) de = lim [ F(T,u)dx < / F(u)dx.

Pour le second cas, posons
n
G(S1y-+y8n, ) = F(S1,...,80,) —C’Z]si\p <0.
i=1

Par le principe de Cavalieri (proposition 3.2.1, p.39), on a

/CZ|ui*\pdx:/CZ\ui|pdx.
Q= Q@ =

Il suffit donc de prouver 'inégalité pour une fonction de Carathédory G < 0
telle que [, G(u,x)dz soit s-invariante. Pour tout 1 < i < n, la suite
(Smu'),en converge vers (Spu')* dans LP et a donc une sous-suite conver-
geant presque partout vers (u')* [Sch93, corollaire 5.8.11, p. 260]. Par conti-
nuité de GG, pour presque tout z € €2, on a

lim G(T,,u,z) = G(u*, ).
j—o0

Par ailleurs, puisque G est x—invariante, par I'inégalité de Hardy-Littlewood
généralisée pour les polarisations (proposition 5.1.3, p.64), la suite

/ G(T,u,z)dx
Q

croit et donc, par le lemme de Fatou [Sch93, corollaire 5.5.23, p. 166],

/G(u,x)dxﬁliminf/G(iju,x) dmg/G(u*,x)daz. O
0 0

J—00 [¢)
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Nous pouvons aussi obtenir des inégalités de Riesz—Sobolev ot une fonc-
tion est déja symétrique.

Proposition 5.3.3. Soit F : R? - R et w: R™ — R décroissante.
Si F est continue et si F((s,0) = F(0,t) =0, alors pour tout u,v € K.(£2)
on a

/Q Fule), () w(lz — yh) dz < / Fu (z), v* (9))w(jz — yl) de.

Q

Si1 F' est continue et si pour tout s,t € R on a
F(s,t) < Cls|?lt],

alors, pour tout uw € LP(QY) et v € LI(R), on a
/Q Flu(a), o(g))w(lz — yh) dz < / Fut (z), v* (9))w(lz — yl) de.

Démonstration. Puisque u,v € K,(Q2), on a
supp u X suppv C B|0, R].

En outre, F' est continue, w(|- — -|2) est bornée sur B0, R], et donc la suite
F(Tnu(-), Tno(-))w(]- = -|2)

converge uniformément vers (F(u*) — F(v*))w et est nulle en dehors de
B[0, R]. Par la version de cette inégalité pour les polarisations (proposi-
tion 5.1.3, p.64), on obtient I'inégalité en passant a la limite.

Pour u,v € K.(€2), on pose

G(s,t) = F(s,t) — Cs|P|t]? < 0.

La suite G(T,,u, T,,v))w converge presque partout vers (F(u*) — F(v*))w.
On utilise alors de nouveau la proposition 5.1.3 et on applique le lemme de

Fatou. ]
En particulier, pour F(s,t) = st < s2 + 13, u = v = x4 et w(r) = —rk,
k € N, nous avons

/( )2|x—y|’;dxdys/2|x—y|§dxdy.
A* A

La symétrisation diminue la distance moyenne entre deux points, propriété
a rapprocher de I'inégalité isodiamétrique (théoréme 5.3.12, p. 86).
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Remarque 5.3.1. Dans le cas particulier ou F'(s,t) = st, cette inégalité est
une inégalité de Riesz-Sobolev ou la troisiéme fonction est déja symétrisée.
La preuve par polarisations ne peut étre étendue aux inégalités de Riesz—
Sobolev puisqu’elle est fausse pour les polarisations. Nous avons en effet le
contre-exemple suivant : pour Q =R et H = [0, +00),

1
/X[O,l}(x)X[Ol )X[m}( )dxdy—2
R2
ﬁ/ X[0,— 1] (z) [01}H($_3/)X[1,2}H(y)d$dy

= / X[0,1] (x)X[o,l](y)X[Lz] (z —y)drdy = 0.
RQ

Fonctions faiblement dérivables Avant d’énoncer les propriétés du réar-
rangement de fonctions faiblement dérivables, nous examinons les propriétés
des polarisations de fonctions faiblement dérivables.

Proposition 5.3.4. Soit Py une polarisation de Q et u € W51 (Q).
Alors
€ Wigz ().

En outre, si F : R x RN x Q — R est une fonction de Carathéodory
vérifiant pour tout (s, f,y) € R x RN x Q

F(s,f,x)=F(s,Dyf,zy), (5.9)

Alors
/ F(u,Vu,z)dx = / Fuf, vu? ) dx
Q

Q

st l'une des intégrales existe.
En particulier, si u € WP(Q), 1 < p < oo, alors ufl € WP(Q) et

IVuf|l, = [IVull,. (5.10)

Si V est un sous-espace vectoriel de RN paralléle ¢ OH ou contenant la di-
rection orthogonale & OH, alors

IVvul, = I Vyvull,. (5.11)
Démonstration. Soit u € W,21(Q). La fonction u! peut se réécrire

u+opgu+ |u— opul Gwe Il
Y

u+ogu — |u—ogul
2

six ¢ H.
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Chacun des deux morceaux est dans W,o'(H) et W21 (Q\ H). En outre, sur
tout compact de 0H, les traces des deux morceaux existent et sont égales.

Par conséquent,
ue Wh(Q).

loc

Puisque u est mesurable, I’ensemble
A={zeQ|u"(z)#u(z)}
est mesurable et vérifie o(A) = A. Puisque

{VUH (x)
Vull(z)

Vu(z) size N\ A,

Dy (Vu(zy)) six € A, (5.12)

on a, par (5.12) et (5.9),

/F(uH(x),VuH(x),x)dx:/F(u(xH),DHVu(xH),m) dx
A A

N / (4) Fu(z), DuVu(z), vn) de

~ [ Plu(w). Vula).2)da,
A
d’ou
/ Fu®,Vu z)dx = / F(uH,VuH,:z:)dx+/ F(u®, Vu" z)dx
RN RN\ A

A

:/ F(u,Vu,x)dx—l—/F(u,Vu,x) dx
RN\A A

:/ F(u,Vu,z)dz.
RN

Les égalités (5.10) et (5.11) se démontrent en notant que F(s,y,z) = |yl
et F(s,y,x) = |Pyyls (Py désignant la projection orthogonale sur V') vérifient
(5.9). O

Nous montrons que nos suites d’approximations convergent dans les es-
paces de Sobolev et nous en déduisons des inégalités de Polya—Szegd généra-
lisées.

Proposition 5.3.5 (Convergence dans les espaces de Sobolev). Soit S, un
réarrangement approzimable par polarisations, 1 < p < oo et u € WIP(RY),
Alors, si T, désigne la suite d’approzimations (proposition 5.2.5,

U, —u*  dans WHP(RY) faible
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et
IVur(l, < [[Vull

En outre, si F : R x RN x Q satisfait les hypothéses suivantes
1. I est une fonction de Carathéodory,
2. [ F(u, Vu,z)dx est x—invariante,
3. il existe a € LY (Q)N et b € LY(Q) tels que pour tout (c, f,s) € R x
RN x Q on ait
F(e, f,s) = (a(s)[f) + b(s),
ot (-|-) désigne le produit scalaire usuel dans RY,
4. pour tout x € Q) et pour tout s € R, F(s,-,x) est conveze,

Alors
/F(u*,Vu*,x) dr < / F(u,Vu,z)dx
Q Q
st les intégrales existent.
De plus, si S, n’est pas le réarrangement croissant et si U € dom S, est
un ouvert borné régulier, pour tout u € Wy P(U), on a u* € Wy P (U*) et

/ Fu*,Vu*,z)dz < / F(u,Vu,z)dz.

U+ U

Démonstration. Soit 1 < p < +oo. La suite u,, = T,,u d’approximations
converge dans LP(Q). Par conséquent, pour toute fonction test ¢ € D(Q)Y,
on a

(f, o) :/ u*divedr = lim Uy divpdr = — lim (Vy,, ¢) dz
RN m—0o0 RN m—0o0 RN

< it [ Va6 = [Vl 6]

I’égalité des normes des gradients découlant de la proposition 5.3.4. Puisque
f est une application linéaire de L”(€2) dans R bornée, par le théoréme de
représentation de Riesz, il existe v € LP(RY)Y tel que pour tout ¢ € D(Q)Y,

[ eae=tr.0= [ waivod
RN RN

La fonction u* est donc faiblement dérivable avec Vu* = —u.

Pour p = 1, le raisonnement est le méme, si ce n’est qu’a priori la dérivée
faible de u est une mesure (voir proposition 5.3.7, p. 83). Les fonctions |Vuly
et |VT,uly ayant le méme réarrangement, pour tout 6 > 0, on a

sup {/|VTmu|2 dr | LY(F) < 6} = sup {/ \VTuly do | LY(E) < 5}.
B E
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La quantité de droite tendant vers 0 lorsque € tend vers 0, le critére de Dun-
ford et Pettis de compacité faible dans L'(Q)" s’applique [Edw65, théoréme
4.2.21, p. 275]. La suite convergeant vers u* dans L'(Q) et possédant une
sous-suite faiblement convergente vers v € WHH(Q) C LY(Q), elle converge
faiblement vers u* dans Wh1(Q).

Les hypothéses sur la fonctionnelle assure la semi-continuité inférieure
faible de la fonctionnelle considérée [Dac89, théoréme 3.4, p. 74| et la possi-
bilité d’appliquer la proposition 5.3.4, d’ou on tire le résultat en passant a la
limite.

Enfin, si u € Wy (U), cela signifie que u € W(Q) et {u > 0} C
U. Par ce qui précéde u* € WHP(Q) et par monotonie et continuité p.p.
(théoréme 2.3.5, p. 34),

{u" >0} ={u>0}"CU"
et donc u € WyP(U). Le reste suit aisément. O

Les restrictions sur le sous-espace vectoriel V' dans l'inégalité
Vurlly < [[Vull,

ne peuvent pas étre levées. Soit S v la symétrisation de Steiner (k, N), V =
R* x {0} suos-espace vectoriel de dimension k' = k — k" < k et u € D, (Q)
avec suppu C B(0,R) C €. Si on pose, pour A > 1 et (2/,2",y) € R¥ x
R x RN-*

uy(a', 2" y) = A%flu(/\x', 2" y),

on a

IVvaally, =2 [[Vvull,
[V Sk.nuallp [V Sk nullp

De méme, si on pose pour p > 1,

k//

ul (o’ 2" y) = peu(a’, pa’, y),

on a
IVvarl, Vvl
IVoSevull, ' TV Skl
Le quotient
[Vyull,
IV Skl

peut donc prendre toutes les valeurs réelles strictement positives. Le raison-
nement s’étend a la symétrisation sphérique.
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La méthode des polarisations ne résout pas le probléme des conditions
nécessaires d’égalité dans l'inégalité de Polya—Szeg6. Si pour pour 1 < p < oo

HVU*HP = ||Vu||p,

on a alors
H CU*HP < liInian ;Tmqu = HVUHp,
m—0o0

de sorte que la suite T},u converge fortement dans W1?(Q). Le probléme des
conditions d’égalité est donc équivalent a celui des conditions de convergence
forte de la suite de polarisations dans Wh?(Q).

Remarque 5.3.2. Puisqu’'une symétrisation conserve la norme gradient, on
peut se demander si elle est continue de W'P(RY) dans WHP(RY) (elle Iest
toujours en 0). Aucune n’est lipschitzienne dans W1 (RY), mais la symétrisa-
tion de Schwarz S ; est continue dans WP (R), tandis que pour pour N > 2,
les ensembles des points de continuité et des points de discontinuité de Sy o
dans WHP(RY) sont tous les deux denses dans W1P(RY) [AL89b, AL89al.

5.3.3 Propriété isopérimétrique de la boule

Pour démontrer la propriété isopérimétrique de la boule, nous examinons
les propriétés des symétrisations de fonctions a variation bornée.

Lemme 5.3.6. Soient Py une polarisation de RY et w € BV(RY) (voir

p. 57).
Alors
| Du"|| gy < || Dul|py.

Démonstration. Pour toute fonction u € BV (RY), il existe une suite de
fonctions (u), .y € D(RY) telles que
u, — u dans L'(R"),
[ Dun||pv = [[Vully = | Dull sy

(voir [Giu84, héoréme 1.9, p. 17]). Par contractivité des polarisations (propo-
sition 5.1.3, p.64), on a aussi

()™ — u® dans L'(RY).

Pour toute fonction test, ¢ € D(R)Y avec ||¢]|o < 1, on a, en utilisant les
propriétés des dérivées faibles des polarisations (proposition 5.1.3, p.64),

/ u div ¢ dz = lim u, ™ div ¢ dx
RN n—oo fpN

< lim inf||Vu, ||, = liminf||Vuy, |, = || Dul gy
n—oo n—oo
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En passant au supremum sur ¢, on obtient
IDu || sy < [|Dul sy O

Proposition 5.3.7. Soit S, un réarrangement approximable par polarisa-
tions. Pour tout u € BV (RY), on a u* € BV(RY) et

[ Du*||sv < [|Dullsy
Démonstration. Par convergence de la suite d’approximations, on a
T,u — u* dans L'(RY),
avec, par le lemme 5.3.6,
|DTullsy < [|Dullsy,
d’ott on tire u* € BV () et
|Du*|| gy < hmHLiOIéfHDTmuHBV < ||Dul|gy- O

Nous pouvons énoncer la propriété isopérimétrique de la boule.

Corollaire 5.3.8 (Théoréme isopérimétrique). Pour tout ensemble de Cac-
cioppoli A C RY, on a
P(A") < P(A).

Démonstration. Par définition du périmétre (p.57) et la proposition 5.3.7,
on a
P(A") = |Dx4llsv < [[Dxallsv = P(A). O

La preuve que nous avons obtenue de l'inégalité¢ isopérimétrique n’est
pas plus compliquée que des preuves classiques [Tal93b| et a I'avantage de
s’'inscrire dans le cadre d’inégalités isopérimétriques générales.

5.3.4 Propriété isodiamétrique de la boule

La sceur jumelle de la propriété isopérimétrique de la boule est la pro-
priété isodiamétrique : « a volume donné, la boule a le plus petit diamétre. »
Comme la propriété isopérimétrique classique, elle peut étre prouvée pour
la symétrisation Steiner (1, N) et étre étendue ensuite a la symétrisation
de Schwarz [Str99, pp. 74-79]. Comme l'inégalité isopérimétrique, I'inégalité
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isodiamétrique peut étre démontrée par approximation par polarisations. Le
diamétre d’un ensemble mesurable A est

diam A = supessd(z,y).
(z,y)€A2

Ce diamétre est le supremum de la distance lorsque A est ouvert.
Nous commencons par dériver un résultat de semi-continuité pour une
classe de fonctions définies sur les ensembles mesurables d’un espace mesuré

(€2, ).

Définition 5.3.4. Une suite d’ensembles mesurables (I';),,.y C 9(€) tend
vers I' € p(Q) (I', = T') si (', AT) — 0.

La convergence pour les ensembles mesurables définie ci-dessus est équi-
5 1
valente & la convergence dans L' (€2, i) de xp vers xp.

Notation 5.3.5. Pour f: Q x Q2 € Ret I' € X, nous notons

o¢(I') = supess f(z,y).
(z,y)el?

Nous prouvons la semi-continuité inférieure des fonctions oy.

Lemme 5.3.9. Si la suite d’ensembles mesurables (I'y)nen C () tend vers
[, alors, pour tout f: Q2 x Q eR,

n—00

Démonstration. Soit 6 > 0 et notons, pour tout ensemble G C €2,
G = {(z,y) € G*| f(x,y) > a4(G) = 6}.

Par définition de o;(T), nous avons p?(I”) > 0. De plus, la convergence de
I',, vers I' implique celle de u(I' N T',) vers p(I"). Pour n > k suffisamment
grand, on a alors

pP((PNTW)?) + (1) = (u(T N Tw)* + p?(1%) > (u(T)? = p?(I?)

et donc
(T2 N0 > 0.

Puisque
r,2Nnr cr,’,

la mesure de I',,% est strictement positive, de sorte que

() > o) =0
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et donc, puisque n > k est arbitraire

liminf of(T',) > o4(I') — 0.

n—oo

L’inégalité étant valable pour tout 6 > 0, on obtient I'inégalité désirée. [

Nous pouvons appliquer ce résultat a (RY, £Y) avec des suites de polari-
sations.

Proposition 5.3.10. Soit x une symétrisation approximable par polarisa-
tions et une fonction f : RN x RY — R telle que o;(A") < op(A) pour toute
polarisation H € H.,.
Alors

o1 (A%) < oy(A).

Démonstration. Soit T, la suite des opérateurs d’approximation. Par récur-
rence, la suite des o/(7,,(A)) est décroissante, d’olt

or(A") < lim op(Tn(A4)) < os(A). O

m—+00

Si f est la fonction distance, nous avons
c4(A) = diam(A).

Pour prouver I'inégalité isodiamétrique, il nous reste a montrer que les pola-
risations diminuent le diamétre.

Lemme 5.3.11. Soit A C R" et Py une polarisation. Alors,
diam(A") < diam(A).

Démonstration. Nous devons prouver que pour tout z,y € Af, il existe
Z,7 € A tels que
d(z,y) < d(Z,7).

Siz,y € A (resp. z,y € 0(A)), alors il suffit de prendre T =z et § =y
resp. & = xy et § = yg). Sinon, on peut supposer x € A et y € o(A). Alors,

T =z et § = o(y) conviennent. Puisque
A = (Anoy(A)U(AUog(A)N H)

(équation 5.1, p. 62), les points x et y appartiennent tous les deux a H N A%
et donc § € RV\H. Il existe donc un point z € OH tel que

d(z,g) =d(Z,z) + d(z,7).
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Puisque z = zy et que o(+) est une isométrie, nous avons d’une part
d(z,z) +d(z,y) =d(z,2) + dzg,yg) = d(Z, 2) + d(z,9) = d(Z,7)
et d’autre part, par l'inégalité triangulaire,
d(z,y) < d(z,z) +d(z,vy).

Nous avons donc
d(z,y) < d(z,7),

d’oil, en passant au supremum dans A et dans A,
diam(A") < diam(A). O
Nous avons démontré la propriété isodiamétrique de la boule.

Théoréme 5.3.12. Soit A un ensemble mesurable de R™ et S, un réarran-
gement approzimable par polarisations. Alors

diam(A*) < diam(A).

5.4 Approximation par symétrisations de Stei-
ner

Nous avons vu au début de ce chapitre que l'approximation de Stei-
ner n’était pas le meilleur outil pour démontrer des inégalités de réarran-
gement. Toutefois, les approximations de symétrisations par symétrisations
de Steiner ont été permettent de démontrer l'inégalité de Riesz—Sobolev
|AL89b, AL89al, objectif que nous impossible & atteindre par polarisations
(remarque 5.3.1, p. 78). Nous pouvons toutefois la démontrer par une adap-
tation de la preuve de 'approximation d’approximation par polarisations.

Puisque la symétrisation de Steiner conserve le module de continuité
(proposition 5.3.1, p.74) et qu’elle est compatible avec la symétrisation de
Schwarz (cfr. lemme 5.2.1, p.66), on peut établir 'analogue du lemme 5.2.2
(p.67). Par ailleurs, si Sy est la symétrisation de Steiner par rapport au
demi-plan passant par d’origine paralléle & 0H, on a, par compatibilité entre
Py et Sy (lemme 5.2.1)

1Sau —u*lly < |[Paw — |,

L’existence de symétrisations permettant de se rapprocher strictement est
alors une conséquence du lemme 5.2.3. L’équivalent de la proposition 5.2.5
(p. 71) se démontre alors sans probléme.
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La preuve de 'inégalité de Riesz—Sobolev découle alors de celle de 1'in-
¢galité de Ries—Sobolev pour la symétrisation de Steiner (voir [BLL74]) et de
I’existence d’une suite de symétrisations de Steiner approximant la symétri-
sation de Schwarz. La preuve reste valable pour les symétrisations de Steiner
(k,N).



Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié des méthodes de démonstration des
inégalités de réarrangements, avec les approches complémentaires des en-
sembles de niveau et des approximations.

[’approche par ensembles de niveau devait au départ énumérer avec sim-
plicité et rigueur un certain nombre d’équivalences entre propriétés de trans-
formations d’ensembles et de fonctions. Or, « 'analyse par ensembles de ni-
veau » s’est révélée beaucoup moins simple que nous le croyions : les dé-
veloppements du chapitre 2 nous ont appris a nous méfier de ce qui était
trop évident, mais nous pensons y avoir rassemblé les principaux résultats
utiles pour la théorie des réarrangements. Notre traitement des réarrange-
ments du chapitre 3 nous a permis d’étendre la notion a des ensembles de
mesure infinie en conservant les principes de Cavalieri et la contractivité du
réarrangement. Le chapitre sur la régularité du réarrangement quant a lui
rassemble le peu de chose qu’on peut dire sur le réarrangement de fonctions
possédant une certaine régularité, 'inégalité de Polya—Szego restant difficile
a relier aux propriétés des transformations d’ensembles.

Le développement des méthodes d’approximation fut surtout une simpli-
fication et une généralisation de ce qui existait déja, avec quelques surprises :
I'existence d’une suite universelle de polarisations approximant une symétri-
sation, la preuve de 'inégalité isodiamétrique, 'approximation du réarran-
gement croissant et la possibilité d’en déduire facilement 1’existence d’une
suite d’approximations par symétrisations de Steiner. Les deux méthodes
d’approximations gagneraient a étre présentées dans un cadre commun.

De I'étude des réarrangements, nous gardons I'impression que ce sont des
transformations d’une grande richesse, comparable a certains égards a celle
des transformations linéaires, ce qui est un avantage puisqu’ils s’adaptent
a de nombreux problémes, mais aussi un inconvénient, puisqu’un outil trop
puissant est forcément limité. C’est aussi un domaine ot les approches sont
plurielles et ot les liens que ces approches entretiennent sont encore en partie
inexplorés.

Au terme de ce travail, nous voudrions formuler quelques questions sur

38
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les réarrangements.

— Est-il possible d’énoncer une condition nécessaire et suffisante pour
les inégalité de Hardy—Littlewood généralisées pour plus de deux fonc-
tions, quitte & introduire une hypothése supplémentaire sur le réarran-
gement 7

— Y a-t-il des conditions géométriques relativement simples pour qu’un
réarrangement S satisfasse I'inégalité

IV Sulls < [Vull2 ?

— Que peut-on dire sur les versions strictes d’inégalités isopérimétriques
par des méthodes d’approximation 7 Peut-on faire intervenir ’asymétrie
des données [Bha01] ?

— Les méthodes de polarisation et du plan mobile déplacent toutes les
deux un plan a travers le domaine, I'analogie recéle-t-elle quelque chose ?

— L’inégalité de Polya—Szego pour le réarrangement croissant permet-elle
de montrer I'existence de solutions de certains problémes variationnels
comme le fait G. Carbou avec un réarrangement semblable [Car95] ?
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