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Chapitre 1

Limites, continuité et dérivées

1.1 Fonctions

f : A ⊂ R → R a ∈ A
R a f(a)

f : A ⊂ R → R A

a

f(a)

fA
R

a

A
R

b

c

a
b c R



f(x) =
1

x
f(x) = cos x.

R

f(x) = 1
x R0

1.2 Limite d’une fonction en un point
f a ∈ R f

a I ⊂ R a
f I\{a} f

x a L x a f(x)
L

f : R0 → R : x $→ x3 + 2 I ⊂ R

[0 − δ, 0 + δ] δ > 0 x ∈ I\{0}
1 ≤ f(x) ≤ 3

f : R → R

f(x) =

{

x2 + 2 x < 1

−x2 + 2 x ≥ 1.

I ⊂ R [1 − δ, 1 + δ] δ > 0
x ∈ I\{1} 0 ≤ f(x) ≤ 2

a, b ∈ R a b

I ⊂ R a ∈ I
f : I\{a} → R f x a L

∀ε > 0,∃δ > 0 ∀x ∈ I\{a} : |x− a| ≤ δ, |f(x)− L| ≤ ε.

L f a lim
x→a

f(x).



I ⊂ R a ∈ I
λ ∈ R f : I\{a} → R g : I\{a} → R f g a

f + g a

lim
x→a

(f + g)(x) = lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x),

λf a

lim
x→a

λf(x) = λ lim
x→a

f(x),

fg a

lim
x→a

(fg)(x) = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x),

f(x) *= 0 x ∈ I\{a} lim
x→a

f(x) 0 1/f

a

lim
x→a

1

f(x)
=

1

lim
x→a

f(x)
.

1.3 Continuité d’une fonction en un point
f : I → R I ⊂ R

a ∈ I

f a lim
x→a

f(x) f(a)

f a

f, g I ⊂ R

a ∈ I λ ∈ R f g a

f + g a

λf a

fg a

f(x) *= 0 x ∈ I 1/f a



f : [a, b] → R f(a) f(b)
f(a).f(b) < 0 c ∈]a, b[ f(c) = 0

1.4 Dérivées

k (k)′ = 0

(kf(x))′ = kf ′(x)

(xk)′ = kxk−1

(f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x)

(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)
(

f(x)
g(x)

)′
= f ′(x)g(x)−f(x)g′(x)

g(x)2

(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x))g′(x)

(sinx)′ = cosx

(cos x)′ = − sinx

(tanx)′ = 1
cos2 x

(ex)′ = ex

(lnx)′ = 1
x

I ⊂ R a ∈ I f : I → R

f a

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a

f a f ′(a)

Interprétation géométrique du nombre dérivé

f : I → R a ∈ I f ′(a)
f (a, f(a))

y = f(a) + f ′(a)(x− a).

f f

n f a



n
f n a

T n
f,a(x).

a f T n
f,a

f(x) ≈ T n
f,a(x)

n = 1 T 1
f,a(x)

f a f (a, f(a))

T 1
f,a(x) = f(a) + f ′(a)(x− a).

sin(0.1)
f

f (0, f(0))

y = f(0) + f ′(0)(x− 0)

= sin 0 + cos 0(x− 0)

= x.

sin(0, 1) ≈ 0.1

a a

f : R → R : x $→
|x|

1.5 Exercices
Fonctions

A
B

a

b
c

f(x) = x2 + 3

f(x) = 1
x2−x−6

f(x) =
√
x+ 2

f(x) = 1√
x2−3x+2



f(x) = tan(3x)

f(x) = lnx2

f(x) = 1
(x−2)2

f(x) = x√
x2−1

f(x) = 1
sinx

f(x) = cos(3x)

f(x) = ln(ln(ln(x)))

Limite d’une fonction en un point

limx→1 x3 + x− 4

limx→4
x2−16
x−4

limx→2
1

x2−4x+4

limx→1
x2+3x−4

x−1

limx→1
x3+1
x+2

limx→1
x4−1
x−1

limx→0
5x2+x

x

limx→2
x2−4
x−2

limx→5
1

x2−10x+25

Continuité d’une fonction en un point

f(x) =

{

x2−9
x−3 x *= 3

6 x = 3

x = 3

f(x) =
x5 − 1

x− 1

x = 1 lim
x→1

f(x) = f(1)

f(x) =

{

12x2−4x3

x−3 x *= 3

−28 x = 3

x = 3

f(x) =

{

x2−3x+2
x−1 x *= 1

−1 x = 1

x = 1



f : [0, 1] → R : x $→ ex − 3x

P (x) = x3−x−1
[0, 2]

x10 − 5x2 + 1 = 0

sinx = x− 1

x2 =
√
x+ 1

ex = 2− x

ln(x+ 1) = 1− x

ex + x3 = 3

Dérivées

f(x) = 2x5 + x2

f(x) =
√
x

f(x) =
√
2x3 + 5

f(x) = (x+ 2).(x2 + 1)

f(x) =
√
1 + x3.(3x+ 1)

f(x) = x3

x4+1

f(x) =
√
x2+1
x4

f(x) = cos(2x)

f(x) = exp(x2)

f(x) = ln(3x+ 1)

x3 x = 2

f(x) = (x3 + 2x+ 2)(x2 + 3x)

f(x) = x3−3x+6
x2−1

f(x) = 1
x3 + x

x2+1

f(x) = (x2+1)2+2
(x2+1)2−2

f(x) = 1
(x2−3)(x+2)2

f(x) = cos2(3x)

f(x) = ln(ln(x))



f(x) =

{

x2 cos 1
x x *= 0

0 x = 0

x = 0

(1, f(1)).

f(x) =
√
x+ 1

2.(x+1)

f(x) = 2x+1
x+1

f : R → R : x $→ x2

a = 1 (1, 03)2.

f(x) =
√
x a = 9

√
9, 02

√
10

√
8

f
(x0, f(x0))

f(x) = 1− x2 x0 = 2

f(x) = x2 − x x0 = 1

f(x) = (x2 − 7) 3x
x+2 x0 = 1

f(x) = x
1+x2 x0 = 2



Chapitre 2

Calcul intégral

2.1 Motivation : le calcul d’aires

π

x = 1

f(x) = x2

x = 0 x = 1
y = x2

2.2 Définition de l’intégrale
f : [a, b] → R n ≥ 1 n ∈ N [a, b]

n [ai, ai+1] i ∈ {1, · · · , n} a1 = a an+1 = b



ai+1 − ai = b−a
n ci ∈ [ai, ai+1]

b−a
n f(ci) [ai, ai+1]

f(ci)

Sn(f) =
n
∑

i=1

b− a

n
f(ci)

[ai, ai+1] f(ci)

a b

f
x = a x = b n

f [a, b]
∫ b
a f(x) dx n

Sn(f)

∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

Sn(f).

2.3 Primitives et théorème fondamental

f : [a, b] → R f F : [a, b] → R

x ∈ [a, b] F ′(x) = f(x)

f F F + k k ∈ R

f



f(x) F (x)

x x2

2 + k

x2 x3

3 + k

xn xn+1

n+1 + k

sinx − cosx+ k

cos x sinx+ k

ex ex + k

1
x ln |x|+ k

1
x2 − 1

x + k

f : [a, b] → R [a, b]

f : [a, b] → R F f

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

f
∫

f(x)dx

2.4 Méthodes de primitivation
2.4.1 Primitives immédiates

(ex
2

)′ = 2xex
2

ex
2

2xex
2



∫

f r(x)f ′(x) dx =
f r+1(x)

r + 1
+ k r ∈ R\{−1}

∫

f ′(x)

f(x)
dx = ln |f(x)|+ k

∫

ef(x)f ′(x) dx = ef(x) + k
∫

f ′(x) cos f(x) dx = sin f(x) + k
∫

f ′(x) sin f(x) dx = − cos f(x) + k
∫

f ′(x)

1 + f2(x)
dx = arctan f(x) + k

∫

f ′(x)
√

1− f2(x)
dx = arcsin f(x) + k

∫

−f ′(x)
√

1− f2(x)
dx, = arccos f(x) + k.

x
√
1− x2

ln2(x)
x

x2 sin(x3 + 1)
x

2+2x2

2.4.2 Linéarité de la primitivation
(f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x) F f G

g F +G f + g
∫

(f + g)(x) dx =

∫

f(x) dx+

∫

g(x) dx.

∫

λf(x) dx = λ

∫

f(x) dx

λ ∈ R

∫

(2 sin(x) + ex + 4x2) dx

∫ b
a f(x)g(x) dx

(

∫ b
a f(x) dx

)

·
(

∫ b
a g(x) dx

)

2.4.3 Primitivation par parties
f, g : [a, b] → R

(fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x),

f ′(x)g(x)+f(x)g′(x) (fg)(x)



∫

f ′(x)g(x) dx = f(x)g(x)−
∫

f(x)g′(x) dx.

f(x) = x sin(x) g(x) = ex sin(x) h(x) = ln(x)

2.4.4 Primitivation par substitution
f : [a, b] → R F [a, b] g : [a, b] → R

g′

(F (g(x)))′ = F ′(g(x)) g′(x)

= f(g(x) )g′(x).

∫

f(g(x)) g′(x) dx = F (g(x)).

∫

f(g(x))g′(x) dx u = g(x) du
dx = g′(x)

du
dx du = g′(x) dx

∫

f(g(x))g′(x) dx
∫

f(u) du F f

∫

f(g(x)) g′(x) dx =

∫

f(u) du = F (u) = F (g(x)).

ln(x)
x u = g(x) = ln(x) du = (lnx)′ dx = 1

x dx

∫

ln(x)

x
dx =

∫

u du =
u2

2
+ k =

(ln x)2

2
+ k.

∫ 2π
π cos x sinxdx
∫ 1
0 x2exdx
∫ 1
−1

4
3+2x2 dx

2.5 Propriétés des intégrales

∫ b
a f(x) dx = −

∫ a
b f(x) dx



∫ a
a f(x) dx = 0

f, g : [a, b] → R λ ∈ R

∫ b

a

(f(x) + g(x)) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx,

∫ b

a

λf(x) dx = λ

∫ b

a

f(x) dx,

c ∈ [a, b]

∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx,

f : [a, b] → R ≥ 0 x ∈ [a, b]

∫ b

a

f(x) dx ≥ 0,

f, g : [a, b] → R f(x) ≤ g(x) x ∈ [a, b]

∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx.

y = x2 + 2x + 1 y = x2 − 2 x = 0
y = 0 x = 2

2.6 Exercices

5x6 6x2 + 8x+ 3 x(x+ 2)(x − 3)√
2x 1√

x
1−

√
x√

x

x3 lnx 1
x2+7

1√
8−x2

3x 3xex tan(x)

sinx cos x xex
2 ln2x

x

∫

lnx dx
∫

x2 ln x dx
∫

x arctan x dx
∫

x
ex dx

∫

ex sinx dx
∫

x sinx cos x dx
∫

arctan x dx
∫

x2e3x dx
∫

arcsin x dx
∫

x sinx dx

∫

(tanx)2 dx
∫ (cos x)3

(sinx)4 dx
∫ cos

√
x√

x
dx

∫

xex
2

dx
∫

(sinx)2 dx
∫

√

x
1−x dx

∫

1
1+ex dx

∫

1+x
1+

√
x
dx

∫

√
1−x2

x2 dx
∫

1
x(lnx)2 dx

∫

(sin 2x)
√
1 + cos 2x dx

∫

1
x2

√
1+x2

dx



∫

π
2

0 sin
(

t+
π

4

)

dt
∫ π
0 2 sin2(x) dx

∫ 1
0

2t√
1+t2

dt
∫ 3
−1 |x

2 − 4| dx
∫ 0
−1(2u+ 1) e−u du

∫ 1
0

4x2+5
x+1 dx

∫ 1
0 (x

2 − 4) e−x dx

I =

∫ 1

0

x√
x2 + 2

f(x) =
√
x2 + 2

g [0, 1] g(x) = ln(x+
√
x2 + 2)

I

f R f(x) = 2x− x
x2+1 C

∆ y = 2x C E
C ∆ x = 0 x = 2

C C ∆ [0, 2]

E



Chapitre 3

Systèmes d’équations linéaires et
calcul matriciel

3.1 Introduction

−

−

−

{

x− 3y = −12
2x− y = 6

x y

Systèmes d’équations à 2 inconnues

{

ax+ by = u
cx+ dy = v

a, b, c, d, u v x y
(s1, s2) ∈ R2

{

as1 + bs2 = u
cs1 + ds2 = v.



(6, 6)
{

x− 3y = −12
2x− y = 6.

y = 2x − 6
x = 6

x y = 2x− 6 = 2× 6− 6 = 6

2

{

x− 3y = −12
5y = 30.

y = 6
x = 6

3.2 Calcul Matriciel

(n,m) n m
A (n,m) Aij i j

A (n,m) Rn×m

A =

(

1 2 3
4 5 7

)

.

(2, 3) A12 A23

Addition de matrices

A ∈ Rn×m B ∈ Rn×m A+B ∈ Rn×m

(A+B)ij = Aij +Bij

i ∈ {1, · · · , n} j ∈ {1, · · · ,m}

A =





1 3 7
2 15 4
2 6 8



 B =





13 17 2
4 5 21
8 3 0



 .



A+B =





1 + 13 3 + 17 7 + 2
2 + 4 15 + 5 4 + 21
2 + 8 6 + 3 8 + 0



 =





14 20 9
6 20 25
10 9 8



 .

Produit de matrices

A ∈ Rn×m B ∈ Rm×p AB ∈ Rn×p

(AB)ij = Ai1B1j +Ai2B2j + · · ·+AimBmj

i ∈ {1, · · · , n} j ∈ {1, · · · p}

A =

(

1 2 3
4 0 2

)

B =





2 1 4
0 1 2
3 2 0



 .

A ∈ R2×3 B ∈ R3×3

AB ∈ R2×3

AB =

(

1× 2 + 2× 0 + 3× 3 1× 1 + 2× 1 + 3× 2 1× 4 + 2× 2 + 3× 0
4× 2 + 0× 0 + 2× 3 4× 1 + 0× 1 + 2× 2 4× 4 + 0× 2 + 2× 0

)

=

(

2 + 9 1 + 2 + 6 4 + 4
8 + 6 4 + 4 16

)

=

(

11 9 8
14 8 16

)

.

BA

{

2x+ 3y = 6
3x+ 2y = 7

3.3 Opérations élémentaires et échelonnement







1 2 3
0 3 4
0 0 2



 ,





1 2 0
0 0 2
0 0 0



 ,

(

1 2
0 2

)





1 2 4
2 0 0
0 0 0



 ,





1 1 1
0 0 2
0 0 4





Li i

Li k Lj Li ! Li+kLj

Li k Li ! kLi

Li Lj Li " Lj





1 2 4
2 5 7
6 −2 8



 .

−2× L1 L2





1 2 4
2 5 7
6 −2 8





L2!L2−2L1→





1 2 4
0 1 −1
6 −2 8



 .

−6× L1 L3





1 2 4
0 1 −1
6 −2 8





L3!L3−6L1→





1 2 4
0 1 −1
0 −14 −16



 .

14× L2 L3





1 2 4
0 1 −1
0 −14 −16





L3!L3+14L2→





1 2 4
0 1 −1
0 0 −30



 .





1 2 4
0 1 −1
0 0 −30









1 2 4
2 5 7
6 −2 8







3.4 Résolutions de systèmes d’équations linéaires
3.4.1 Systèmes à solution unique







3x+ 5y + 2z = 3
3y + 2z = 7

5z = 10

z = 2
z = 2 y = 1 y

z x = −2





3 5 2
0 3 2
0 0 5









x
y
z



 =





3
7
10



 .





3 5 2 3
0 3 2 7
0 0 5 10











2x− y + z = 1
x+ y + z = 1

−x+ 2y + z = −2.





2 −1 1
1 1 1
−1 2 1









x
y
z



 =





1
1
−2



 .





2 −1 1 1
1 1 1 1
−1 2 1 −2



 .





2 −1 1 1
1 1 1 1
−1 2 1 −2





L1"L2→





1 1 1 1
2 −1 1 1
−1 2 1 −2





L2!L2−2L1→





1 1 1 1
0 −3 −1 −1
−1 2 1 −2





L3!L3+L1→





1 1 1 1
0 −3 −1 −1
0 3 2 −1







L3!L3+L2→





1 1 1 1
0 −3 −1 −1
0 0 1 −2



 .







x+ y + z = 1
−3y − z = −1

z = −2.

(2, 1,−2)

3.4.2 Systèmes avec plusieurs solutions

{

4x+ 2y + 5z = 12
2y + 2z = 14.

z α ∈ R y = 14−2α
2 = 7 − α

x = −2−3α
4 α

(−2−3α
4 , 7− α,α)

{(

−2− 3α

4
, 7− α,α

)

| α ∈ R

}

{

2x+ 2y = 0
x+ y = 1.

3.4.3 Systèmes avec plusieurs solutions
3.4.4 Pour aller plus loin : le cas général

m n (x1, . . . , xn)



















a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm.



n (s1, . . . , sn)


















a11s1 + a12s2 + · · ·+ a1nsn = b1
a21s1 + a22s2 + · · ·+ a2nsn = b2

am1s1 + am2s2 + · · ·+ amnsn = bm.

{

2x1 + 3x2 + 4x3 = 10
x1 + x2 + x3 = 4

(1, 4,−1) (2, 2, 0)

A

A′

A′



















a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm.









a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

· · ·
am1 am2 · · · amn



















x1
x2

xn











=







b1

bm






.













a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2

· · ·
am1 am2 · · · amn bm











.

3.5 Exercices
R2×2 ∈ R3×1

∈ R1×3

i ∈ {1, 2, 3} j ∈ {1, 2, 3, 4} M Mij = i+j

A+B

A =

(

4 5
2 1

)

B =

(

1 2
1 3

)

A =
(

1 2 3
)

B =





3
2
1





A =





0 0 2 4
2 0 1 7
15 0 5 10



 B =





12 21 11 11
0 2 9 1

2
3 2 4 6





AB BA A B

A =
(

2 3 4
)

B =





1
−1
2





A =
(

2 3 4
)

B =





1 4
2 5
3 6





A =

(

1 2
3 4

)

B =

(

5 6
7 8

)







x+ z = 1
y + z = 0
x+ z = −1.







x− y + z = −1
2x− 3y + z = 2

x+ 4z = −5.









x− y + z = −1
2x− 3y + z = 2

x+ 2z = −5







x− y + z = −1
2x− 3y + z = 2

x+ 2z = 1







−x1 + 2x2 − x3 = 1
2x1 − x2 + 5x3 = 4
x1 + x2 + 4x3 = 5.







3x1 − 9x2 + x3 − x4 = 3
2x1 − 6x2 − x3 + 2x4 = 2

−x1 + 3x2 − 7x3 + 11x4 = −1.



Chapitre 4

Introduction aux statistiques

Introduction
Population – Échantillon – Statistique descriptive et inductive

Variables



Notations

N
i i = 1, . . . , N

X Y Z Xi X
i

4.1 Distribution de fréquences
X

Xi

0

1

2

3

4

5

6

18 19 20 21 22 23 24 25

Données groupées

(63 + 65)/2 = 64



0
5

10
15
20
25
30
35
40
45
50

57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77

0
5

10
15
20
25
30
35
40
45
50

57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77



4.2 Mesures de tendance centrale
4.2.1 La moyenne

X X1,X2, . . . ,XN

N X µ

µ =
1

N

N
∑

i=1

Xi.

e

e

e



4.2.2 Le mode et la médiane

N X1, . . . ,XN

3, 1, 2, 4, 5, 8, 7, 4, 5, 6, 8, 8, 5, 6, 9

X1, . . . ,XN N

N
N

1 3 3 6 7 9 20

6

2 4 5 8 10 12 13 14

(8 + 10)/2 = 9

Quartiles, déciles et centiles

Q1, Q2 Q3 Q2

D1, . . . ,D9 D5 P1, . . . , P99

P25 = Q1 P50 P75 = Q3

4.2.3 Interprétation de la moyenne, du mode et de la médiane

X1, . . . ,XN



m
od
e

m
éd
ia
ne

m
oy
en
ne

m
od
e

m
éd
ia
ne

m
oy
en
ne

4.2.4 Moyenne de données groupées
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4.3 Mesures de la dispersion

4.3.1 Étendue, écart moyen et écart-type
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4.3.2 Interprétations de l’étendue, de l’écart moyen et de l’écart-type

µ

X Y
µX = 19 µY = 31

Xi Xi − µX |Xi − µX | (Xi − µX)2 Yi Yi − µY |Yi − µY | (Yi − µY )2

2 −17 17 289 18 −13 13 169
2 −17 17 289 19 −12 12 144
2 −17 17 289 19 −12 12 144
4 −15 15 225 19 −12 12 144
5 −14 14 196 19 −12 12 144
7 −12 12 144 19 −12 12 144
10 −9 9 81 20 −11 11 121
11 −8 8 64 20 −11 11 121
11 −8 8 64 45 14 14 196
34 15 15 225 45 14 14 196
35 16 16 256 46 15 15 225
35 16 16 256 47 16 16 256
50 31 31 961 48 17 17 289
58 39 39 1521 50 19 19 361

4.3.3 Écart-type et distribution normale
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√
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e−
1
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σ )
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68, 27% µ− σ µ+ σ
95, 45% µ− 2σ µ+ 2σ
99, 73% µ− 3σ µ+ 3σ
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4.3.4 Écart-type de données groupées
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4.4 Exercices
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