MAT 1231 : Algebre multilinéaire et théorie des groupes 5 février 2008

Dualité

Exercice 1 Dans R?, on considere la base e; = (1,1,1), e3 = (0,1,1), e3 = (0,0, 1).
1. Donnez les matrices can(ldgs)e, e(Idgr3)can, can*(ldfgg)e*, e*(ldeg)can*.

2. Si z = (21,2, x3), calculez ef(z), e5(z), e5(z). Si
¢(r1,T2,73) = Q171 + QT + a3T3,
calculez les coordonnées de ¢ dans la base e, €3, e3.
Exercice 2 Si e = (eq, €2, e3) est une base d’'un K-espace E, montrez que
f=(e1,e1 +ea,e1+e2+e3)
est encore une base et décrivez la base duale en fonction de e7, €3, e3.

Exercice 3 Montrez que si (eg,ea,e3,e4) est une base de C? comme R-espace et
A2, A3, A4 € R, la suite

(€] 4+ Aae5 + Azes + \gey, €5, €5, €4)
est la base duale de la base

(e1,€2 — Ager, e3 — Azer, e — Ageq)
de C2.
Exercice 4 Sur R[X]<2, on considere la base formée de

Pi=1+X+X%,P=14+2X +3X% P, =X +3X?,
et la forme linéaire
©:R[X]<2 = Riag + a1 X + as X% — ag + a1b + ash,

pour b € R. Donnez les coordonnées de ¢ dans la base duale de (Py, P, P3).

Exercice 5 Montrez que pour trois espaces vectoriels E, F, G, donnés, on a une
bijection naturelle entre

Lx(E, Lx(F,G)) — Bilg(F x E, G).



Exercice 6 Justifiez les égalités suivantes pour des sous-espaces Vi et Vo d’un es-
pace de dimension finie F

Vi+ W) =v2n1 et (Vi N1R)° =V + V.

Exercice 7 Dans chacune des situations envisagées ci-dessous, donnez une base de
V0, en décrivant les formes linéaires concernées comme polynémes homogenes de
degré un.

1. V =sev((1,1,1,1),(0,1,2,3)) C R*;

2. V={(u,3u+v,v) | u,v € R} CR3;

3r1+2x0+x3—T4 — 25 =0
3. V:{(xl,xg,a:g,m4,m5)\ T1 — X9 — T3 — x4 + 225 =0 }QR5;
—x1+ 294+ 3x3+ x4 —25 =0

. r+iy+(1+i)z—t=0

4.V = { < g; ) | z+y=0 C C?*2 comme C-espace;
: (14 i)z +(i—1)z—it =0

5.V =sev(1+iX2 1+i X+ X3, (14+4)— X +iX2+iX3) C C[X]<3 comme C-espace.

Exercice 8 Soit E un espace vectoriel muni d’une base (eq,...,e,), et A:E — E
l'opérateur linéaire tel que A(e;) = e;y1, pour ¢ € {1,...,n — 1} et A(en) = e1.
Décrivez 1'opérateur A! par ses valeurs sur les e} (i € {1,...,n}).

Exercice 9 Soit A: E — F une application linéaire entre espaces vectoriels de di-
mension finie sur le corps K.

1. Justifiez les formules im(A?) = (ker(A))? et ker(A?) = (im(A))°.

2. Montrez que A’ est injective (surjective) si et seulement si A est surjective
(injective).

Exercice 10 Pour les applications linéaires décrites ci-dessous, donnez 'image par
la transposée d’un élément quelconque du domaine de cette transposée. Donnez une

base de ker(A?) et de im(A?).
1. A:R? — R*: (21,29, 23) — (21,21, 21,21 + 22 + 23) ;
2. A:C — C: z+— Z (comme R-espace, bien str!);

3. AiR[X]<3 — R[X]<3: P(X) — P(1) + (X — 1)P'(1) + 5(X — 1)2P"(1).
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