MAT 1231 : Algebre multilinéaire et théorie des groupes 7 mai 2008

Exemples de groupes

Exercice 1 Soient b; et by deux formes bilinéaires symétriques indéfinies sur R?.
Pour ¢ = 1,2, on note B; la matrice symétrique associée a la forme bilinéaire, i.e.
b;(X,Y) = X'B;Y, pour tout X,Y € R2 Montrer que les groupes O(b1) et O(bs)
sont isomorphes.
On définit ainsi

011(R) = {A € GLy(R) | b(AX, AY) = b(X,Y)}
ot b((z1,x2)", (y1,42)") = 122 — Y1 2.
Exercice 2 Décrire les éléments de Oq1(R).

Exercice 3 Montrer que
1. dans O3(R), tout élément est produit d’au plus 2 symétries axiales.

2. dans O3(R), tout élément est produit d’au plus 3 symétries planes.

Exercice 4 Montrer que SL2(R) est engendré par des matrices de la forme

z 0 1 vy 10
0zt )J’\o 1)\ z 1)’
pour tout z,y, 2z € R.
Exercice 5 Soit
021(R) = {A € GL3(R) | b(Au, Av) = b(u,v) Vu,v € R3}
ot b((x,y, 2)t, (¢/,y,2)") = a2’ +yy' — 22/,
1. Montrer que si A = (a;j) € O2,1(R), alors ags # 0.
2. Montrer que Oz ;(R) se décompose comme
OQJ(R) = S0 (2,1)U SOy (2,1)PU SOT(Q, HnT U SOT(Q, 1)PT
ol SOT(Q, 1) = {(aij) € OQJ(R) | det(aij) =1et azgz > 0},
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. Montrer que SO1(2,1) est normal dans Oz 1(R) et que le groupe quotient est
isomorphe & Z /27 x Z./27.
. On consideére la forme bilinéaire symétrique (B;|B2) = %tr(Ble) sur ’espace

vectoriel
V ={B € Ma(R) | tr(B) = 0}.

(a) Soient61:<é _01>,€2:<(1) (1)>’e3:<_01 é).Montrerque

(rey + yea + zes|a'er +y'ea + 2es) = xa’ +yy — 22

On en déduit que O(V) = 021 (R).

(b) Pour A € SLy(R), on note ¢4 l'’endomorphisme de l’espace vectoriel
V défini par pa(B) = ABA~!. Montrer que ¢4 € O(V) pour tout
A € SLy(R) et qu'on peut ainsi définir un homomorphisme de groupes
©:SLa(R) — O(V): A @a.

(c) Montrer que ker(yp) = {1, =1} et que im(¢) C SO4(2,1) (utiliser I'Exer-
cice 4).



