MAT 1231 : Algebre multilinéaire et théorie des groupes 12 mars 2008

Puissances extérieures

Exercice 1

1. Soit E = R?. Décrire les puissance extérieures de E en précisant les dimensions
et en indiquant les bases obtenues & partir de la base canonique. Si = (1, x2)
et y = (y1,y2), donner les coordonnées de x A y.

2. Soit E = R3. Décrire les puissances extérieures, préciser leurs dimensions et
indiquer les bases obtenues a partir de la base canonique. Si x = (21, 22, x3),
y = (y1,Y2,y3) et z = (21, 22, 23), donner les coordonnées de x Ay et de zAYAz.

Exercice 2

1. Soit E le plan mis en bijection avec R? par le biais du repere orthonormé usuel.
Soit O l'origine et soit P et ) deux points de coordonnées (x1,z2) et (y1,y2).
Comparer I'aire du parallelogramme construit sur les vecteurs OP et @ avec
la coordonnée de (z1,22) A (y1,¥y2)-

2. Soit E I’espace usuel mis en bijection avec R? par le biais du repére orthonormé
usuel. Soit O lorigine et soit P,Q, R des points de coordonnées respectives
(z1,x2,23), (y1,%2,y3) et (21,22, 23). Comparer le volume du parallelipipede
construit sur O_f)’, (ﬁ, OR avec la coordonnée de (z1,22,23) A (Y1,Y2,Y3) A

(21, 22, 23).
Exercice 3 Soit F un espace de dimension n sur K avec une base (eq,...,ey). Soit
1,. .., %, des vecteurs donnés, avec x; = aje;. Posons A = (a;). Justifier I’égalité

1A ... ANxp =det(A)er A Aep.

Exercice 4 Soit E un espace vectoriel de dimension 4 avec une base (e, ea, €3, €4).
Montrer que

1. e1 Aea + e3 A eg n’est pas décomposable ;
2. e1 ANeg + ea Aeg + eg Aep est décomposable ;

3. e1Nea+ei Nes+ei ANeg+ea Aeg+ea Aeg+ ez Aey n'est pas décomposable.

Exercice 5 Soit E un espace euclidien de dimension 3 et (e, ez, e3) une base or-
thonormée de E. L’application produit vectoriel x: E x E — E: (v1,v3) — v1 X vy
est bilinéaire alternée. Soit A: E A E — E D'unique application linéaire telle que
A(v1 A vg) = v1 X vg pour tout v, vy € E. Montrer que A est un isomorphisme.



Exercice 6 Soit E un espace euclidien de dimension 4 et (e, e2,e3,e4) une base
orthonormée de E. On définit une application bilinéaire alternée

0 sila suite (v, ve,v3) est liée,

X:E X ExE — (v1,v2,v3) — v1 X vg X v3 = )
v4 sinon

avec vy = det (c(v1),e(v2),(v3), e (w))w, olt w est un vecteur de sev{(vy,vq,v3)" de
norme 1. Soit A: E A EAE — E P'application linéaire induite par x. Montrer que
A est un isomorphisme.

Exercice 7 Soit E un espace vectoriel de dimension n et (eg,...,e,) une base de
E. Soit A application de /\”_1 E dans E* définie par A(zxq1 A ... Axp_1) = p avec
TIN . ANTp1 Ay =@(y)er A... Aey pour tout y € E. Montrer que A est bijective.

Exercice 8 Soit F un espace vectoriel de dimension 4. Montrer que pour tout
¢ € /\2 E, £ NE=0siet seulement si € est décomposable.



