Exercice 6 (Théoréme d’Euler)
Le théoreme que 'on devine est :

> i=gem)

0<i<n—1
(i,n)=1

pour tout n > 3. Pour le montrer, on remarque d’abord que si (i,n) = 1, alors
(n—1i,n) = 1. En effet, si (i,n) = 1 et d est un diviseur commun de n — i et n, alors
d divise aussi i =n — (n — i) est donc d =1 ou d = —1. On en déduit que

{ieZ|0<i<n—-1,(ni)=1}={n—-i€Z|0<i<n-—1,(n,i) =1}

Ainsi
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car ¢(n) est le nombre de i € {0,...,n — 1} tel que (n,i) = 1. On a donc prouvé

notre théoreme.

Exercice 6.2 (Logarithme discret)

On cherche les solutions de la congruence z* = 1 mod 17. Donc on cherche les € Z
tels que l'ordre de x modulo 17 soit un diviseur de 4. Les solutions sont donc les
éléments d’ordre 1, 2 ou 4 modulo 17. Commengons par regarder les puissances de
2 modulo 17. On a

il 2 3 4
2002 4 8 -1

Donc l'ordre de 2 modulo 17 est égal a 8. Cela suffit pour déduire les éléments d’ordre
2 et 4. On remarque que 4 = 22 est d’ordre 4 modulo 17 et —1 = 2% est d’ordre 2
modulo 17.

Si a est d’ordre d modulo 17, pour trouver tous les éléments d’ordre d modulo
17, il faut prendre les a’ pour tout i € {0,...,d — 1} tels que (d,i) = 1. Donc —1
est le seul élément d’ordre 2 modulo 17 et, 4 et 43 = 2% .22 = —4 sont les éléments
d’ordre 4 modulo 17.

Donc les solutions de * = 1 mod 17 sont 1 (d’ordre 1), —1 (d’ordre 2) et, 4 et
—4 (d’ordre 4).



Exercice 4 (Théorie analytique des nombres)
On ne montre que la lére partie de I'exercice, c¢’est-a-dire on montre que

C(S)_l = H (1 —p_s) = 'u:;)
peP n>1

pour tout s > 1, ou pu est la fonction de Mobius et P est ’ensemble des nombres
premiers. Par le théoreme du produit, on a, pour tout s > 1,

o) =TI (1-»7).
peP

On va montrer la 2eéme égalité. Soit s > 1. Remarquons d’abord que la série
p(n) .
> converge car elle converge absolument :

n>1 ns
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On veut montrer que le produit HpeP (1 —p‘s) converge vers y -, %’Sz) Soit N € N
et soit p1,...,px tels que PN [0, N] = {p1,...,pxr}. Alors

1 1 1
() (- D02 (- x
pePN[O,N] P P2 Py n>1

p<N,VpeP avec p/n

Ainsi
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Or pour tout M € N,

Z p(n)

< Z ‘M(n)
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IpeP: p/n, p>N

Puisque la série ((s) converge, >, -y # tend vers 0 quand N tend vers l'infini.

11 (1 _p_s) )

pePN[0,N] n>1

Donc

tend vers 0 quand N tend vers l'infini et

[T(1-») =X

peP n>1




