Cubiques en trois variables :
points d'inflexion, formes normales
et dimension essentielle

Mélanie Raczek




Cubiques en trois variables : points d'inflexion,
formes normales et dimension essentielle

Mélanie Raczek

Dissertation présentée en vue de I'obtention du Diplome d’Etudes Approfondies, en
aout 2004, au Département de Mathématique de la Faculté des Sciences de I'Uni-
versité Catholique de Louvain, a Louvain-la-Neuve.

Promoteur : Jean-Pierre Tignol

Lecteurs :  Francis Borceux (UCL)
Enrico Vitale (UCL)

AMS Subject Classification (2000) : 11E76 (Forms of degree higher than two), 14H45
(Special curves and curves of low genus)

FNRS Classification des domaines scientifiques (1991) : P 120 (Théorie des nombres,
théorie des champs, géométrie algébrique, algebre, théorie des groupes)



Table des matiéres

Introduction

1 Préliminaires
1.1 Polynémes et résultants . . . . ... ... ... ... ... ... ...
1.2 Extensions de corps . . . . . . . . . . ...
1.3 Espaces projectifs . . . . . ... ...

2 Définition des cubiques
2.1 Courbes projectives . . . . . . . ...
2.2 Cubiques . . . . . ..

3 Propriétés des cubiques
3.1 Points d’inflexion d’une cubique . . . . . . ... .o
3.2 Formenormale . . ... ... ... .. .. ... ... ..
3.3 g-Invariant . . . . . ..o
3.4 Pinceaux canoniques de cubiques . . . . . ... .. L oL
3.5 Etude de cubiques particulieres . . . . . ... ... ... ... ...,
3.6 Cubiques singulieres . . . . . . . . .. ...
3.7 Quelques jolisdessins. . . . . . . . . ...

4 Dimension essentielle des cubiques
4.1 Notions élémentaires de la théorie des catégories . . . . ... .. ..
4.2 Définition de la dimension essentielle et exemples . . . . . . . .. ..
4.3 Esquisse du calcul de la dimension essentielle des cubiques . . . . . .

Bibliographie

iii

o ot W W

13
13
21

23
23
29
37
41
44
48
99

61
61
62
66

71



v

Table des matieres



Introduction

Ce mémoire de DEA traite d’un sujet déja connu depuis longtemps, mais reve-
nant a 'actualité : la théorie des cubiques. Une cubique est un polynéme homogene
de degré 3 en 3 variables a coefficients dans un corps k, définie & un multiple sca-
laire pres. Des résultats prouvés sur de tels polynémes ne manquent pas, mais ils se
trouvent souvent éparpillés dans des livres datant du XIXeme siecle, par exemple
[Miller et. al., 1916 ; Salmon, 1884 ; Serret, 1866 ; Weber, 1896], ou la maniere de
présenter les mathématiques est particuliere. Des références plus modernes comme
[Brieskorn et Knorrer, 1986] consideérent les cubiques comme exemples de courbes
projectives dans le cadre de la géometrie algébrique, mais ne s’intéressent qu’aux
cubiques a coefficients dans les complexes. Pourtant, pour la compréhension d’un
travail récent comme celui de G. Berhuy et G. Favi [2004] sur la “dimension es-
sentielle” des cubiques, il est absolument nécessaire de bien maitriser la théorie
élémentaire des cubiques a coefficients dans un corps k quelconque. Il était donc
intéressant de mettre les résultats principaux de la théorie des cubiques sur un corps
k au gout du jour, et de les réunir dans un mémoire.

Dans un premier chapitre, nous faisons un inventaire des connaissances néces-
saires pour comprendre le mémoire. Ainsi, nous rappelons les notions de résultants
de polynomes, d’extensions de corps et d’espaces projectifs, les démonstrations des
théorémes et des propositions n’étant pas données.

Nous entrons dans le sujet du mémoire dans le deuxiéme chapitre. Nous y parlons
de courbes projectives avant de définir les cubiques, et nous exposons des outils
qui sont utilisés ultérieurement. Nous en donnons les démonstrations puisque nous
n’avons pas trouvé de références les explicitant.

Le troisieme chapitre contient une énumération de propriétés importantes vé-
rifiées par les cubiques, avec des preuves détaillées. Le résultat principal est sans
doute le fait que toute cubique sans points multiples, a coefficients dans un corps
infini séparablement clos de caractéristique différente de 2 et de 3, peut s’écrire, a
un changement de variables linéaire prés, sous la forme X3 + X35 + X35 + X X1 X2 X3,
pour un certain A dans le corps. Ce résultat est essentiel, puisqu’il permet d’obtenir
une multitude d’autres résultats de la théorie des cubiques. Les cubiques avec points
multiples possedent moins de propriétés, mais on arrive quand-méme a les classifier
en huit types différents.
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Dans le quatrieme et dernier chapitre, nous parlons succinctement du résultat
récent de G. Berhuy et G. Favi [2004] : la dimension essentielle des cubiques sur un
corps de caractéristique différente de 2 et de 3 est égale a 3. Les notions manipulées
dans cet article dépassant le cadre de notre travail, nous nous sommes bornées
a ne donner qu’une esquisse du calcul. La notion de dimension essentielle étant
trés “prisée” ces derniéres années, elle pourrait faire ’'objet d’une éventuelle future
recherche.

Remerciements. Je tiens a remercier Jean-Pierre Tignol pour la quantité de temps
qu’il m’a consacré, malgré ses diverses occupations, et pour ses explications claires
en réponse a toutes mes questions. Je remercie aussi les autres chercheurs qui m’ont
aidé dans la réalisation de ce mémoire.
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Dans ce chapitre, nous allons introduire des notions utiles pour la suite.
Nous allons parler des résultants de polynomes, des extensions de corps
et des espaces projectifs. Nous ne démontrerons pas tous les résultats;
le lecteur intéressé pourra trouver les preuves dans les références clas-
siques, e.g. [Walker, 1950] pour les polynéomes, [Morandi, 1996] pour les
extensions de corps et [Berger, 1977] pour les espaces projectifs.

1.1 Polynoémes et résultants

Si f est un polynome n r variables et i1,...,4; € {1,...,r}, on note soit Ofl it
soit ﬁ la dérivée partielle de f par rapport aux variables X;,,..., X;,.
Théoréme 1.1.1 Soient k un corps de caractéristique 0, f(Xy,...,X,) un po-
lynéme en r variables a coefficients dans k et a1,...,a, € k. Alors

degf
f(Xl,...,X Z Z 21 i al,...,ar)(Xil —ail)...(Xil—ail)
=0 : 1,8 =1

et cette expression est appelée développement de Taylor de f en (Xy,...,X,) =
(a1,...,a,). Le résultat est encore valable si la caractéristique de k vaut p, un nombre
premier, et deg f < p.

Dans le cas ou r = 2,

deg f

leX2 Z Z 21 4 a17a2)(Xi1 _ail)"'(Xil _ail)'

U1, =1

Puisque, pour toute permutation o de {1,...,1},

“ i =0y igny €8 (Xiyy —Gipy) -+ (Xipy — Qi) = (Xiy —asy) - (Xi —ai,),

on a

S ()2t
f(X1, Xo) = m ————(a1,a2)(X1 — a1)’ (X2 — a2)"™,
= U oxJoxl
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ou ( l > = W est le cardinal de l'ensemble des l-uplets (i1,...,4;) €
j .

{1,2} tel que ‘{S | is = 1}‘ =J.

Définition 1.1.2 Soient f et g deux polyndémes mon constants a une variable a
coefficients dans un anneau A.

f(X) = ap+aX+...+a, X"
9(X) = b+ X+... .+ Xn

ol Qp, by # 0. On définit le résultant R de f et g par

ayp aip ... Qp,
ag ... anp—1 Qp
a P ¢ 7%
R=det| bo b1 ... bmoa  bp
bO bm—l bm
bo P ey

avec m lignes de a;, n lignes de b; et les lignes étant comblées avec des zéros.

On élargit la définition au cas ou f est constant non nul et g est non constant
ou f est non constant et g est constant non nul. On définit comme suit le résultant
de deux polynomes a plusieurs variables.

Définition 1.1.3 Si f et g sont des polynémes non nuls en r variables a coefficients
dans un anneau A, le résultant de f et g par rapport a la variable X, est le résultant
de f et g ou f et g sont considérés comme des polynomes en la variable X, a
coefficients dans A[X1,...,X,—1] (la définition étant valable a la condition que f ou
g, considéré comme un polynéme de la variable X,, ne soit pas constant).

Théoréme 1.1.4 Soit A un anneau a factorisation unique. Deux polynémes f et
g non constants a une variable a coefficients dans A ont un facteur commun non
constant si et seulement si leur résultant est nul.

Un polynome en r variables a coefficients dans A est un polyndéme homogene de
degré n si le degré de tous ses termes vaut n. Par convention, on dit que le polynome
nul est un polynéome homogene de degré n, pour tout n > 0.

Lemme 1.1.5 Soient f et g des polynémes homogenes de degré n et m respective-
ment. Alors fg est un polynéme homogéne de degré nm et sin =m, f+ g est un
polynéme homogene de degré n.
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Théoréme 1.1.6 Soit f un polynome homogéne en r variables de degré n a coeffi-
cients dans un anneau A. Alors

i:Xi'aif:nf

i=1

Ce théoreme est appelé le Théoreme d’Euler.
Proposition 1.1.7 Tout facteur d’un polynéme homogéne est homogeéne.

Théoréme 1.1.8 Soient f et g deux polynémes homogenes en r variables a coeffi-
cients dans un anneau A. Si f et g, en tant que polynémes de la variable X,, sont
de degré n et m respectivement et, alors notant R le résultant de f et g par rapport
a Xy, on a soit R =0, soit R est un polynome homogéne de degré nm.

1.2 Extensions de corps

Dans cette section, les corps considérés seront toujours commutatifs. Soit k et L
deux corps. L est une extension de k g’il existe un homomorphisme d’anneaux de k
dans L. Pour simplifier, on dit aussi L/k est une extension. L’homomorphisme de
k dans L est injectif puisque son noyau est un idéal de k différent de k et les seuls
idéaux d’un corps sont {0} et le corps lui-méme. Ainsi on peut voir k& comme étant
contenu dans L. Par abus de language, on pourra dire que k est un sous-corps de
L. Si L est une extension de k, alors en particulier L est une espace vectoriel de k.
On note [L: k| la dimension de L sur k. On dit que L est une extension finie de k, si
[L: k] est fini.

Soit L/k une extension et S un sous-ensemble de L. On définit le corps k(.5)
comme étant 'intersection de tous les sous-corps de L contenant S et k. Si X =
{a1,...,a,}, on écrit k(aq,...,a,) pour k(S).

Soit @ € L. On dit que a est algébrique sur k s’il existe un polynome f(X) € k[X]
non nul tel que f(a) = 0. Si a n’est pas algébrique sur k, on dit que a est transcendant
sur k. Si @ € L est un élément algébrique sur k, le polynéome minimal de a sur
k, noté min(k,a), est le polynéme unitaire (donc non nul) f(X) € k[X]| de degré
minimal tel que f(a) = 0. Un moyen de se représenter ce polynéme est de considérer
I’homomorphisme d’évaluation

evy: k[ X] — k(a)

qui & un polynoéme f(X) € k[X] associe I’évaluation f(a) de f(X) en a. Dire que
a est algébrique est équivalent & dire que ’homomorphisme n’est pas injectif. Ainsi
ker(ev,) est un idéal non nul de k[X]. Il est donc engendré par un unique polynéme
de k[X], & un scalaire prés. Le polynéme minimal de a sur k est ainsi le polynome
unitaire qui engendre ker(ev,). On dit que L est algébrique sur k si tous les éléments
de L sont algébriques sur k.
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Soit E une autre extension de k. Un k-homomorphisme de L dans E est un
homomorphisme d’anneaux o: L — FE laissant fixes les éléments de k. Si o est bi-
jectif, on dit que o est un k-isomorphisme de L dans E et si en plus E = L, o
est appelé k-automorphisme de L. Le groupe de Galois Gal(L/k) est 1’ensemble des
k-automorphismes de L. Si S est un sous-ensemble de Gal(L/k), le corps fixé par S,
noté F(S), est le sous-corps de L défini par

F(S)={a € L|7(a) =a pour tout 7 € S}.

Définition 1.2.1 Soit L/k une extension. L est une extension galoisienne de k si

k = F(Gal(L/k)).

Soit L/k une extension et f(X) € k[X]. On dit que f(X) se factorise linéairement
sur L s’il existe a € k et aq,...,a, € L tel que

n

fX) =a]][(X —a)

i=1

dans L[X]. Soit S un ensemble de polynémes non constants sur k. On dit que L est
un corps de décomposition de S sur k si tout f € S se factorise linéairement sur L
et si L = k(T') ou T est 'ensemble de toutes les racines de tous les polynéomes de S.

On dit que k est algébriquement clos, s’il ne possede pas d’extension algébrique
autre que k lui-méme.

Lemme 1.2.2 Soit k un corps. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. k est algébriquement clos.

2. Tout polynome f(X) € k[X] se factorise linéairement sur k.

3. Tout polynome f(X) € k[X] posséde une racine dans k.

Cette propriété des corps algébriquement clos est particuliérement intéressante
et permet de déduire un résultat, cette fois-ci, sur les polynémes homogenes en deux
variables.

Théoreme 1.2.3 Si k est un corps algébriguement clos et f est un polynéme ho-
mogene non nul de degré n en 2 variables, alors il existe n paires «;,03; € k,
1=1,....netack, a#0 tels que

n
F(X1, X)) = a [ J(iXa — B X1).
i=1
Chaque paire «;,(; est unique a la multiplication d’un scalaire commun non nul
pres. C’est-a-dire, s’il existe des paires v;,0; € k, i =1,....,n ety €k, v # 0 tels

que
n

F(X1, %) = [[(riX2 — 6:X0),
i=1
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alors, il existe une permutation o de {1,...,n} et pour tout i = 1,...,n, il existe
Ai € k tels que (’7@'7 51) = ()\Z'Oéa(i), /\zﬁg(z))

Une extension algébrique L de k est une cloture algébrique de & si L est algébrique
sur k et si L est algébriquement clos. On remarque que le corps de décomposition
de ’ensemble de tous les polynomes non constants sur un corps k est une cloture
algébrique de k.

Théoreme 1.2.4 Soit k un corps et S un ensemble de polynémes non constants
sur k, alors il existe une cloture algébrique de k et un corps de décomposition de S
sur k.

Théoréme 1.2.5 Soit k un corps et S un sous-ensemble de k[X]. Alors tous les
corps de décomposition de S sur k sont k-isomorphes. En particulier, toutes les
clotures algébriques de k sont k-isomorphes.

Pour un corps k, on peut ainsi parler de la cloture algébrique de k, définie a un
k-isomorphisme pres. Celle-ci sera notée k.

Soit L/k une extension de k, alors L est une extension normale de k si L est le
corps de décomposition d’'un ensemble de polynoémes sur k.

Soit a un élément de L algébrique sur k. Alors a est séparable sur k si min(k, a)
n’a que des racines simples dans son corps de décomposition. L est une extension
séparable de k si, pour tout a € L, a est séparable sur k.

Théoréme 1.2.6 Soit L une extension algébrique de k. Alors L est une extension
galoisienne de k si et seulement L est une extension normale et séparable de k.

Le théoréme suivant est le théoreme fondamental de la théorie de Galois.

Théoréme 1.2.7 Soient L une extension galoisienne finie et G = Gal(L/k). Alors
on a une bijection qui inverse les inclusions, entre les corps intermédiaires de L/k
et les sous-groupes de G, donnée par E — Gal(L/E) et H — F(H). De plus, si
H = Gal(L/E), alors [L: E] = |H| et [E:k] = [G:H|. Et, H est un sous-groupe
normal de G si et seulement si E est une extension galoisienne de k. Dans ce cas,

Gal(E/k) = G/H.

Un corps k est dit séparablement clos s’il n’existe pas d’extensions séparables
propres de k. Si L est une extension de k, la cloture séparable de k dans L est le
corps composé des éléments de L séparables sur k. On note kg la cloture séparable
de k dans k. Alors k, est séparablement clos et k, est une extension galoisienne de

k.
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1.3 Espaces projectifs

Soit F un espace vectoriel de dimension finie sur un corps k. On appelle espace
projectif issu de E, noté P(F), le quotient (F \ {0})/R par la relation d’équivalence
R, ou xRy si et seulement si y = Az pour un certain A\ € k.

Les élément de P(E) sont appelés points. La dimension de P(F) est par définition
dim E—1. La projection canonique est notée p: E\{0} — P(E). Un exemple d’espaces
projectifs est P(k"*1), pour tout n > 1, que 1'on note P*(k). On I’appelle espace
projectif standard de dimension n sur le corps k. Un espace projectif de dimension
1 (respectivement 2) est appelé droite (resp. plan) projectif.

Soit {ep,...,en} une base de E. Pour tout m € P(E), il existe z € E tel que
m = p(z). 1l existe zg, ..., x, € k tels que z = xpeg + ... + zpe,. Alors on dit que

sont aussi des coordonnées homogenes de m si et seulement g’il existe A € k* tel
que pour tout i = 0,...,n, y; = Az;.

Soit P(EF) un espace projectif de dimension n. On appelle repére projectif de
P(E) un systeme {my,...,my41} de m + 2 points de P(E) tel qu’il existe une base
{eg,...,en} avec

m; = p(e;) pour tout ¢ =0,...,n et myy1 =pleg + ...+ ep). (1.1)

Soit {mo, ..., mp41} un repere projectif de P(E). Si {e;} et {e}} sont deux bases
vérifiant la propriété (1.1) alors il existe A € k™ tel que e, = Xe; pour tout i =
0,...,n. Ainsi la donnée d’un repere de P(E) permet de lui associer des systémes
de coordonnées homogenes. Pour un point m € P(E), un systeme de coordonnées

au repere considéré. Une caractérisation des reperes projectifs sera donnée plus tard.

Soient P(E) et P(E’) deux espaces projectifs. Une application g: P(E) — P(E’)
est un isomorphisme d’espaces projectifs ou une homographie s’il existe un iso-
morphisme d’espaces vectoriels f de E dans E’ tel que gop = po f. On note
Isom(P(E);P(E’)) 'ensemble des homographies de P(E) dans P(E’). L’application
g associée & f est notée f. Alors

f=f<=3Inekfl=)\f
et si f est un isomorphisme de E dans E’ et f’ de E' dans E”, alors f o f = f'o f.
Proposition 1.3.1 L’application
Isom(P(E); P(E)) — GL(E)/E*ldg: f — f-k*Idg

est un isomorphisme.
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Ce résultat permet de travailler a I’aide de matrices a n+1 lignes et n+1 colonnes
pour représenter les homographies (& un scalaire pres). La proposition suivante est
appelée Premier théoreme fondamental de la géométrie projective.

Proposition 1.3.2 Soient P(E) et P(E’) deuz espaces projectifs de méme dimen-
sion et {m;}, {m}} deux repéres projectifs de P(E), P(E") respectivement. Alors il
existe une unique homographie g:P(E) — P(E’) telle que pour tout i, m; = g(m;).

Si F' est un sous-espace vectoriel de E, F' # 0, alors I est stable par la relation
d’équivalence R de la définition de I’espace projectif P(F) . Ainsi on peut identifier
p(F'\ {0}) C P(E) avec P(F). Une partie V d’un espace projectif P(E) est un sous-
espace projectif s’il existe un sous-espace vectoriel F' de E tel que V = p(F \ {0}).
V est alors un espace projectif de dimension dim F' — 1.

Le sous-espace de dimension —1 est la partie vide. Les sous-espaces de dimension
1 (resp. 2) sont appelés droites (resp. plans) de P(E). Les sous-espaces projectifs de
P(F) provenant des hyperplans vectoriels de E sont aussi appelés hyperplans de
P(E). SiV,IW CP(E),V C W et dimV = dim W, alors V' = W. L’intersection de
sous-espaces projectifs est encore un sous-espace.

Soit S une partie quelconque d’un espace projectif. On appelle sous-espace pro-
jectif engendré par S, noté (S), le plus petit sous-espace contenant S (il est égal a
I'intersection de tous les sous-espaces contenant S).

Si P(E) est un espace projectif de dimension supérieure ou égale a 2, alors le
sous-espace projectif engendré par deux points distincts de P(E) est une droite et
le sous-espace engendré par trois points non alignés (c’est-a-dire ne se trouvant pas
dans une droite de P(F)) est un plan.

Proposition 1.3.3 Soient V et W deux sous-espaces d’un méme espace projectif,
alors
dim((VUW)) +dim(VNW) =dimV + dim W.

La proposition montre en particulier que deux droites distinctes d’un plan pro-
jectif se rencontrent en un et un seul point.

Proposition 1.3.4 Soit {mq,...,mp+1} un systéme de n + 2 points d’un espace
projectif de dimension n. Alors {mg,...,mp41} est un repére si et seulement si tout
espace projectif engendré par n + 1 points parmi {mg, ..., mu41} est de dimension
n.

Si P(E) est un plan projectif, alors un repére est un systéme de 4 points dis-
tincts tel que 3 points de ce systeme ne sont pas alignés. Rappelons que le Premier
théoréme fondamental de la géométrie projective nous dit que connaitre I'image par
une homographie des points d’un repeére caractérise 'homographie. De plus, on sait
qu’il existe une homographie qui envoie un repere sur un autre repere. Alors si on
travaille dans un plan projectif et on voudrait une homographie qui envoie, par
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exemple, 2 points distincts sur 2 points distincts, on peut affirmer qu’il en existe
une (mais pas une unique puisque seules les images de 2 points sont déterminées).

Nous allons maintenant définir les espaces affines et voir leur liaison avec les
espaces projectifs. Soit X un ensemble non vide. On dit que X est un espace affine
s’il existe un espace vectoriel X sur un corps k et une application

(9:X><X—>Y:(m,y)»—mv_y>

tels que pour tout x € X, l'application ©,: X — Y:y — T est bijective et pour
tout x,y,2 € X, 79y + yZ = 2.

La dimension de X, notée dim X, est définie comme étant la dimension de ’espace
vectoriel X. Si la dimension de X est 1 (resp. 2), on dit que X est une droite (resp.
un plan) affine. A chaque espace vectoriel, on peut faire correspondre un espace
affine de la fagon suivante : pour V un espace vectoriel, (V, ‘7, ©) est un espace
affine ot V. =V et

0:V XV —=V:i(v,w) —w-—o.

Un repere affine de l'espace affine X est la donnée de d + 1 points {zg,...,zq}
de X tels que {ZoTj}i=1,. q soit une base de X. Les coordonnées de 2 € X dans ce
repere sont les {\;}i=1 4 tels que

m = MZToxi + ...+ AgToTg-

On écrira © = (A1,..., Aq).

Soit (X, Y, ©) et (X’,)—(}, ©’) deux espaces affines sur le méme corps. Une ap-
plication f: X — X’ est un morphisme d’espaces affines s’il existe a € X tel que
@}(a) o f 0©; ! soit une application linéaire de X dans )? En fait, @’f(a) ofoB;t
ne dépend que de f. On note 7 cette application. Ainsi, pour tout z,y € X,

@) f) =7 (@).

Sif:X — X' et g X' — X" sont des morphismes d’espaces affines, alors g o f est
encore un morphisme d’espaces affines et

gof=707.

Si f: X — X’ est un morphisme d’espace affine bijectif, alors on dit que f est un
isomorphisme d’espaces affines ou encore que X et X’ sont isomorphes.

Dans le cas on X = k™, on sait que (X, Xz, ©) est un espace affine, ou X = k"
et ©:X x X — X:(v,w) — w — v. Alors un morphisme d’espace affine f: X — X
est toujours de la forme v — A(v) + b, pour un certain endomorphisme A de k™ et
un certain b € k™. De plus, f est un isomorphisme de X dans X si et seulement si
A e GL, (k).

Soient X un espace affine. Une partie non vide ¥ C X est un sous-espace s’il
existe un élément a € Y tel que O,(Y) soit un sous-espace vectoriel de X. Dans
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ce cas, pour tout b € X, O4(Y) = 0,(Y). On note Y l'espace vectoriel O,(Y) et
on l'appelle direction de Y. Alors (Y, Y.,0 lyxy) est un espace affine et I'inclusion
1:Y — X est un morphisme d’espaces affines.

Proposition 1.3.5 Soient P(E) un espace projectif et H un hyperplan de E. Alors
P(E) \ P(H) posséde une structure naturelle d’espace affine.

Visualisons le passage de I’espace projectif a I’espace affine. Soient P(F) un espace
projectif et H un hyperplan de E. On choisit une base {eg,...,e,} de E de telle
sorte que {eq,...,e,} soit une base de H. Alors

P(E)\P(H) = {m € P(E) | 3v e H avec m = p(v + eo)}
et on a une bijection
P(E)\ P(H) — k™ p(zo, ..., xn) (ﬂ:"—")
Zo T
Un autre choix pour les bases de E et de H donnerait un espace affine isomorphe. Soit
(X, Y, ©) un espace affine. On pose X=XuU (k* x X)), ou la réunion est disjointe.

Alors X posséde une structure d’espace vectoriel : si A € k™ et (u,z) € kX x X,
alors

A, ) = (A, z) et 0(p, z) =0,
si (A, x), (V,2') € kX x X et v € X, alors

(A z)+v=\z+ A1), ot 4 w désigne 'élément y € X tel que T = w
SAEN £0,(\z)+ (V,2') = A+ N,z) + Nz
SiA+N =0,(\z) + (N, 2) = A’z

Sur Y, on garde les lois déja existantes. On appelle X vectoriel universel de X.

Théoreme 1.3.6 Soient X un espace affine et X son vectoriel universel. On pose
X = ]P’(X) Alors X s’identifie & une partie, encore notée X, de X. Cette partie X
est le complémentaire de ]P’(Y) =oox dans X et ]P’(XZ) est un hyperplan de X.

Les opérations de passages d’espace affine a espace projectif et d’espace projectif
A espace affine, définies ci-dessus, sont inverses 'une de lautre. On appelle X le
complété projectif de X et cox est hyperplan & l'infini de X.

Théoréme 1.3.7 Si X, X' sont des espaces affines, X, X' leurs complétés et f un
morphisme d’espaces affines de X dans X', alors il existe un unique morphisme
d’espaces projectifs f de X dans X' tel que f |x= f. En outre, f(cox) C ooy et

f |00X: z

Soit S un sous-espace affine de I'espace affine X. Alors S est plongé dans X. Le
sous-espace projectif (S) de X engendré par S s'identifie au complété S de S. On a
donc (S) = § = S U oog, oil cog = cox N S.
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Proposition 1.3.8 L’application S — S est une bijection de l’ensemble des sous-
espaces affines de X dans l'ensemble des sous-espaces projectifs de X qui ne sont

pas contenus dans cox . De plus,

— —
OOS:OOS/<:>?:S/ etOOSCOOS/<:>?CS/.
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Définition des cubiques

Dans cette section, nous allons définir les courbes projectives. Nous par-
lerons de résultats sur les courbes projectives, qui nous servirons dans
le chapitre suivant. Ces résultats se trouvent dans les références de la
géométrie algébrique e.g. [Brieskorn et Knérrer, 1986]. Nous en don-
nons les démonstrations, puisque nous n’avons pas trouver de références
les explicitant. Enfin, nous définissons les cubiques, des courbes projec-
tives particulieres, et les points singuliers des cubiques

2.1 Courbes projectives
Soit k un corps (commutatif).

Définition 2.1.1 On appelle courbe projective (ou plus simplement courbe) a coef-
ficients dans k de degré n, un polynéome homogéne non nul de degré n en 3 variables
a coefficients dans k, a un scalaire non nul preés.

On devra faire attention : une courbe peut étre représentée par plusieurs po-
lynémes, multiples par un scalaire I'un de I'autre. Par abus de langage, on confron-
dra souvent une courbe avec un de ces représentants. Ainsi, on parlera, par exemple,
de la courbe C' qui “est” le polynéme C(X1, Xa, X3) = X X2 + X3 plutot que de
préciser que la courbe C' est représentée par ce polynéme. A certains endroits, il
faudra faire la distinction entre la courbe et un polynéme représentant, mais on le
précisera a ce moment la.

Soit C une courbe. Les points m = (a: b:c) = p(a,b,c) € P%(k) (ou1 p désigne la
projection canonique k3 \ {0} — P2(k)) vérifiant C'(a,b,c) = 0 sont appelés points’
de la courbe C (si A € k* et deg C = n, (Aa: A\b: Ac) désigne de nouvelles coordonnées
homogenes de m, mais on a encore C(Aa, \b, A\c) = \"C(a,b,c) = 0). On dit aussi
que m appartient & C ou encore C passe par le point m. On écrit m € C. Si C’ est
une autre courbe, on dit que m € P?(k) est un point d’intersection de C' avec C’,
s’il est & la fois un point de C' et un point de C’.

!Pour étre rigoureux, on devrait définir les points d’une courbe C & laide d’un de ses polynémes
représentants et vérifier que ’ensemble de ces points ne dépend pas du choix du représentant.

13
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Si C' est une courbe de degré n et ¢ € GL3(k), alors C o ¢ est encore une courbe
de degré n. En effet, si on écrit

ail a2 Q13
7 ) 7
Y= a21 Qag2 @23 et C(X17X27X3) = E )‘ilyi2yi3X11X22X %

azyp asz as3

ou la somme se fait sur les indices i1, i2, 73 tels que i1 + 79 + i3 = n, alors

Cop(X1, X, X3) = ZAm@( 23: aljlle)“< 3 anZXﬁ)iz ( 23: ag,ngjg)”
1

Jj1=1 J2= Js=1

est une somme, sur les indices i1, 19,43 tels que i1 + 29 + i3 = n, de produits de 3
polynomes homogenes de degrés i1, 12 et i3 respectivement. Il est donc un polynome
homogene de degré n. Il faut voir aussi que C' o ¢ est bien défini. Si f et g sont des
polynomes représentants de la courbe C, alors il existe o € k™ tels que g = af.
Ainsi

gop=(af)op=a(foyp)

et donc g o v et f o représentent la méme courbe.

Lemme 2.1.2 Si C' est une courbe projective, m est un point de C et ¢ € GL3(k),
alors ¢~ (m) est un point de la courbe C o ¢.

Preuve : On écrit m = (a:b:¢) = p(a,b,c). Alors

f_l(m) = 90_1(1?(&7 b, C)) = p((p_l(av b, C))

et Cop(p~!(a,b,c)) = C(a,b,c) = 0. =

Proposition 2.1.3 L’ensemble des points d’une courbe de degré 1 est une droite
de P2(k). Inversement, une droite de P?(k) est l’ensemble des points d’une certaine
courbe de degré 1.

Preuve : Soit C une courbe de degré 1. On écrit C' = a1 Xy 4+ a2 X5 + a3 X3, pour
certains ai,as2,a3 € k. On note S 'ensemble des points de C. On vérifie qu’il existe
2 points m et m’ de P?(k) appartenant & C' (en fait, une courbe projective de degré
1 passe par au moins 3 points, puisque la courbe X; passe par les points (0:1:0),
(0:0:1) et (0:1:1)). Il existe ¢ € GL3(k) tel que @(m) = (0:1:0) et (m') = (0:0:1).

1

Ainsi C' o ¢~ est une courbe de degré 1 passant par (0:1:0) et (0:0:1) et donc

Cop~!t = Xj. Alors S = p(F\ {0}), ot F est le sous-espace vectoriel de k3 engendré
par ¢~ 1(0,1,0) et ©=1(0,0,1). En effet, pour m” € P?(k),

m'eS = pm")eX;
<= 3o, 8 € k non tous nuls tels que p(m") = p(a(0,1,0) + 3(0,0,1))
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— m'= g_l(p(oz(o, 1,0) + 5(0,0,1))
= m" =p(p~(a(0,1,0) + 5(0,0,1)))
— m" =plap1(0,1,0) + B~ 1(0,0,1))
<~ m" ep(F\{0}).

Inversement, si S C P?(k) est une droite, alors S = p(F \ {0}) pour un certain F,
sous-espace vectoriel de k3 de dimension 2. Ainsi F' est engendré par 2 éléments
(a,b,c) et (a/,b', ). Soit ¢ € GL3(k) tel que @(a:b:c) = (0:1:0) et p(a":¥':c') =
(0:0:1). Puisque p(a:b:c) = (0:1:0), on a p(v(a,b,c)) = p(0,1,0), donc il existe
A € k tel que ¢(a,b,c) = A(0,1,0). De méme, il existe X' € k tel que ¢(a’, b/, ') =
N(0,0,1). Alors, pour tout m” € P?(k),

m” €8 <= 3Ja,B € k non tous nuls tels que m” = p(a(a,b,c) + (', b, "))
= p(m") =plag(a,b,c) + Bp(d’, V', )
= o(m") =p(ar(0,1,0) + BN (0,0,1))
= g(m”) € X,
—

m” € X1 0.
S est donc 'ensemble des points de la courbe X; o ¢. O

On en déduit, en outre, que par 2 points distincts de P?(k) passe une unique
courbe de degré 1. On confondra les notions de courbes projectives de degré 1 et
d’espaces projectifs de degré 1. Ainsi, on parlera de droite pour désigner une courbe
de degré 1.

Pour une droite d, on voudrait définir la multiplicité d’un point d’intersection
p € P%(k) de C avec d. On la note m,(C, d). Supposons que d divise C, alors on définit
pour tout point p € d, my(C,d) = oo et pour tout p ¢ d, m,(C, d) = 0. Maintenant, si
d ne divise pas C, alors il existe ¢ € GL3(k) tel que dop = X3. Alors Cop(X;, X»,0)
est un polynéme homogene non nul de degré n en 2 variables. De plus, les points
p(a:b:0) avec C o ¢(a,b,0) = 0 sont exactement les points d’intersection de C' avec
d. On sait qu’il existe des o, 3; € k, o € k, o # 0 tels que

Co QD(XDX?? 0) = aH(aiX2 - ﬁzXl)
i=1

Sip€d, p=p(a:b:0) pour certains a,b € k, on définit
my(C,d) = |{i | (a:b:0) = (a;: §;:0) dans P*(k)}

et si p & d, alors m,(C,d) = 0. Il faut voir que cette multiplicité est bien définie. Si
1 € GL3(k) est tel que doy) = X3, alors ¢ Loth € GLg(k) et X30p tot) = doy) = X3.
On pose
ail a2 a3
e lop=| an axn asx
az1 a3z ass
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Puisque X3 0 o~ o) = X3, alors ag; = 0, asp = 0 et agz = 1. On peut écrire

n

C o (X1, X5,0) =y [ [(riX2 — 6:X1)
i=1
pour certains ~;,8; € k, v € k, v # 0. Puisque C o) = Copo @l o,
Co(X1,X2,0) = CoplanXi+anXz, a2 X1 + axnXs,0)

n
= aH <Oéi(a21X1 + aXs) — Bi(a1 X1 + a12X2))
i=1

((aia22 — Bia12) X2 — (—asag + 5ia11)X1)-

= «

.

s
Il
—_

On peut réordonner les (v;,d;) de sorte que pour tout i = 1,...,n,
(7i:04:0) = (a2 — Biara: —cyaz + Biair:0).

Mais puisque

-1

a1 a2 a3 1 azx —aiz2 b3
a1 a2 a3 - P —az1  ann bz |,
11022 — 421012
0 0 1 0 0 b33
pour certains b3, bog, b3z € k, on a, pour tout i =1,...,n

(72 61:0) = (9" 09p) " (e;: 452 0)
et donc
(: 3;:0) = o lo P(75:0;:0).
Alors, si p = p(a:b:0) = ¢(c:d:0), i € {1,...,n},

(c:d:0) = (7:0::0) <= o Ltorp(e:d:0) = ot 01h(v:6;:0)
< (a:b:0) = (0;: £;: 0).

Ceci prouve que la multiplicité d’un point d’intersection d’une courbe avec une droite

est bien définie. Soient C' une courbe de degré n et p un point de C. On considere

les droites passant par p et on s’intéresse a la multiplicité du point d’intersection p

de C avec chacune de ces droites. La multiplicité d’intersection étant définie & un

changement de variables linéaire pres, on peut supposer que p = (1: a: b). Une droite

a1 X1 + a9 X9 + a3X3, a1,a9,a3 € k passe par p si et seulement si a; = —aqsa — agb.

On note Lg; —q, = (—az2a — a3b) X + a2 X + a3 X3 une droite quelconque passant

par p. Un point (1:2:y) € Lg, —q, si et seulement sil existe ¢ € k tels que

T =a-+ ast et y =b— asot.
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En effet, si (1,2,y) € Lay,—a, salors az(x —a) 4+ a3(y —b) = 0. On a soit az # 0, soit
ag #0. Siay #0, alors ¢ =a+ ag(;—;(y —b)). On choisit t = ;—;(y —b), alors on a
bien x = a + ast et y = b — ast. Siag #0, alors y =b— ag(%(x —a)). Si on choisit
t= %(m —a),on ax =a+ agt et y = b — ast. Dans l'autre sens, c’est évident. On
pose A = ag et 4 = —axs.

Lemme 2.1.4 La multiplicité de l’intersection p de C' avec Ly, est la multiplicité
de la racine t = 0 du polynome g(t) = C(1,a + \t,b+ ut).
Preuve : Soit ¢ € GL3(k) tel que Ly , 0 ¢ = X3 et Xj 09 = X;. On pose

a1l a2 ais

Y= a1 Q22 Qa3

a3z1 az2 asg
Puisque X7 0 ¢ = X3, alors a1 = 1, a12 = 0 et ay3 = 0. Ainsi
1 0 0

Y = a1 Q22 asy
aszl azz ass

Et L), o = X3 implique

(na — Ab).(1) — pagy + Aag1 =0 Masy —b) = u(az —a)
(,ua — )\b)(O) — pagg + Aagg =0 <— Aagy = Ha29
(,ua - )\b)(O) — pasgs + Aagz =1 Aasz = 1+ paos

Par définition, si Ly , divise C, alors m,(C, Ly ,) = oo et si Ly , ne divise pas C,
n
C o (X1, X2,0) = a [ J(ar X2 — BiX1),
i=1

pour certains oy, 5; €k, a €k, a # 0, p = ©(1:¢:0), c € k, alors
mp(C, Ly,,) = ‘{z | (oy: B;:0) = (1:¢: 0) dans P?(k)}|.

On pose f(X) = Cop(1,X,0). Si Ly, ne divise pas C,

n

FX) =a] (X - 8)

i=1

et
(j: 5;:0) = (1:¢:0) <= 3d € k tel que oy = d et B; = dc <= [3; = cay.

Alors, puisque f(X) = 0 si et seulement si L) , divise C, m,(C, Ly ) est égal a la
multiplicité de la racine ¢ du polynéme f(X). On va voir que

f(X)=C(La+X-t(X), b+ p-t(X))
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pour un certain polynoéme t(X) € k[X]| de degré 1. Si p # 0, az; = a+ %(031 —b) et

a9 — %a32. Ainsi
1
as1 + anX =a+ )\(;(&31 —b+ a32X)>.
On pose t(X) = %CL32X + %(031 —b). Alors

agr +apX =a+ X -t(X)
as1 + anpX =b+p-t(X)

et t(X) = aX + [ avec a # 0 (en effet, si aga = 0, puisque Aazz = pagy, alors
agy = 0, ce qui impliquerait det ¢ = 0). Si A # 0, az1 = b+ §(a21 —a) et azz = Kags.
Ainsi

1
azi + aza X = b+ N(X(aﬂ —a)+ a22X)>-

On pose t(X) = fanX + 3(az —a). Alors

ag + aeX =a+ X t(X)
asy + aze X = b+ p-t(X)

et t(X) =aX + 8 avec a # 0 (car agy # 0). Ainsi
f(X)=Cop(1,X,0) =C(lya+ A t(X), b+ p-t(X)) = got(X).

a1 + ag9Cc = a

1,¢,0) = (1,a,b) =
#(1,¢,0) = (1,0,b) {a31+a326——b
Sip # 0 (alors asy # 0),

1 b—a31 1
t(c) =—a + —(as1 —b) =0
(c) 1052 M(31 )

a32

et si A # 0 (alors agy # 0),

- 1 a — any 1 -
t(c) = )\agg P + )\(agl a) =0.
Dans tous les cas, t(X) = a(X — ¢). Soit
() (0
g n
g(t) =g(0) +¢'(0)t + ...+ n'( )t
le développement de Taylor de g en ¢t = 0. Alors
9"™(0)

f(X)=got(X)=g(0)+ad (0)(X —¢c)+... +a"

py (X —o)".

Ainsi la multiplicité de la racine ¢ du polynome f(X) et égale a celle de la racine
t = 0 du polynoéme g(t). O
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Définition 2.1.5 Soit C' une courbe et p = (ay:az:a3) un point de C'. On définit
la multiplicité de C en p, notée my(C), comme étant l'entier m tel que pour tout
lL<m,iy,...,iy €{1,2,3},

o

11...9]

C(a17a27a3) =0
et tel quil existe i1, ..., im € {1,2,3} avec f ; C(a1,az,a3) # 0.

Soit C' une courbe et p = (aj:as:a3) un point de C. On pose m = m,(C'). Soit
¢ € GL(k) tel que p = ¢(1:a:b) pour certains a,b € k. Alors pour tout [ < m,
7=0,...,1,

9'(Coy)
ﬁ(l’ a, b) =0.
0X5,0X,
En effet, si
ailr a2 a13
Y=\ a2 a2 ay |,
aszr azz2 as3
par induction, on prouve que, pour tout entier [ =0, ...,degC, iy,...,4; € {1,2,3},
3
! [
8i1...il (C o (10) = Z ajlil te ajlil <6j1]lo) © (10
Ji-qi=1

Et, il existe j € {0,...,m} tel que

om(C
OUC0R) (1 ap) £0.
oxXjoxy

En effet, si pour tout iy,...,i, € {1,2,3},

om(C
'(7090_)'(176% b) = 07
0X30X3"

alors pour tout j =0,...,m — 1, si on pose

fe " (Coy)
oxjoxy 1’

par la formule d’Euler, on a
o1 f(1,a,b) + adaf(1,a,b) + bOsf(1,a,b) = deg f - f(1,a,b).

Or 82f(17 a, b) = 83f(17a7 b) = f(l,CL, b) = 07 d’ou

(C o “”)_1_ (1,a,b) = 91 f(1,a,b) = 0.
0X,0Xj0X 1
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En procédant de la méme maniere avec

Fo 9™ (C o)
0X,0X30Xx 277"
on obtient am(C
(Cop) —(1,a,b) = 0.
8X28X]8Xm —J
On continue jusqu’a obtenir, pour tout iy, ..., € {1,2,3},

o, (Cow)(1,a,b) =0.

115--452

Mais en utilisant cette fois-ci

bi1 b2 bi3
o = ba by bag |,
b31 b3z b33

on obtient pour tout [ =0, ...,degC et pour tout iy,...,74 € {1,2,3},
3
[ l
(azl le> oY = Z bj1i1 bjmaﬂ ]L(CO(P)' (2'1)
Jiyenqi=1

Ainsi pour tout i1,...,4, € {1,2,3}, 0 Cop(l,a,b) = 0 et ceci contredit le
fait que m,(C') = m. Soit A, u € k non tous nuls. On considere le développement de
Taylor du polynéme C o ¢(1,X,Y) en (X,Y) = (a,b) :

Cop(l,X,Y) ZZ,Z< > %(1,%@@_%2‘@/—@1_@

Alors

zli

n

l
1 1) dCoy) 1—i\ L
C l,a+ M, b+ pt) = —E —— L (1,a, )\t
OQO( a M e (Z'Z < >6X7,6Xl z( ) >

Donc la multiplicité de la racine ¢ = 0 du polynéme C o p(1,a + At,b + ut) est
supérieure ou égale a m,(C). Ainsi toutes les droites passant par p coupent C' avec
une multiplicité supérieure ou égale & m,(C'). Les droites passant par p qui coupent
C avec une multiplicité strictement supérieure & m,,(C) sont les droites Ly , o ¢!

telles que (A, ) soit racine du polynéme des variables X, Y

m 090) m—i

Il y en a au plus m.
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Définition 2.1.6 Lesm droites L,\,ump_l (comptées avec la multiplicité de la racine
(X,Y) = (\,p) du polynome g(X,Y)) qui coupent C en p avec une multiplicité
strictement supérieure a m sont appelées tangentes a C en p.

Si m,(C) = 1, il existe une unique tangente a C' en p. C’est la droite Ly , avec
(A, ) racine du polynoéme 92(C o ¢)(1,a,b) X + 05(C o v)(1,a,b)Y, c’est-a-dire

(1) = (85(C 0 9)(1,0,0): =02(C 0 9) (1,0,8) ).

Alors pa — A\b = —02(C o ¢)(1,a,b)a — 95(C o ¢)(1,a,b)b. Ainsi, par le Théoreme
d’Euler, pa — Ab = 01(C o ¢)(1,a,b). Alors la tangente 7' & C en p est la droite

(81(Cow)(1,0,0) X1 +02(C o) (1,0, 0) X5 +85(Cop)(1,a,b) X3 ) 0™ (X, X, Xa),
Par la relation (1.2), on trouve que

T(X1, X9, X3) = 01C(a1,a2,a3) X1 + 02C (a1, az,a3)Xo + 03C (a1, a2, a3) Xs.

2.2 Cubiques
Soit k£ un corps.

Définition 2.2.1 Une cubique en 3 wvariables a coefficients dans k est une courbe
projective a coefficients dans k de degré 3.

Pour simplifier, on dira cubique pour cubique en 3 variables. On note C33(k)
'ensemble des cubiques a coefficients dans k. On a une action de GL3(k) sur Cs 3(k)
de la maniere suivante : si C € C33(k) et ¢ € GL3(k), alors on définit p(C') comme
étant C o . On remarque que par cette action les matrices scalaires laissent les

cubiques invariantes.

Définition 2.2.2 Une cubique C € Cs3(k) est dite singuliére si elle posséde un
point singulier, c’est-a-dire un point (ay:ag:az) € P2(k), ou k désigne la cloture
algébrique de k, tel que C(ay,az,a3) = 0 et Vi € {1,2,3}, 0;C(a1,az2,a3) =0 (un
point singulier est donc un point de C tel que la multiplicité de C en ce point est
strictement supérieure a 1).

Si la caractéristique de k est différente de 3, alors il n’est pas utile de préciser
que C(ay,as,a3) = 0 dans la définition de point singulier, car si 9;C(a1,az,a3) =0
pour tout 4, on déduit par le Théoréeme d’Euler que C(ay,as,a3) = 0.

On note Cj3(k) l'ensemble des cubiques singulieres et C’;: 3(k) T'ensemble des
cubiques non singulieres. L’action de GL3(k) se restreint a C’; 3(k) et a C35(k), en
effet si ¢ € GL3(k),C,C" € Cs3(k) tels que C” o p(X1, Xo, X3) = C'(X1, X2, X3), on
éerit (X1, Xo, X3) = (Y1,Y2,Y5) ou Y; = Z?:l a;; X; et det(a;j) # 0; alors

3
82‘0(X1,X2,X3) = OZ(C” ¢} (,D)(Xl,XQ,Xg) = ZajiajC”(go(Xl,Xg,Xg))
7j=1
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et donc (aj:ag:ag) est un point singulier de C' si et seulement si p(aq: az: as) est un

point singulier de C’.

Lemme 2.2.3 Si C est une cubique a coefficients dans k non singuliére, alors C
est irréductible en tant qu’élément de k[X1, X2, X3].

Preuve : Supposons que C soit réductible dans k[X1, X2, X3], alors il existe une
droite d et une courbe @ de degré 2 & coefficients dans k telles que C = d - Q. On
peut supposer que d = X, car il existe ¢ € GLz(k) tel que do p = X et alors
Cop=dop-Qop=Xi-Qoy. Alors les dérivées partielles sont :

0C = Q+X101Q
0,C X10:Q
05C X1030Q.

Or on a soit Q(0, X2, X3) = 0, soit Q(0, X2, X3) est un polynéme homogene non nul
de degré 2 en 2 variables. Dans tous les cas, il existe b, ¢ € k, non tous nuls, tels que
Q(0,b,¢) = 0. Alors (0:b: ¢) est un point singulier de C. O

Les points singuliers d’une cubique a coefficients dans k& ne sont par forcément
dans P%(k). En effet, la cubique X3 + X3 + X3 — 3X1 X2X3 est & coefficients dans
Q et pourtant (e:€?:1) et (e?:¢:1) sont des points singuliers de C, oi1 € ¢ Q est une
racine cubique primitive de 1'unité.

Définition 2.2.4 On dit que les cubiques C et C' sont équivalentes et on écrit
C ~ (', si elles sont dans la méme orbite sous laction de GL3(k).

Ceci définit une relation d’équivalence sur les cubiques. On note [C] la classe
d’équivalence de la cubique C'. On note Cubs(k), respectivement Cub3 (k) et Cubj (k),
I'ensemble C3 3(k),respectivement C’; 3(k) et C33(k), quotienté par cette relation
d’équivalence.
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Propriétés des cubiques

Dans ce chapitre, nous allons voir que toute cubique non singuliére a coef-
ficients dans un corps k séparablement clos est équivalente a une forme
particuliere appelée forme normale, et qu’elle posséde 9 points d’inflexion
dans P2(k). Ensuite, on introduira un invariant sur les cubiques non
singuliéres, on parlera de pinceauz canoniques et on étudiera un cas par-
ticulier de cubiques non singuliéres. Enfin, on discutera les différentes
classes d’équivalence de cubiques singuliéres.

3.1 Points d’inflexion d’une cubique

Définition 3.1.1 Soit C une cubique. Un point p € C' non singulier est appelé point
d’inflexion de C si la tangente a C en p intersecte C en p avec une multiplicité
supérieure ou €gale a 3.

La définition de multiplicité d’intersection d’une courbe avec une droite étant
définie & un changement de variables linéaire pres, on a que, pour tout ¢ € GL3(k),
p est un point d’inflexion d’une cubique C, si et seulement si p~!(p) est un point

d’inflexion de C' o ¢.

Définition 3.1.2 Soit C' une cubique. Le hessien de C, noté Hg, est la courbe
projective définie par Ho = det(@%C’).

Il faut voir que le hessien H¢o ne dépend pas du choix du polynéme représentant
la cubique C. Ceci est vrai car si f et g sont des polynomes représentant C, alors
il existe @ € k* tel que ¢ = af. Or det(@%g) =ad det(@fjf), donc det(@%g) et

1
det(@% f) représentent la méme courbe. On vérifie que H¢ est une cubique, puisque

2

les dérivées partielles secondes 0;;C' sont des polynomes homogenes de degré 1 et

j
det(@ij) est une somme de produits de 3 tels polynomes.

Proposition 3.1.3 Si C est une cubique et ¢ € GL3(k), alors

Heop = (det 9)?He o .

23
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Preuve : On écrit ¢(X7, X9, X3) = (Y1,Y2,Y3) on Y; = Z?:l a;j X;. Alors

33
C o) Z Zak]ah (97.C) o

k=11=1
D’ou
Hoop = det (0(C o))
= det <(aji) : (agjo) op:- (aij)>
= (dety)® - det(9},C) o ¢
= (detp)*Hc o .
Od

Grace a cette proposition, on voit qu’on peut définir le hessien pour une classe
d’équivalence de cubiques.

Exemple 3.1.4 Si C(X1, Xo, X3) = X3 + X35 + X3 — 30 X1 X2 X3, alors
Ho (X1, X2, X3) = —54N2(X5 + X3 + X3) 4 (216 — 5403) X1 X0 X3.

On peut voir que les points singuliers d’une cubique C sont des points de Ho. En
effet, d’apres le Théoréeme d’Euler, si (a1:ag: az) est un point singulier de C, alors

0—280 al,ag,ag Z al,ag,ag)aj, i:1,2,3.

Ainsi les colonnes de la matrice (G%C (a1, a2,as3)) sont linéairement dépendantes et
alors det(@ij(al,ag,ag)) =0.

Théoréeme 3.1.5 Un point non singulier d’une cubique C 4 coefficients dans un
corps k de caractéristique différente de 2 est un point d’inflexion de C si et seulement
s’il est un point d’intersection de C avec son hessien.

Preuve : Soit p un point non singulier de C'. On peut supposer que p = (1:0:0) et
I’équation de la tangente T' & C en p soit T'(X3, X2, X3) = X3. En effet, pour tout
¢ € GL3(k), p est un point d’inflexion de C si et seulement si g_l(p) est un point
d’inflexion de C o ¢ et p est un point de H¢ si et seulement si g_l(p) est un point
de Hoop = det(¢)?Hg o ¢. Si X3 divise C, alors il existe un polynome homogene Q
de degré 2 en 3 variables tel que C'(X7, X2, X3) = X3Q(X1, X2, X3). Alors

X304Q X304,Q X30%,Q + 01Q
Heo(X1, Xo, X3) = det X30%,Q X30%,Q X303,Q + 0Q
Xgang + 01Q X38223Q + 05Q) X3(9§3Q + 203Q
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Ainsi X3 divise aussi Ho. Donc p est un point de He et p est un point d’inflexion de
C. Supposons maintenant que X3 ne divise pas C. Si la multiplicité de I'intersection
de C avec T vaut r + 2, avec r = 0 ou r = 1, alors

3
C(Xl,XQ,O) = X5+2 - a H (ang — bin),
i=r+3

pour certains a;, b; € k tels que (a;:b;) # (1:0). Alors on peut écrire
C(X1,X2,0) = X5H2G (X1, Xa),

ou G est un polynéme homogene de degré 3—r—2 en 2 variables tel que G(1,0) # 0 et
donc C(X1, X, X3) = X3-U(X1, X2, X3) +X§+2 -G(X1,X3) ou U est un polynéme
homogene de degré 2 en 3 variables. En général, la tangente 1" & C' en un point non
singulier ¢ = (q1: ¢2: q¢3) est donnée par

T(X1, X2, X3) = 01C(q1,92,93) X1 + C(q1, 92, 93) X2 + 03C(q1, 92, 93) X3.

Donc 830(1, 0,0) #0.Or 83C(X1,X2,X3) = U(Xl,XQ,X3)+X2 ’83U(X1,X2,X3),
donc U(1,0,0) # 0. On peut voir aussi que 01U(1,0,0) # 0. Pour cela, on écrit
C(X17X27X3) = Zi1+i2+i3:3 )\i17j27j3X{1X;2X§3. Alors

i1 i vrig—1
UX1, X0, X3) = > Niy i X1 X2 X051
i1 iz tiz=3,is>1
D’ou
- vii—1 vis viz—1
0WU(Xq1,X2,X3) = E Aigin,ish1 X7 X? Xg?
i1 +i2+i3=3,11,i3>1
et
01U(1,0,0) = E Niyiinsizi1 1771020771 = 2X9 9 1.
i1+i2+i3=3,i2=0=ig—1
Or

U(1,0,0) = > Niyinis XU X2 X5 = N1 #0.
i1+ia+iz=3,i2=0=iz—1

Donc 0;U(1,0,0) # 0. On veut calculer He, pour cela on a besoin des dérivées
partielles secondes de C.

HC = X3-0U+X5T.0,G

W0 = X3-0hU+ X512 04G

PC = X3-0LU+ (r+2)X31 - 01G + X512 04,G

0LC = 00U+ X3-0%U

00 = X3 -RU+(r+2)X5t -G+ X512 0,G

03,0 = X3-05U+ (r+2)(r +1)X5 -G +2(r +2) X5 0,G + X572 . 03,G

03,0 = 00U + X3 - 03U

BC = U+ X3-03U

03,0 = 203U + X3 - 03;U.
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Alors Heo (X1, X2,0) vaut le déterminant de

X572 02,6 KX5TL 016G+ X5 0G nu
RX5TL 016G+ X372 05,G WX G4 RIXST 0G4 X5 03,G U |
U U 20,U

otk =r+2,K =(r+2)(r+1)et " =2(r+2). Ainsi
Ho(Xq,X5,0) = X5 - H(X3, Xs),
oll H est un polynome homogene de degré 3 — r en 2 variables et
H(1,0) = (r+2)(r +1) - G(1,0)(8:U(1,0,0))* # 0.

Ainsi, H(1,0,0) = 0 si et seulement si » > 0 et donc (1:0: 0) est un point d’inter-
section de C' avec H¢ si et seulement si (1:0: 0) est un point d’inflexion de la cubique
C. O

Théoréme 3.1.6 Toute cubique non singuliére en 8 variables a coefficients dans un
corps algébriquement clos de caractéristique différente de 2 et de 3 posséde au moins
2 points d’inflexion.

Preuve : Soit k un corps algébriquement clos, car(k) # 2,3 et C' une cubique non sin-
guliére en 3 variables a coefficients dans k. On cherche un premier point d’inflexion,
c’est-a-dire un point d’intersection de C' avec H¢. Il existe au moins un point qui
n’appartient ni & C' ni a Hg. On fait un changement de coordonnées pour que ce
point soit (0:0:1). Alors C et H¢ sont tous les deux des polynomes de degré 3 en la
variable X3. On consideére le résultant R(X1, X5) de C et H¢ par rapport a X3. On
sait alors que soit R = 0, soit R est un polynéme homogene de degré 9. Si R = 0,
alors C' et He ont un facteur commun non constant F'(X1, X9, X3) € k[X7, Xo][X3].
On peut écrire

F(X1,X2,X3) = Fr(X1,X2) X5 + ...+ F1(X1, X2) X3 + Fo(X1, X2),

ou les F;(X7, X2) sont des polyndémes homogenes en 2 variables a coefficients dans
ket F.(X1,X3) # 0, r > 0. Alors, comme k est infini, il existe aj,as € k tels que
Fr(aq,a2) # 0. Ainsi F(a1, a9, X3) est un polynome a une seule variable de degré
non nul. Puisque k est algébriquement clos, F(aj, a9, X3) possede une racine as
dans k. On obtient ainsi un point d’inflexion (a;:a9:as3). Dans le cas ou R est un
polynoéme homogene de degré 9, on peut alors écrire

9
R(X1,X2) = o] J(aiX2 — B X1)
i=1

avec o, o, 3; € k et a # 0. Ainsi R(aq, 1) = 0, ce qui veut dire que les polynomes
C(oq, (1, X3) et Ho(aq, f1, X3) ont un facteur commun non constant et donc une
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racine commune 7; dans k. On trouve aussi un point d’inflexion (ay: 31:71). On note
p le premier point d’inflexion. Il faut maintenant trouver un autre point d’inflexion.
On choisit des coordonnées homogenes telles que p = (0:0:1) et 1’équation de la
tangente a C en p soit Xo = 0. Par le travail effectué dans la démonstration du
théoréme 3.1.5, on sait qu’on peut écrire C(X1, X2, X3) = X3 + XoU (X1, X2, X3)
avec U un polynome homogene de degré 2 en 3 variables tel que U(0,0,1) # 0. On
écrit

U(X1, X2, X3) = a1 X7 + ap X3 + a3 X3 + b1 Xo X3 + b X1 X3 + b3 X1 X5
et on a la condition az # 0. Alors
C(X1, X2, X3) = X3+ a1 X2 Xy + a X + a3 Xo X3 4+ b1 X3 X3+ bo X1 Xo X3 + b3 X1 X3

et He est le déterminant de la matrice

6X1 + 2a1 X5 2a1X1 + bs X3 + 2b3 X5 bo X9
201 X1 + bo X3 + 2b3Xo 6a9Xo + 2b1 X3 + 203 X7 2a3X3 + 201 X9 + by X7
b X9 2a3 X3 + 2b1 X9 + b2 X 2a3X9

On choisit les coordonnées affines X = % et Y = §—; (la tangente & C' en p est ainsi
la droite a l'infini). Alors

C(X,1,Y)=X3+ a1 X2 +b3X +a3Y? + 1Y 4+ b XY +ay.
Si on fait le changement de coordonnées X' = X — G et Y=Y, alors

aiby

2 9 3
C(X,1,Y) = X® + (% )X +agy 4 (b = T2 + b XY+ 201 _ abs

97 3

On peut donc supposer que a; = 0 et on obtient ainsi
C(X,1,Y) = A3(Y)X3 + A, (V)X + A1 (V)X + Ag(Y),

ou A3(Y) = 1, AQ(Y) = 0, Al(Y) = ng + bg et A(](Y) = a3Y2 + b1Y + ag et

6X baY + 2b3 ba
Hc(X, 1, Y) = det boY + 2bs  6as + 2b1Y 4+ 263X 2a3Y + 2b1 4+ bo X
bo 2a3Y + 2by + bo X 2a3

En calculant le déterminant, on trouve He(X,1,Y) = B3 X3 + Bo X2 + B1 X + By
ol

Bs(Y) —6b3

By(Y) —24a3byY + 24azbz — 24b1by

By1(Y) —24a2Y? + (—24a3by + 2b3)Y + T2aa3 + 2b3bs — 24b3
Bo(Y) = 2a3bY? 4 2b1b3Y + 8bibobs — Gaob3 — Sazb3.
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Onpose f(X,Y)=C(X,1,Y)et g(X,Y) = Ho(X,1,Y). Si by # 0, alors le résultant
R;,(Y) de f et g par rapport a X est donné par

Ao(Y) 0 0  ByY) 0 0

A1(Y) Ao(Y) 0 Bi(Y) Bo(Y) 0
B (v) = det | A20) A1) oY) Ba(¥) By(Y) Bo(Y)
fo A3(Y) Ay(Y) A(Y) Bs(Y) Ba(Y) By(Y)
0 A3(Y) A(Y) 0 Bs(Y) By(Y)
0 0 Ay(Y) 0 0 B(Y)

Si on note C; la iéme colonne de la matrice dont on calcule le déterminant, en
remplacant C; par C; — 2b3C;_3 pour i = 4,5, 6, les B; deviennent

Bo(Y) = 8bibobs — 8asb3 — Sagb’

Bi(Y) = —24a3Y? — 24azbY + T2aza3 — 24b?
Bo(Y) = —24a3bsY + 24azbs — 24b1by

B3(Y) = —8b3.

Si maintentant on remplace C; par ?—é pour i = 4,5, 6, alors

Ao(Y) 0 0 ByY) 0 0
A1(Y) Ao(Y) 0 Bi(Y) Bo(Y) 0
_ Ay(Y) A(Y) Ao(Y) Be(Y) Bi(Y) Bo(Y)
RBraM) =9t ) my) M) ByY) Ba(y) Bi(Y) |
0 A3(Y) A(Y) 0 Bs(Y) By(Y)
0 0 As(Y) 0 0 Bs(Y)

(Y) = a3+ agb3 — bibabs

Bi(Y) = 3a3Y?+3a3b1Y + 3b7 — 9azas
(Y) = 3asboY + 3b1bs — 3asbs
Y)

= b3

On remplace ensuite C; par C; — 3ag(C;_o pour ¢ = 4,5, alors le résultant vaut

AO 0 0 a3b§ + agb% - b1b2b3 0 0
Al Ay O 3b% — 12asa3 a3b§ + agb% —b1bobs 0
(—8)3 det A2 Al AO 3[)11)2 — 60,3[)3 3b% — 12&2&3 B()
Ag A2 Al b% 3blbg — 60,3[)3 Bl
0 Ag A2 —3a3 b% Bg
0 0 Ag 0 —3a3 Bg

On voit ainsi que le coefficient devant Y® (la plus haute puissance de Y que I'on
puisse obtenir) est 33(—8)3af # 0. Si maintenant by = 0 et b3 # 0 alors H¢ est un
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polynéme de degré 2 en la variable X et donc

A(Y) 0 ByY) 0 0
A(Y) Ao(Y) Bi(Y) Bo(Y) 0
Rpg(Y)=det | Ay(Y) Ai(Y) Ba(Y) Bi(Y) Bo(Y) |,
Az(Y) A2(Y) 0 Be(Y) Bu(Y)
0 As(Y) 0 0 By(Y)

BQ(Y) = 24&3[)3
B1(Y) = —24a3Y? — 24a3b,Y + T2asa3 — 24b?
5 Bo(Y) = —8asb3.

Ag(Y) 0 BQ(Y) 0 24&3
Ay(Y) A3(Y) Bi(Y) Ba(Y) 0
Rpg=det | A1(Y) A(Y) Bo(Y) Bi(Y) 48a3b3
Ag(Y) A1(Y) 0 Bo(Y) 96azaz — 24b2
0  Ay(Y) 0 0 —8azb?

Le coefficient devant Y® est donc (24)3a] # 0. Dans les deux cas, Ry, est un po-
lynéme non constant et possede une racine yo dans k. Ainsi les polynémes f(X,yo)
et g(X,yo) ont un facteur commun non constant et donc une racine commune x.
On a obtenu un deuxieme point d’inflexion (z¢: 1:yp). Si be, bz = 0,
C(X, 1, Y) - X3 + a3Y2 + b1Y + as
Ho(X,1,Y) = (—24a3Y? — 24a3b1Y + T2a0a3 — 24b2) X.

Alors, si yg est une racine de azY?2 + bY + az, (0: 1:9p) est un point d’inflexion de
C. O

3.2 Forme normale

Dans cette section, k est un corps de caractéristique différente de 2 et de 3. On
note € une racine cubique primitive de 'unité.

Définition 3.2.1 Une cubique C a coefficients dans k est une forme normale s’il
eriste A € k tel que

C(X1, X0, X3) = X7 + X5 + X3 - 30 X1 X2 X3

ou St

C(X1, X2, X3) = X1 X5 X3.



30 Propriétés des cubiques

On note Cy, respectivement Co, la cubique X3 + X3 + Xg’ — 3AX1 X5 X3, res-
pectivement X X5 X3.

Proposition 3.2.2 La cubique Cy est singuliere. Pour \ € k, la cubique C) est
non singuliére si et seulement si A3 # 1.

Preuve : Supposons que (a: b: ¢) soit un point singulier de Cy. On calcule les dérivées
partielles de C) :

010y = 3X?—3)\X,X3,

DCy = 3X7 - 3\X1X3,

BC\ = 3X3 — 32X Xo.

On a donc que a? = Abc, b?> = Aac et ¢ = Aab. Si a =0, alors b= 0 et ¢ = 0. Donc
a # 0. On trouve

at = A20%c% = N2 (hac)(hab) = A3a?(\be) = Na?

et puisque a # 0, \?> = 1. Inversement, si A> = 1, alors (1:1: %) est un point singulier.
Pour la forme normale C, 01Csx = X2X3, 20 = X1 X3 et 93Cs = X1Xs. Alors
(1:0:0) est un point singulier de C. O

Remarque 3.2.3 Soit A € k. Si \> # 1, on sait que Cy est irréductible dans
k[ X1, Xo, X3], puisque Cy, est non singuliere. Et si A3 = 1, alors Cy, est un produit
de 3 droites :

Cl(Xl,XQ,Xg) = (Xl + X9 + Xg)(Xl +eX9 + 62X3)(X1 + 62X2 + €X3)
Co(X1,X2,X3) = (X14eXo+ X3)(X1 +€2Xo + €2X3)(X1 + Xo + €X3)
Ca2(X1,X0,X3) = (X1 + X0+ X3)(X1 + Xy + eX3)(X1 + Xo + 2X3).

Clairement, la derniére forme normale singuliere Co, est aussi un produit de 3
droites.

Remarque 3.2.4 Pour A € k, Ho, = C) si et seulement si A3 =1.

Preuve : On sait que

He, (X1, X, X3) = =540 (X5 4+ X35 + X3) + (216 — 5403) X1 X2 X3.

Ainsi, si A # 0, Ho, =Cy_y3 et si A =0, Hg, = C. Or
2

3A

4—)\3
3\2

Donc He, = C) <= A3 =1. O

=A<=4-NN=3\3 = N =1
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Théoréeme 3.2.5 Si k est un corps algébriquement clos et C est une cubique non
singuliere a coefficients dans k, alors C' est équivalente a une forme normale.

Preuve : Par le théoreme 3.1.6, on sait que C' possede 2 points d’inflexion qu’on
appelle p et ¢. Il existe ¢ € GL3(k) tel que ¢(p) = (0:0:1), ¢(q) = (0:1:0) et les
tangentes a C' en p et en ¢ sont Xs0¢p et Xzo¢p respectivement. En effet, les tangentes
a C en p et ¢ sont distinctes car alors on aurait une droite possédant plus de 3 points
d’intersection, en comptant la multiplicité, avec une cubique. Ceci n’est possible que
si la droite divise la cubique. Or C' est irréductible, puisqu’elle est non singuliére.
On choisit alors ¢ € GL3(k) tel que ¢ soit ’homographie envoyant les points p, g
sur les points (0:0:1),(0:1:0) et le point d’intersection des tangentes sur (1:0:0).
On peut ainsi supposer que p = (0:0:1), ¢ = (0:1: 0), les tangentes & C en p et en
q sont X5 et X3 respectivement. En utilisant & nouveau le travail effectué dans la
démonstration du théoreme 3.1.5, on peut écrire

C (X1, Xo, X3) = XoU(X1, Xo, X3) + a X3,
ou U est un polynoéme homogene de degré 2 en 3 variables tel que U(0,0,1) # 0 et
a €k, a+#0.Dou C(X1,0,X3) = aX;. De méme, en utilisant le point d’inflexion
g, on trouve

C(Xb X27 X3) = X3V(X17 X27 X3) + a/X137
ou V est un polynéme homogene de degré 2 en 3 variables tel que V(0,1,0) # 0,
a € k,d #0. Alors C(Xy,X2,0) = a’X;. Ainsi X5X3 divise tous les termes de
C(X1, X2, X3) sauf aXf’. On peut donc écrire

C(X1, X2, X3) = a1 X1 X2 X3 + as X3 X3 + a3 X2 X3 + a X7

avec les conditions ag # 0 et az # 0 (car U(0,0,1) # 0 et V(0,1,0) # 0). On fait le
changement de variables suivant

X = v
ax Xy = —%5/1 + €Ys + €2Y3
a3 Xy = —%Yl + €2V + €Ys.
Alors
—(a1 X1+ asXs +a3X3) = —%X1 — (e + 62)Y2 —(e+ 62)Yg
= VY4

puisque €2 + € + 1 = 0. Alors
—aga3C (X1, Xo, X3)
= —a2a3X2X3(CL1X1 + CL2X2 + CL3X3) — aagang’
a a a
= (_§1Y1 + €Ys + e2Y3)(—§lY1 + 2Ys + EY?))(_§IY1 +Ys +Y3) — aasasY?
3

= _(% + aa2a3)Y13 + Y23 + Y33 + a1Y1Y2Ys.
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Donc C est équivalente a

3

a
C/(Yi, Yo, }/3) = — (2—; + aa2a3> Y13 + YV; + Y? + a1Y1YoY5.

3
On doit avoir % + aazagz # 0, car sinon (1: 0: 0) est un point singulier de C’. On fait
maintenant le changement de variable

a :
7 = <——1— ) Y,
1 27 aaa3 1
Zy = Ys
Zy = Y

Alors C' est équivalente & C"(Z1, Zo, Z3) = Z3 + Z3 + Z3 — 3\Z1Z2Z3, on
ai

(3% +a0z0s)
3 ﬁ—i-aagag

A=

=

a

Ce résultat est intéressant car il permet de déduire un grand nombre de propriétés
sur les cubiques non singulieres.

Remarque 3.2.6 Les formes normales non singuliéres a coefficients dans k posseé-
dent exactement 9 points d’inflexion sur k(e).

Preuve : Soit A € k tel que A3 # 1. Les points d’inflexion de Cy sont les points
communs a C) et Hg,. On doit ainsi résoudre le systeme

X3+ X3+ X3 — 30 X1 XaX3 =0
—54ANE (X3 + X3 + X3) + (216 — 54X3) X1 X2 X3 = 0

Si A =0, le systéeme est équivalent a

X3+ X3+X5=0
X1XoX3=0

Et si A # 0, le systéeme est équivalent a

X% + X23 + Xg -3 X1 X2 X3=0
X% + X23 + Xg + ()\ — 4)\_2)X1X2X3 =0

X3+ X3+ X3 -3\ X1 X2X3 =0
AAT2(N3 — 1) X1 X2 X3 =0

X3 3 3 _
— 1 +X2 +X3 3>\X1X2X3 0
X1 X5X5=0
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Dans tous les cas, on est réduit a résoudre le systeme

X3+ X534+X3=0
X1X2X5=0

< X1 =0 ou X2 =0 ou X3 =0
X3 =-X3 X3=-X3 X3=-X3 )

On trouve exactement 9 solutions. Ainsi C) possede exactement 9 points d’inflexion :

zoo = (0: =1:1) 201 = (0: —e:1) x02 = (0: —€%:1)
0= (1:0: =1) 217 = (1:0: —€) x12 = (1:0: —€2)
To0 = (—1:1:0) @91 = (—e:1:0) x99 = (—€2:1:0).
O

Les points zqg,...,Z22 ont une configuration particuliere. On remarque que les
formes normales non singulieres C1, C¢, C2 et Cy sont des produits de 3 droites
passant par 3 de ces points. On obtient ainsi 12 droites et 9 points, chaque droite
passant par 3 points et chaque point appartenant a 4 droites. Cette configuration est
isomorphe & celle des 9 points et des 12 droites du plan affine F3. En faisant corres-
pondre & un point d’inflexion x4 le point (a,b) du plan affine, 'image de I’ensemble
des points se trouvant sur une droite d’une forme normale singuliere est une droite
de F;’ On remarque en particulier qu’une droite passant par 2 points d’inflexion
rencontre un troisiéme point d’inflexion.

Les points d’inflexion des formes normales singuliéres sont tous les points non
singuliers de ces cubiques. En effet, soit C' une forme normale non singuliére, alors
C = didads, ou dy,ds,ds sont des droites distinctes du plan projectif. Alors, si p
est un point non singulier de C, p € d;, pour un certain ¢« = 1,2, 3, la multiplicité
du point d’intersection p de C' avec d; vaut I'infini. Donc p est un point d’inflexion
de C. On peut méme préciser que les points singuliers de C' sont exactement les
points d’intersection des droites dy,ds,d3. En effet, par un changement linéaire de
coordonnée, on peut revenir au cas ou C' = X7 X, X3. Alors

0C = XoX3
0C = X1X3
3C = X1Xo.

Ainsi, les points singuliers sont les points (1:0:0), (0: 1:0), (0: 0: 1) qui sont les points
d’intersection des droites X7, Xo, X3.

Proposition 3.2.7 Sik est algébriquement clos, toute cubique non singuliére posseé-
de exactement 9 points d’inflexion.

Preuve : Soit C une cubique a coefficients dans k. Par le théoréeme 3.2.5, on sait que
C est équivalente a une forme normale C), pour un certain A € k. Alors, il existe
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Configuration des points d’inflexion des formes normales non singulieres
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a€k,a#0etpe GLs(k) tel que aCy = C o p. Alors les points d’inflexion de C
sont exactement les p(x;5), 1,7 = 0,1,2. O

De plus, la configuration des points d’inflexion d’une cubique non singuliére et
des droites passant par ces points est aussi isomorphe a celle des 9 points et des 12
droites du plan affine Fg

Remarque 3.2.8 Si C est une cubique non singuliere, alors Ho # 0.

Preuve : Soit C une cubique non singuliére & coefficients dans k. Alors il existe a € k,
a#0etpcGLy(k)et A€k tels que Cop=aCy. Or

He, = =540\ (X3 + X35 + X3) + (216 — 5403) X1 X2 X3
n’est pas nul, car si A = 0, alors 216 — 543 # 0. Donc
He = (det o) 2a®He, oo™t

est aussi non nul. O

Proposition 3.2.9 Si k est un corps infini et C' est une cubique non singuliére a
coefficients dans k, alors les 9 points d’inflexion de C dans P%(k) sont en fait dans
P2 (ky).

Preuve : On sait qu'il existe a € k, a # 0 et p € GL3(k) tel que Cy = aCo¢. Alors les
o(z5) € PX(k), i,5 = 0,1,2, sont les points d’inflexion de C. On les note py, ..., p.
Soit ¢ € P?(k) tel que g ne soit pas un point d’inflexion de C. On considere les
droites passant par g. Puisque k est infini, il en existe une ne passant pas par un
point d’inflexion. On peut supposer que cette droite est d(Xi, X2, X3) = X3. On
passe en coordonnées affines en prenant d pour droite a I'infini :

X1 X5
X="tety =22
X; © X5
On note (aq,b1),...,(ag,bg) les coordonnées affines des points d’inflexion. On peut

supposer que a; # a; pour ¢ # j. En effet, le polynéme

p(t) = T ((a = tb) — (a; — tb;)) = [T (@ = @) (b ~ b)) € Rl

1<j 1<j

est un polynéme non nul (si i < j, soit a; # aj, soit b; # b;). Alors il possede
un nombre fini de racines. Donc il existe ¢ € k tel que p(c) # 0. Alors l'iso-
morphisme d’espaces affines (X,Y) — (X — ¢Y,Y) envoie les points d’inflexion
sur (ay,b),. .., (ag,by) avec a; # a’, pour i # j. On pose R le résultant des po-
lynémes C(X,Y,1) et Ho(X,Y,1) par rapport & Y. On peut parler de ce résultant
car C(X,Y,1) n’est pas un polynéme constant en Y et Ho(X,Y,1) n’est pas nul.
En effet, sinon C ne dépend que de X; et de X3 et alors C est réductible sur k
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(par le théoreme 1.2.3, les polynémes homogenes en 2 variables de degré strictement
supérieur a 1 sont réductibles) ce qui n’est pas possible car C' est non singuliere. On
veut voir que R # 0 et R(a;) = 0 pour tout i = 1,...,9. On écrit

CX,Y, 1) = an(X)Y" +... +ao(X)
HC(X7Y71) = BS(X)Y8+"'+50(X)7

avec les oy, 3; € k[X], r > 1et s >0.Sis =0, alors R(X) = [o(X)". Ainsi R # 0
car sinon (p(X) = 0 et Ho = 0. D’autre part, R(a;) = fo(a;)” = Ho(ai, b, 1)" =0
(on remarque que dans ce cas le degré de (y(X) doit étre strictement supérieur a 0).
Maintenant, si s # 0, alors R # 0. En effet, sinon C'(X,Y,1) et Ho(X,Y,1) ont un
facteur commun non constant p(Y') dans k[Y] et alors si b € k est racine de p(Y),
pour tout a € k, C(a,b,1) = 0 et Hco(a,b,1) = 0. On obtient une infinité de points
d’inflexion dans Py(k) ce qui n’est pas possible car C' posseéde exactement 9 points
d’inflexion. Soit ¢ € {1,...,9}. Si C(a;,Y,1) est un polynéme constant, alors cette
constante est nulle puisque C(a;, b;, 1) = 0. On a alors

apla;) ... v ap(ay)

N~ de ap(a;) oo ap(ag)
R(az) = det ﬁo(ai) - o ﬁs(ai) ,

Bola;) ... ... Bs(a;)

avec aj(a;) = 0 pour tout j = 0,...,r. Donc R(a;) = 0. De méme, si Ho(a;,Y, 1) est
constant, alors R(a;) = 0. Supposons maintenant que C'(a;,Y,1) et Hco(a;, Y, 1) ne
soient pas constants. Alors R(a;) = %oy (a;)*PB,(a;) "' Ri(a;) ot I (respectivement
p) est le premier entier en partant de r (resp. s) tel que oy(a;) # 0 (resp. Bp(ai) # 0)
et R; est le résultant des polynémes C(a;,Y,1) et He(as, Y, 1). Mais puisque b; est
une racine commune de C(a;,Y,1) et Ho(a;, Y, 1), Y —b; est un facteur commun de
ces deux polynémes et donc R; = 0. Ainsi R(a;) =0. On a R(X) = Rc,u,(X,1) ou
Re . (X1, X3) est le résultant de C' et He par rapport a Xs. Si s > 1, comme C
et Ho sont de polynomes homogenes de degré r et s respectivement par rapport a
la variable Xs, soit Rc pg. = 0, soit R g, est un polynome homogene de degré rs.
Ainsi, soit R(X) = 0, soit R(X) est un polynéme de degré au plus rs, donc au plus 9.
Sis =0, R(X) est un polynéme non nul de degré r-(deg 3p), donc aussi de degré plus
petit que 9. Or R possede 9 racines distinctes, les a;, 1 = 1,...,9, donc le degré de R
est 9 et R possede toutes ses racines simples. Comme R(X) € k[X], a; est séparable
sur k, pour tout i € {1,...,9}. Reste a voir que les b; sont aussi dans ks. Soit
ied{l,...,9}. SiC(a;,Y,1) et Ho(a;,Y, 1) ne sont pas constants, comme R;(a;) =
0, les polynémes C(a;,Y,1) et He(ai, Y, 1) de ks[Y] ont un facteur commun non
constant f(Y) dans ks[Y]. Ce facteur doit étre une puissance de Y — b; (car sinon ce

facteur possederait une autre racine b; et on obtiendrait un dixiéme point d’inflexion
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(ai:bi:1)). Si f(Y) =Y — b;, alors on a directement b; € ks. Si f(Y) = (Y — b;)?,
alors Y2 — 2b;Y +b? € kg[Y] et on a encore b; € k. Finalement, si f(Y) = (Y —b;)3,
Y3 —3bY2 4+ 3b?Y — bg’ € ks[Y] et donc b; € ks. Si C(a;,Y, 1) est constant, alors
C(a;,Y,1) = 0 et donc Hg(ai,Y,1) est une puissance de Y — b; (en effet, si b est
une racine de He(a;, Y, 1) distincte de by, alors C'(a;,b,1) =0 et Ho(a;,b,1) = 0, on
obtient donc un dixiéme point d’inflexion). Comme Hc(a;,Y, 1) € kg[Y], on obtient
que b; est dans k. De méme, on prouve que b; € kg si Ho(a;, Y, 1) est constant. O

Théoreme 3.2.10 Toute cubique non singuliére a coefficients dans un corps k infini
et séparablement clos est équivalente a une forme normale.

Preuve : Toute la démonstration du théoreme 3.2.5 reste valable sur k puisque que
I’on sait maintenant qu’une cubique non singuliere & coefficients dans un corps k
infini et séparablement clos posséde 9 points d’inflexion dans P?(k). O

3.3 j-Invariant

Dans cette section, k£ est un corps infini de caractéristique différente de 2 et 3.
Si C est une cubique a coefficients dans k, on sait alors que C' est équivalente sur k;
a une forme normale C, A € kg, A3 # 1. On définit le j-invariant de C, noté j(C),
par
J(C) = M\ 4 8)3

DT

Nous allons voir que le j-invariant est bien défini. Il faut en fait vérifier que pour
A 1 € kg, si C), est équivalente a C'u, alors

)\3()\3—1-8)3 - Ng(ﬂ3+8)3
WP T E

Pour cela, on considere le groupe & des éléments de PGL3(ks) = GL3(ks)/k*Ids
(rappelons que cet ensemble correspond aux homographies de P?(k) dans lui-méme)
qui permutent les points d’inflexion d’une forme normale non singuliere. On a vu
que ces points et les droites formées par ces points ont une configuration isomorphe
a celle des points du plan affine Fg Alors les éléments de PGL3(ks) qui permutent
les points zqq, . .., x22 vont correspondre & des applications bijectives du plan affine
sur lui-méme qui conservent la colinéarité et l'incidence. Ces applications du plan
affine sont exactement les automorphismes affines. On note Ag(F3) le groupe des au-
tomorphismes affines de F% 11 est engendré par les translations (qui sont au nombre
de 9) et les automorphismes linéaires de GL2(F3) (qui sont au nombre de 48). Le
cardinal de Ay(F3) est donc 432. Le groupe des affinités spéciales SA9(FF3), engendré
par les translations et les éléments de SLo(F3) (les automorphimses linéaires de F3
de déterminant 1) est un sous-groupe de As(F3) d’indice 2. SLy(F3) est engendré par
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U= Lo et V = 01 . On pose W = L0 . On a alors
1 1 2 0 0 2

Ag(Fg) = SAQ(Fg) Uw - SAQ(F3),
ol la réunion est disjointe. On définit une application
0: 6 — Ax(F3): ¢ — f,

telle que pour tout (a,b) € F3, f(a,b) = (c,d) si p(zqp) = xcq. L'application © est
un homomorphisme injectif de groupes. En effet, si p,1) € & et ©(p) = O(¢)), alors
les images de xqp, To1, 10 €t 211 sont les mémes par et par . Mais puisque les
points g, o1, T10 et 11 forment un repere de P?(ky), on a @ = 1. Soit Gag le
sous-groupe de PGL3(ks) engendré par A, C, D et E avec

0 0 1 1 0 0
A= 1 00 |,C=]0 ¢ 0 ,

010 0 0 ¢

1 0 0 1 1 1
D=10 0 et £ = 1 e €

0 1 € ¢

(limage de x4, étant obtenu par multiplication a gauche par x,;, puisque l'on tra-
vaille avec des vecteurs lignes). Un calcul montre que A,C,D et E sont dans & et
que O(A) est la translation de vecteur (2,0), ©(C) la translation de vecteur (0, 2),
O(D) = U et ©(E) = V. Le groupe G a ainsi le méme cardinal que SAy(F3),
c’est-a-dire 216. On va voir que 'image de © est SAs(F3). D’abord, on voit que W
n’est pas dans I'image. En effet, puisque

v(0)=()(0)-(3)
v(0)=(o) o (2)-(2)

on cherche I'unique élément de PGL3(ks) qui envoie xgg sur lui-méme, z¢; sur zgs,

1 0 €
10 sur lui-méme et z17 sur z12. On trouve F ou F = 0 € 1 . On a alors
0 0 —e

F(0: —€%:1) = (0: —e: —2) et (0: —e: —2) & {@o, - - ., T2} Alors, si p € & est tel que
O(p) € W -SAy(F3), il existe f € SAy(IF3) tel que ©(p) = W o f. Par définition
de Goaig, il existe ¢ € Gag tel que O(1)) = f. Alors M‘l € ® et @(m_l) =
W. C’est impossible, on prouve ainsi que Im(0) = SAz(F3). On obtient le résultat

suivant :
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Proposition 3.3.1 Le groupe & des éléments de PGLs(ks) qui permutent les points

700, ..., T est engendré par les automorphismes A,C, D, E de P?(ks), ou
0 01 1 0 0 1 00 1 1 1
A=1100]|,C=[0¢€¢ 0 |,D=|0¢€ 0 |,E=]1 € €
010 0 0 € 0 0 € 1 € ¢

& est en fait un sous-groupe de PGL3(k(e)).

Proposition 3.3.2 Soient ¢ € GLz(ks) et A\ € kg, A3 # 1. Alors Cy o ¢ est une
forme normale si et seulement p € &.

Preuve : Si C) o ¢ est une forme normale, en particulier, p est un point d’inflexion
de C) o si et seulement si p(p) est un point d’inflexion de C. Donc ¢ permute les
points oo, - .., T22 et ¢ € &. Maintenant, si ¢ € &, on sait qu’il existe a € ks tel
que aldgs o ¢ est dans le groupe engendré par

0 01 1 0 0 1 00 1 1 1
10 01, 0 € O , 0 € O et 1 ¢ €
010 0 0 ¢ 0 0 € 1 € ¢

Puisque les cubiques sont inchangées sous l'action des matrices scalaires, on peut
supposer que a = 1. Or les cubiques que l'on peut obtenir par changement de
variables engendré par ces matrices sont toutes des formes normales C, avec p dans
I’ensemble

_ 2y A2 A2 A2 M2 A2e A2e A2e2 24262 A+262
Ny = {)\’ €A, €A, A=17 ed—€’ 2A—€2? A—€ ? ed—€2? 2X—1" A—€2? eA—1 2 h—€ [*

Soit J Iapplication définie par

(A3 + 8)

. 2 .
Jiks \ {l,e,e*} — kg: A — TSV

Proposition 3.3.3 Pour A\, € k,, Cy est équivalente a C,, sur ks si et seulement
st J(N) = J(p).

Preuve : Supposons que C) soit équivalente a C),. Alors p € Ny. On vérifie par
un calcul que les valeurs v € N, vérifient toutes J(v) = J(A). Inversement, si
J(N\) = J(p), alors p est racine du polynéme

pa(t) = (W = 1)? - £3(#° + 8)% = N} (N +8)° - (#7 — 1)°.

Ce polynéme a au plus 12 racines puisqu’il est non nul et de degré 12. Orsi A ¢ N,
ol

N = {0,—2,—25, —2¢2, 143, e(1+V3),2(1+V3), 1—\/5,5(1—\/5),62(1—\/5)},
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on remarque que les 12 valeurs de ’ensemble Ny sont toutes distinctes. Comme elles
sont racines du polynoéme p)(t), u € Ny et on sait alors que C) est équivalente C,,.
Si A =0,-2,—2¢ ou — 2¢2, alors les racines de py(t) = (A\> — 1)% - 3(t3 + 8)3 sont
0, —2, —2¢, —2¢% qui forment 'ensemble Ny. On pose Ay(t) = (A3 — 1)(t* + 8t) et
By(t) = A\ +8)(t3 — 1). Alors

pa(t) = (A1) = By(0)) - (Ax(0) = eBA®)) - (An() — €Ba(®)).
SiA=143,e(1+v3),e(1+v3),1—3,¢e(1 —3) ou (1 —/3),
pa(t) = (A3 —1)3(t" — 483 + 8t + 4)(t* — det® + 8t + de) (t* — 43t + 8t 4 4€?)
= (V- 1)3<(t = At =)t = Nt = A)(t — eX)(t - er)>2,

ot on écrit 1+ +/3 pour 1 — /3, €(1 + v/3) pour €(1 — v/3), etc.. On trouve encore
que les racines de py(t) forment ’ensemble N,. O

Ce résultat montre en particulier que le j-invariant est bien défini. Si C est
3()\3 3
une cubique non singuliere, j(C) = %, avec A € kg, A3 # 1, tel que C est

équivalente a C) sur ks. Donc a priori, j(C) est dans k;.

Proposition 3.3.4 Pour une cubique non singuliére C, j(C) € k.

Preuve : Nous allons voir que pour tout v € Gal(ks/k), v(5(C)) = j(C). Il existe
a€k,a#0,p € GLs(ks)et A € ks, A3 # 1, tels que Cop = aCy. On éerit p = (a;5),
avec les a;; € ks tels que det(a;;) # 0. Soit v € Gal(ks/k). On définit y(¢) € GL3(ks)
par

() = (v(ai5))
(det(y(aij)) = v(det(ai;)) # 0). Gal(ks/k) agit sur les cubiques a coefficients dans kg
de la maniére suivante : si C’ est une cubique a coefficients dans ks et v € Gal(ks/k),

C'(X1, X2, X3) = Y Ny inyis X1 X5 X5,
ou la somme varie sur les indices 1,142,173 tels que i1 + 12 + i3 = 3 et \;, 4,45 € ks,
alors
v x C'(X1, X2, X3) = > ¥(Niy i) X1 X2 X5,
Puisque les coefficients de C' sont dans k, on a
Coq(p) =7*(Cop)=7x(aCy) =(a)Cyn-

Donc C) est équivalente a C(y). Ainsi

3
B8R 7(A)3(7(>\)3+8) ISR AN
O ="pa—ap = (op-1)" ( (=1 )”U(C»'

On vérifie facilement le résultat suivant :
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Lemme 3.3.5 Si k est séparablement clos et A € k\ (N U {l,¢,€?}, en posant
B = E?, pour tout p € GL3(ks), C\o@ = C\ si et seulement si p est dans le groupe
H engendré par A, B et C.

3.4 Pinceaux canoniques de cubiques

On suppose encore que k est un corps infini de caractéristique différente de 2 et
de 3.

Définition 3.4.1 Soit C une cubique a coefficients dans k. Le pinceau canonique
associé a C, noté Fgo, est l’ensemble des cubiques de la forme aC + BH¢g, pour
a,f € k.

Fo ne dépend pas du choix du polynéme représentant C. En effet, si f et g
représentent C, alors il existe A € k> tel que g = Af. Or, si o, 5 € k,

ag + 5det(ai2jg) — a)\f + ﬁ)\3 det(@%f) = a/f + ﬂ/ det(aizjf)7
pour certains o/, 3 € k et

pour certains o, 8" € k.

Si p est un point d’inflexion de la cubique C|, alors toute cubique de ’ensemble
Fc passe par p. En effet, p = (a: b: ¢) est un point non singulier de C' appartenant a
H¢ et done si aC + BHe € Fe,

(aC + BH¢)(a,b,c) = aC(a,b,c) + fHc(a,b,c) = 0.

Maintenant, si C est non singuliere et p est un point d’inflexion de C, alors p est
un point d’inflexion de toute cubique de Fe. En effet, il existe a € kg, a # 0,
¢ € GLs(ks) et A € kg tels que C' o ¢ = aC). Alors, pour toute cubique aC + SH¢,

(aC+pHp)op = aCop+BHoop
= aaCy + B(det p) " 2a®He, .

Puisque H¢, est une forme normale, on remarque que (aC + SH¢) o ¢ est aussi
une forme normale. Comme p est un point d’inflexion de C, g_l(p) est un point
d’inflexion de C'y et donc p est un point d’inflexion de aC + GH¢.

On va voir que si C est une cubique non singuliere, alors F¢ est I’ensemble des
cubiques passant par les 9 points d’inflexion de C'.

Lemme 3.4.2 Pour tout A € k, \3 # 1, Fc, est Uensemble des formes normales
(singuliéres ou non), c’est-a-dire

Fo, = {Culmekufoct}.
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Preuve : Soit \ € k, A # 1. Puisque
He, = =540 (X5 + X5 + X3) + (216 — 5403) X1 X2 X3,
alors on a
aCy + BHc, = (o — 54\26)(X3 + X3 4+ X3) — 3(ha + 18)\33 — 723) X1 X2 X3,

Pour tout 1 € kU {oo}, on voudrait trouver «, 3 € k tels que aCy + fHc, = C,,.
Soit p € k. On cherche «, 8 € k tels que

a—54N3=1 — a=1+54)\23
Ao+ 18\33 — 728 = A+T2NB-T28=pn
Alors
a_)\3+3)\2u—4 w—A
43— 72(\% — 1)

conviennent. Maintenant, si i = oo, on cherche «, 5 € k tels que

— 54N2[ = = 54)\2
{a550 @{aSB

et 0=

—3A\a+18\33 - 728) =1 —2168A3 + 2168 = 1
Ainsi on peut choisir

=X N
CTad o P T a8 — 1)

a

Lemme 3.4.3 Les cubiques passant par les points xqg, ..., Tos sont exactement les
formes normales.

Preuve : Soit C' une cubique a coefficients dans k, passant par les points xqg, ..., T22.
On écrit
C(X1, X0, X3) = Y Niginis X1 X2 X5,
i1+i2+i3=3

pour certains A;, j, i, € k. Alors les \;, 4, i, Vérifient les 9 équations :

—2X0,3,0 + 0,03 + A0,21 — Ao,1,2 =0
=030 + 20,03 + €2Xo021 — €Xo12 =0
=030+ A0,03 + €Xo21 — €212 =0
+X3,00 — 20,03 + A1,02 — A20,1 =0
+X3,00 — 20,03 + €A102 — €A1 =0
+X3,00 — 20,03 + €A1,02 — €A201 =0
=300+ A0,3,0 + X210 — A1,20=0
—230,0 + 20,30 + €6 X210 — €Ad1,20 = 0
L —23.00 + X030+ X210 — X120 =0
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N { 23,00 = 20,30 = A0,0,3
A2,1,0 = A120 = A2,0,1 = A1,02 = Ao2,1 = Aoj12 =0
Ainsi,
C(X1, X2, X3) = Ag0,0(X7 + X5 + X3) + 11 X1 X2 X5
est une forme normale. O

Grace a ces deux lemmes, on obtient le résultat annoncé :

Proposition 3.4.4 Si C est une cubique non singulicre, alors F¢ est l’ensemble
des cubiques passant par les 9 points d’inflexion de C.

Preuve : Soit C' une cubique non singuliere a coefficients dans k. On a déja vu que
toute cubique de F¢ passe par les 9 points d’inflexion de C. Maintenant, soit C”
une cubique & coefficients dans k passant par les 9 points d’inflexion de C. Il existe
a € ks, ¢ € GLs(ks) et X € ks tel que C o p = aC). Alors C’ o ¢ passe par les
points zqp,. ..,z (en effet, comme C o ¢ = aCl, les points d’inflexion de C' sont
©(x00), - .., @(x22)). Par le lemme 3.4.3, on sait que C’ o ¢ est une forme normale

et donc, par le lemme 3.4.2, il existe a, 5 € ks tels que C' o p = aC)\ + SH¢, (les
coefficients de C’ o ¢ sont a priori dans k). Ainsi,

C" = aCrop ' +BHg, 09!
= aa 'C + B(detp)®a>He
= o'C+ ' He,

pour certains o/, 8’ € ks. Pour montrer que o/, 3’ € k, on utilise une nouvelle fois
l'action du groupe de Galois Gal(ks/k) sur les cubiques & coefficients dans ks. Soit
v € Gal(ks/k). Puisque C et C’ sont des cubiques a coefficients dans k, v+ C' = C’
et yx (o/C+F'He) = v(a)C +~(8')He. Alnsi (of —v(a))C + (8 —(8'))He = 0.
Supposons que o —y(a’) # 0, alors
o= _ﬂi —) g,
o — ()

et alors C' et He sont les mémes cubiques. Ceci ne peut étre vrai car C) et Hg, ne
sont pas les mémes cubiques (A3 # 1). De méme, si 3’ — v(3') = 0, alors C et Hg
sont les mémes cubiques. Donc o/ = v(a/) et 3/ = v(F') et ainsi, o/, 3’ € k. O

On a donc que les cubiques du pinceau associé a une cubique non singuliere C
sont les cubiques passant par les points d’inflexion de C' et de plus que les points
d’inflexion de C' sont aussi des points d’inflexion pour les cubiques du pinceau. Ce
sont les seuls points d’inflexion sauf dans le cas ou la cubique du pinceau est singuliére
(alors cette cubique est un produit de 3 droites et tous les points de la cubique sont
des points d’inflexion sauf les points d’intersection des droites). On remarque que,
dans le cas ou une cubique du pinceau est singuliere, alors son hessien est la méme
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cubique. En effet, une cubique singuliere du pinceau est un produit de 3 droites,
on peut alors considérer le cas ou cette cubique est X7X9X3 et on vérifie alors que
le hessien est aussi X1 X5X3. Ainsi, les cubiques du pinceau sont singuliéres si et
seulement si elles sont égales a leur hessien.

On note PB(k) (resp. PT(k)) I'ensemble des pinceaux canoniques associés aux
cubiques (resp. cubiques non singulieres) a coefficients dans k. GL3(k) agit sur B(k)
de la maniere suivante : si Fo € P(k) et ¢ € GL3(k), p(Fc) = Fyc)- 1l faut voir
que o(Fc) est bien défini. Si Fo = Fer, alors soit ap(C) + BH, o) € Fyc)- On a

ap(C) + BHycy = aCop+ B(det )’ He o
(aC + B(det )2 He) o .

Or aC + B(det p)2He € Fo = Fer, done aC + B(det ¢)?Hp = o/C' + 'Hcr, pour
certains o, 3 € k. Ainsi,

ap(C)+ BHycy = (o/C'+ ' Her)op
= /C'op+ B (det ) 2Heoy
= O/C,D(C,) + ﬁ'(det (,0)_2H<p(cl) S .7:;0(0/).

On vérifie de méme que Fcry C Fy(c)-

On dit que F¢ et Fer sont isomorphes sur k s’ils sont dans la méme orbite sous
l'action de GL3(k). Ceci définit une relation d’équivalence sur B (k). On note Pens(k)
le quotient de (k) par cette relation d’équivalence et [F¢] la classe d’équivalence
du pinceau F¢. Il est clair que 1'action de GL3(k) se restreint & BT (k). On note
Pen™ (k) le quotient de BT (k) par la relation d’équivalence.

3.5 Etude de cubiques particulieres
Dans cette section, on s’intéresse aux cubiques de la forme
a1 X3 + aa X3 + a3 Xs — 3bX; X5 X.

Cette forme est plus générale que la forme normale et vérifie une propriété intéres-
sante. Soit k un corps de caractéristique différente de 2 et de 3.

Lemme 3.5.1 Une cubique ale’ + CL2X23 + a3X§’ —3bX1X2X3, ai,as9,a3,b € k est
non singuliére si et seulement si a1, as,as # 0 et b> # ajasas.

Preuve : Soit C la cubique définie par C = ale2 + ang’ + ang’ —3bX1X9X3. Si
a; = 0, alors (1:0:0) est un point singulier de C. De méme, si ap = 0 ou a3 = 0,
alors C est singuliere. Supposons maintenant que ai,as,as # 0. Supposons que
b3 = ajazas. On note o une racine cubique de Z—; et B une racine cubique de Z—; telles
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que b= ;—é, alors on vérifie que (1: a: ) est un point singulier de C. Supposons que

la cubique C soit singuliere. Alors, il existe (z1:z9: 23) € P2(k) tel que

3a1x% —3bxoxs = 0
3(12:17% —3brizg = 0
3a3x§ —3bxrixs = 0.

Sizy =0, alors xo =0 et 3 = 0. Donc 1 # 0. On a
asazair] = asazb®rixl = brriryrs = blajx].

Ainsi, b® = a1a2as3. O

Lemme 3.5.2 Soit aq,a9,a3,b € k. Si C' = ale’ + ang’ + a3X§’ — 3bX1 X9 X3 est
non singuliere, alors les 9 points d’inflexion de C' sont sur les droites X1, Xo et X3
et ne dépendent pas de b.

Preuve : On calcule le hessien de C.

2(11X1 —ng _bX2
He = 3%det | —bX3 2a9Xo —bX)
—bX2 —le 2a3X3

= 33< —20% (a1 X3 + as X3 + a3 X3) + (8ayazasz — 2b3)X1X2X3>.
Ainsi, pour trouver les points d’inflexion, il faut résoudre le systéme
{ a1 X3 + ap X3 + asX3 — 3bX, X5 X35 = 0
—2b%(a1 X3 + aa X3 + a3 X3) + (8arazasz — 2b3) X1 X2 X3 = 0.
Ce systeme est équivalent a

a1 X3 + as X3 + az X3 — 3bX1 Xa X3 =0
(8&1&2&3 — 8b3)X1X2X3 =0

Puisque C' est réguliere, b> — ajasag # 0 et ainsi il suffit de résoudre le systeme
ale’ + (12X23 + ang’ =0
X1 XoX3=0

On obtient donc que les points d’inflexion sont sur les droites X1, X5 et X3. On note

. . . as . @ as
as39, respectivement a3 et aop, une racine cubique de Ty respectivement as et @

Alors les points d’inflexion sont
poo = (0: —asa: 1), po1 = (0: —ear: 1), po2 = (0: —€>auzo: 1)

pro = (1:0: —ai3), p11 = (1:0: —ea3), p1a = (1:0: —€*ay3)
P20 = (—a91:1:0),p21 = (—€anq:1:0), p22 = (—e2a21: 1:0).
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Proposition 3.5.3 Si une cubique non singuliére a coefficients dans k posséde tous
ses points d’inflexion sur les droites X1, Xo et X3, alors elle est de la forme ale’ +
ang’ + a3X§’ — 3bX1 X5 X3, pour certains a1, as,as,b € k.

Preuve : Soit C' une cubique non singuliere a coefficients dans k avec tous ses points
d’inflexion sur les droites X1, Xs et X3. La configuration des points d’inflexion d’une
cubique non singuliere et des droites passant par ces points impose que les droites X;
passent chacune par 3 points d’inflexion et que les points d’inflexion ne se trouvent
pas a l'intersection de 2 droites X; et X;. Soient p1,p2, p3 les points d’inflexion de C
sur la droite X;. On a p; = (0:aq:1), pa = (0: 2: 1), p3 = (0:3: 1), pour certains
a1, s, a3 € kX. On va voir que of = a3 = ozg. Soit p4 un point d’inflexion de C' sur
la droite Xy, py = (1:0: 51), /1 € k. On peut déduire les autres points d’inflexion
de C a partir de ces 4 premiers. On utilise le fait que C est équivalente a une forme
normale. Ceci implique que la configuration des points d’inflexion de C' est identique
a celle des points xqg, ..., 2. Ainsi, si une droite passe par deux points d’inflexion
de C, alors elle rencontre un troisitme point d’inflexion. Si p et ¢ sont 2 points de
P2(k), on note (pq) la droite passant par p et q. Si d et d sont deux doites, on
note d N d’ le point d’intersection de ces 2 droites. Soit p7 le point d’intersection de
la droite (p1p4) avec la droite X3. Alors p; = (s:ray:r + sf) ou r,s € k vérifient
r+s0; = 0. Dou p; = (1: —=(11:0). Soit ps le point d’intersection des droites (paps)
et X3. Alors pg = (s:rag: 7+ sf1) ou r + s = 0. Ainsi, pg = (1: —F1a2:0). Soit pg
le point d’intersection des droites (p3ps) et X3, alors pg = (1: —f1a3: 0). Les points
p7,D8, P9 sont les points d’inflexion de C' sur la droite X3. Soit ps = (p1ps) N X,
alors ps = (s:ra; — sfiag:r), ou rag — sfiay = 0, donc ps = (aq:0: Braz). Soit
pe = p1p9 N Xa, alors pg = (a1:0: frag). Or, les points papr N Xo et papg N Xo sont 2
points d’inflexion de C sur la droite X5 distincts de ps. Donc, on a soit paprNXs = p5
et papg N Xo = pg, s0it pap7 N Xg = pg et papg N Xo = ps. Dans le premier cas, puisque
pop7 N Xo = (a9:0: Bravy) et papg N Xo = (2: 0: Br1az), on devrait avoir ay = g et
c’est impossible. Donc

Bron _ Brog ot Brog _ Bro

(65 aq (65 aq
Ainsi, on a g—; = g—i = g—; (si on utilise le fait que (psp7) N Xo et (p3ps) N Xo

sont des points d’inflexion sur la droite Xs distincts de p4, on obtient encore la

méme condition sur les «;). Alors oz% = aoas, oz% = aja3 et oz?,) = ajag. Ainsi

ol =a3 = ozg = ajasag. Or, p1,p2,ps sont des points d’intersection de C avec la

droite X7. Si on écrit
C= Z )‘il,imiinlXéQX?’
ou la somme varie sur les indices i1, 19, i3 tels que i1 + i3 + i3 = 3, alors
C(0, X2, X3) = No3,0X5 + A0,2,1X5 X3 + No,1,2X0X3 + Xo03X5.

Donc les «; sont racines du polynoéme de la variable ¢

Xo3.0t> + Xo2.1t? + Xo1at + Noo3-
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Mais puisque les a; sont aussi racines du polynéme t3 — aqagas, alors on a
X0.3.0t2 + Xo21t% 4+ Moot + Xoos = Aot — )
0,3,0t" + A0,2,11” 4+ Ao,1,2¢ + A0,0,3 = A0,3,0 a1003).

D’ot, Ag2,1 = Ao,1,2 = 0. En échangeant le role des variables et en faisant le méme
travail, on obtient aussi que A2 1,0 = A1,2,0 = A2,01 = A1,02 = 0. Ainsi,

C = X3,00X; + X03,0X5 + X0,03X5 + A.1,1X1 X2 X5.

a

Grace a ce résultat, on déduit une borne sur la dimension d’une extension de k

telle qu'une cubique non singuliere soit équivalente sur cette extension a une cubique
de la forme ale’ + ang’ + a3X§’ —3bX1 X5 X3.

Proposition 3.5.4 Si k est un corps infini et C' est une cubique non singuliére
a coefficients dans k, alors il existe une sous-extension L/k de ks/k de dimension
inférieure ou égale a 24 telle que C est équivalente sur L a une forme ay X3+ ag X3+
ang’ — 3bX1 X2 X3, pour certains a;,b € L.

Preuve : On sait que les cubiques aC' + BHc décrivent les cubiques passant par
les points d’inflexion de C et qu’il en existe exactement 4 singulieres qui sont des
produits de 3 droites. Ainsi, il existe 4 valeurs de A € kg telles que AC + H¢ soit
un produit de 3 droites (C' n’est pas un produit de droites, puisque C est non
singuliere). Or Hycypn, = A(N)C + B(A\)Hc, ou A, B € k[X] et deg A,deg B < 3.
De plus, A\C' + H¢ est un produit de droites si et seulement s’il existe a € k()
tel que a(AC + He) = A(N)C + B(MN)He, c’est-a-dire AB(\) — A(A) = 0. Donc
XB(X) — A(X) est un polynéme a coefficients dans k de degré 4 possédant toutes
ses racines simples. Soit \g € ks une racine de X B(X) — A(X), alors \gC' + H¢ est
un produit de droites et [k(A\g): k] < 4. On pose k' = k(\g). Soit L/k’ la plus petite
sous-extension galoisienne de kg /k’ telle que \gC + He = didads et d; € L[ X1 X X3]
pour tout ¢. On a que L est une extension finie de k', donc [L: k'] = |Gal(L/k)|. On
a une action de Gal(L/k') sur les courbes projectives & coefficients dans ks. Pour
tout v € Gal(L/k'), yxC = C, ainsi il existe une permutation o de {1, 2,3} telle que
pour tout ¢ = 1,2, 3, il existe \; € L tel que y*d; = A\id,(;. On note Sym(dy, da, ds)
I’ensemble des permutations des droites dy, ds, d3. Alors on a un homomorphisme de
groupes
GaI(L/k:’) — Sym(dl, dg, dg).

Nous allons voir que cet homomorphisme est injectif. Pour cela, on consideére le sous-
groupe H = ker(Gal(L/k") — Sym(dy,dz,ds)). Alors H est un sous-groupe normal
de Gal(L/K'). Par le théoréme fondamental de la théorie de Galois, M = F(H)
est une extension galoisienne de k' et Gal(M/k') = Gal(L/k')/H. Alors on a un
homomorphisme de groupe injectif de

GaI(M/k:’) = GaI(L/k")/M — Sym(dl,dg,dg).
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Nous allons voir que C' est un produit de 3 droites a coefficients dans M. D’abord, on
voit que si d est une droite a coefficients dans L telle que pour tout v € H, il existe
Ay € L avec yxd = \,d, alors il existe une droite d’ & coefficients dans M et a € L tels
que d = ad’. En effet, d = a1 X1 + as Xs + a3 X3, oll a1, as, a3 € L sont non tous nuls.
On peut supposer que a; # 0. Alors d = a1d' avec d' = X, +Z—3X2+Z—?X3. Alors pour
tout v € H, il existe A, € L tel que v *d = X d’. On doit avoir A\, = 1, puisque
v(1) = 1. Donc d' € M[X1, Xo,X3] et d = ayd’. Alors di = a1dy, do = aod} et
ds = agdf, pour certains a1, ag, a3 € L et des droites dy,d}, d5 & coefficients dans M.
Comme C = dydads = ajagazd;dsyds, C est a coefficients dans k' C M et dd5ds est
a coefficients dans M, alors ajagas € M et dans C' = djdjdy, pour certaines droites

", dy, df & coefficients dans M. Ainsi M/k" est une sous-extension de L/k’ telle que C
est un produit de 3 droites & coefficients dans M. Alors L = M et 'homomorphisme
de groupes Gal(L/k") — Sym(dy,ds,ds) est injectif. Or |Sym(dy,ds,ds)| = 6, donc
| Gal(L/kK') |< 6. Puisque L/k’ est galoisienne, [L: k'] =| Gal(L/k') |< 6. Donc, L est
une extension de k, [L: k] < 24 et les points d’inflexion de C sont sur des droites d;,
avec d; € L[ X1, X9, X3]. Alors il existe ¢ € GL3(L) tel que dj op = X1, dyop = Xo
et d3 o = X3. Ainsi C o p est de la forme ale’ + agXS’ + a3X§’ —3bX1 X5 X3, pour
certains a;,b € L. O

On remarque que l'on peut aussi trouver une borne sur la dimension d’une ex-
tension de k contenant les points d’inflexion d’une cubique non singuliere. Soit &
un corps infini et C une cubique non singuliere a coefficients dans k. On sait qu’il
existe une extension L/k de dimension inférieure ou égale a 24 telle que les points
d’inflexion de C se trouvent sur des droites di,ds,ds a coefficients dans L. Alors
il existe ¢ € GL3(L) tel que dj o ¢ = X3, d2 o p = X3 et d3 o ¢ = X3. On note
(0:a;1:1), (0:ag:1) et (0:ag: 1), pour certains a; € ks, les points d’inflexion de C' o ¢
se trouvant sur la droite X;. Les a; sont racines du polynéme C o ¢(0, X, 1), donc
[L(a1): L] < 3. Or (X —ag)(X —a3) € L(a1)[X], donc [L(ay,a2): L(az)] < 2. Ainsi,
[L(a1,a2): k] < 144 et les points d’inflexion de C o ¢ de trouvant sur la droite X;
sont dans P?(L(ay,as)). Ensuite, un point d’inflexion de C o ¢ se trouvant sur la
droite X5 est (1:0:b1), avec by racine de C(1,X,0) € L(ay,az2)[X]. On trouve que
[L(a1,a2,b1): L(a1,a2)] < 3. On pose E = L(ay,az, b1), alors

(0:a1:1),(0:ag:1), (0:az:1),(1:0:by) € P*(E).

On remarque, qu’a partir de ces 4 points, on peut obtenir tous les autres points
d’inflexion de C o ¢ dans P2(E) (en faisant des intersections de droites passant par
2 points d’inflexion, on obtient un nouveau point d’inflexion). Alors [E: k] < 432 et
les points d’inflexion de C sont dans P?(E).

3.6 Cubiques singulieres

Dans cette section, nous allons classifier les différents types de cubiques sin-
gulieres. Soit k£ un corps algébriquement clos de caractéristique différente de 2 et
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de 3. Nous allons voir qu’il y a 9 classes d’équivalences de cubiques singulieres a
coefficients dans k (ou la relation d’équivalence est celle induite par l'action de
GL3(k)). Parmi les cubiques singuliéres, on peut déja distinguer les cas des cubiques
réductibles et des cubiques irréductibles.

Soit C' une cubique a coefficients dans k réductible. Deux cas se présentent : soit
C est le produit de 3 droites, soit C' est le produit d’une droite avec un polynoéme
homogene de degré 2 irréductible(on appelera conique une courbe projective de degré
2). Si C est un produit de 3 droites, alors soit C' est le produit de 3 droites identiques,
soit C est le produit de 2 droites identiques et d’une troisieme distincte, soit C' est le
produit de 3 droites distinctes concourantes (c’est-a-dire, les 3 droites ont un unique
point d’intersection), soit C' est le produit de 3 droites non concourantes. Ceci définit
4 classes d’équivalence de cubiques singulieres dont on donne un représentant :

1) X3

(2) XPX,

(3) X1 Xo(Xy + Xo)

( ) X1X2X3

Il n’est pas difficile de voir qu’on peut trouver ¢ € GL3(k) tel que C o ¢ soit I'une
des cubiques ci-dessus, il suffit de choisir un bon repére. Par exemple, dans le cas
ou les 3 droites sont distinctes non concourantes, on choisit pour repere les 3 points
d’intersection formés par les droites et on choisit un quatrieéme point qui n’appartient
a aucune des 3 droites. Et on envoie ce repere sur (1:0:0), (0:1:0), (0:0:1), (1:1:1).
Maintentant, si C' est le produit d’une conique irréductible () avec une droite d, alors

soit d coupe @ en un point double (on dit que d est tangente a @), soit d coupe @
en 2 points distincts.

Lemme 3.6.1 Soit C' une cubique a coefficients dans k. Si C' = Qd, ou @ est
une conique irréductible et d est une droite tangente a @, alors C est équivalente a
(X3 — X1X3)X5.

Preuve : Soit p le point d’intersection de @ avec d. On peut supposer que p = (1: 0: 0)
et que d = X3. On écrit

Q= a1X12 + a2X22 + a3 X3 + b1 Xo X3 + by X1 X3 + b3 X1 X5,
ou les a;,b; € k. Puisque m,(Q,d) = 2,

Q(X1,X2,0) = a(l-X;—0-X,)?

_ 2
= aXy,

pour un certain « € k. Or Q(X1, X3,0) = alX% + a2X22 + b3 X1 X5, donc as # 0 et
ai, bz = 0. Ainsi,

Q(X1, X2, X3) = as X3 + a3 X3 + b1 X2 X5 + b2 X1 X5.
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On doit avoir by # 0, car sinon @ n’est pas irréductible. En faisant le changement
de variables linéaire

by as
X1 = Vi 2y, By
1 1T, by 13
Xo = Y
X3 = Y3,

on obtient C' = apY$Y3 + b2Y1Y32. Enfin, par le changement de variables

b
Zy = ——2Y
az
Zy = Y3
Zs = Y;,
on trouve C' = ay(Z2 — Z173) Zs. O

Lemme 3.6.2 Soit C' une cubique a coefficients dans k. Si C' = Qd, ou Q) est une
conique irréductible et d une droite coupant () en 2 points distincts, alors C est
équivalente a (X3 — X1 X2)X3.

Preuve : Soient p et ¢ les 2 points d’intersection de @) avec d. On peut supposer que
p=(1:0:0), ¢ = (0:1:0) et d = X3. On écrit

Q = a1 X? + ap X3 + a3 X3 + b1 X2 X3 + b X1 X3 + b3 X1 X.
Comme p et g sont des points de @, on a a; = as = 0. Ainsi,
Q = a3 X2 + b1 Xo X3 + by X1 X3 + b3 X1 Xo.

On doit avoir bg # 0 car sinon @ n’est pas irréductible. En faisant le changement de

variables
X1 =" —b—lys
b3
b
Xy = Yo— Y
b3

X3 = }/37

on obtient C = (a}Y$ + b,Y1Ys)Y3, olt af = az — % et by = bs. Alors aj, b # 0 car

sinon, () ne serait pas irréductible. Finalement, on fait le changement de variables

Zy = -3y
ag

Zy = Y3

Z3 = Y3

et on obtient C = a(Z2 — Z175)Zs. O
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Ces deux lemmes permettent de voir que les cubiques qui sont des produits d’une
conique irréductible et une droite, nous donnent deux nouvelles classes d’équivalen-
ce :

(5) (X3 — X1X3)X3
(6) (X2 — X1X2)X3.

Etudions maintenant le cas des cubiques singulieres irréductibles.

Lemme 3.6.3 Soit C une cubique singuliére irréductible. Alors C posséde un uni-
que point singulier et la multiplicité de C en ce point vaut 2.

Preuve : Supposons d’abord que C possede un point singulier p avec m,(C) > 3. On
écrit

_ L Y yi2 i
C= ZAH,ZQ,ZSXI X2 X3 ’

ou la somme se fait sur les indices i1, 9,43 tels que i1 + i + i3 = 3. On peut sup-
poser que p = (1:0:0). Puisque m,(C) > 3, C et les dérivées partielles premieres et
secondes de C' s’annulent en (1,0,0). Ainsi

A3,0,0 = A2,1,0 = A2,0,1 = A1,2,0 = A1,1,1 = A1,0,2 = 0.

Alors C' = \o30X5 + X0,03X5 + A0.21X5 X3 + Ao12X2X2 nest pas irréductible (par
le théoreme 1.2.3). Maintenant, supposons que C' possede 2 points singuliers p et ¢,
la multiplicité de C' en ces points étant égale a 2. On peut supposer que p = (1:0:0)
et ¢ = (0:1:0). On écrit encore C' = 3" i, 4y i, X1 X2 X122, Alors

A3.00 = A0,3,0 = A120 = A2,1,0 = A20,1 = Ao,2,1 = 0.

Ainsi, C = )\070’3X§’ + )\170,2X1X32 + )\0,271X22X3 + )\171’1X1X2X3. Alors X3 diviserait
C. Ceci contredit 'irréductibilité de C. O

Si C est une cubique singuliere irréductible, alors C' possede une unique point
singulier avec la multiplicité de C' en ce point égale & 2. On a encore deux possibi-
lités : soit le point singulier possede une tangente double, soit il possede 2 tangentes
distinctes.

Lemme 3.6.4 Soient C une cubique singuliére irréductible et p un point singulier,
mp(C) = 2. Supposons que C posséde une tangente double en p, alors C' est équiva-
lente a X3 — X1X3.

Preuve : On peut supposer que p = (1:0:0) et la tangente double soit X5. On
écrit C' = Z)\im,igXilXéinB, ou la somme se fait sur les indices 1,149,143 tels
que i1 + io + i3 = 3. Alors, comme la multiplicité de C' en p est égale & 2, on a
X300 = A2,1,0 = A2,0,1 = 0. Dans la section“Courbes projectives”, on a vu que si
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q = (q1:g2: g3) est une point de C' et my(C) = 2, alors les tangentes a C en ¢ sont
les droites Ly, avec (A, p) racine de
93,C(q1, G2, q3) X > + 2035C (q1, 42, 43) XY + 933C (a1, g2, g3)Y >
Puisque p possede une tangente double Lo = X2, on doit avoir
03,C(1,0,0) = 02,C(1,0,0) = 0 et 95,C(1,0,0) # 0.
Ainsi, A1;1,1 = A,02 =0 et A; 20 # 0. Donc
C = X03.0X5 + 2003X5 + M.20X1 X5 + No21 X3 X3 + Ag12X2 X7,

Remarquons qu’on doit avoir aussi A3 # 0 car sinon C' ne serait pas irréductible.
On peut voir que C possede un unique point d’inflexion. Pour cela, on calcule le
hessien de C : celui-ci vaut

(2X1,2,0X2)2%(2X0,1,2X2 + 6X0,03X3)-

Supposons que ¢ = (z1:Z2: x3) soit un point d’inflexion. Alors ¢ est un point d’in-

. . . . A .
tersection de C' avec H¢. Ainsi, on a soit zo = 0, soit x3 = —3;)0’10’23 Z9. Si w9 = 0,
comme p est un point de C, on aurait x3 = 0. Ce n’est pas possible car le point

Ao,1,2

(1:0: 0) est singulier. Si 3 = — xg, alors C(x1,x2,z3) = 0 implique

3X0,0,3

3 3
5 M2 s 5 Aoz2idoi2 5 Ai2 g
03,072 ~ 55— + A 20T125 — . B2 + oz 2= 0,
0,0,3 0,0,3 0,0,3
5 _ _ 2>‘8,1,2 20,2,100,1,2 P .
d’ou azg + A\ ogr1 = 0, avec a = A\y3.0 + 55— — . Ainsi on obtient un
)2, 19 2705 0.3 3X0,0,3
. A1,2,000,1,2

unique point d’inflexion, le point (c: —A12,0: ). On remarque que le point

by

d’inflexion ne se trouve pas sur la tangente diffﬁfé puisque Aj209 # 0. On peut
supposer que ¢ = (0:1:0) et la tangente a C en ¢ est X;. C’est possible parce que
la tangente a C' en ¢ ne passe pas par p car sinon elle aurait 4 intersections avec
C en comptant la multiplicité. Aussi, il existe ¢ € GL3(k) tel que ¢ envoie p sur
p, ¢ sur (0:1:0) et le point d’intersection des tangentes & C' en p et g sur (0:0:1),
puisque ces points ne sont pas alignés. Alors d’apres la démonstration du théoréme
3.1.5, C = an’ + X1Q, pour un certain a € k, a # 0 et un polynéme homogene )

de degré 2. Donc C = \g03X3 + A1,20X1X3. Le changement de variable

A1,2,0
Yl — _ 14
A0,0,3
Yo = Xy
Y3 = X3
permet d’obtenir C = g o3(Y3 — Y1Y5). O

Dans cette démonstration, on a vu en particulier que si C' est singuliére irréduc-
tible avec une tangente double au point singulier, alors C posséde un unique point

d’inflexion.
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Lemme 3.6.5 Soient C une cubique singuliere irréductible et p un point singulier
de C, m,(C) = 2. Supposons que les tangentes a C en p soient distinctes, alors C
est équivalente a Xg’ + X1X§ — X1X22.

Preuve : On peut supposer que p = (1:0:0) et les tangentes a C' en p soient Xo — X3
et Xo+X3. On éerit C = 3 N, ip.is X1 X22 X2, Comme la multiplicité de C en p vaut
2,0naM300=A21,0= A20,1 = 0. On utilise maintenant les fait que L; 1 = X2 — X3
et L1 _1 = Xy + X3 sont les tangentes a C' en p. Alors on doit avoir
93,C(1,0,0)X? + 203,C(1,0,0) XY + 03,C(1,0,0)Y? = oY — X)(Y + X)
= a(Y2 - X2)7

pour un certain o € k. Ainsi, on a A1 11 =0, A 20 = —A1,02, A1,20 # 0. D’ou
C = X03,0X5 + X003X5 + M.2,0X1X5 — Mi2,0X1 X5 + X021 X5 X3 + Noj1,2X2 X3
Nous allons voir si C' posséde des points d’inflexion. On calcule le hessien de C' :
Ho = 8/\%,2,0 <>\0,1,2X§ + X021X5 — M20X1X5 + A20X1 X3
(22021 + BA003) X3 Xs + (240,12 + Bho03) X2 X3 ).

Si (x1:9:x3) est un point d’inflexion de C, alors (8)\%72’0C — He)(z1,29,23) = 0.
Donc,

(M0,3.0420,1,2)75+(X0,0,3420,21)23+3(X0,03+X0.2,1) 2523 +3(Xo 3.0+ Ao,1.2) 273 = 0.
Si )\07370 + )\07172 =0et )\07073 + )\07271 =0, alors

C = Xo30X5+2003X5 + M20X1X5 — M20X1 X5 + X003X5X3 — Ao30X2 X7
= (M1.20X1+ X030X2 — Aoo3X3)(X5 — X3).

Donc, I'un des deux est non nul. On suppose que Ao30 + Ao,1,2 # 0 (dans le cas
20,0,3+X0,2,1

contraire, on permute les roles de Xy et de X3). On pose a = o030 R0 12

. Alors, si
(z1:x9: x3) est un point d’inflexion de C,

o5+ ol + 3aasxs 4 3xgxd = 0.

Sia=1, X5+ aXi+3aX2X3 + 3XoX3 = (Xo + X3)2. Alors (z1:1: —1) est un
point d’inflexion si et seulement si C'(z1,1, —1) = 0, ce qui revient & X\g 30+ Ao,1,2 =
20,0,3 + Ao,2,1- On obtient une contradiction car alors la droite X9 4+ X3 a plus de 3
points d’intersection avec C (le point p et les points (z1:1: —1) pour z; =0, 1,2) et
donc on a Xy + X3 divise C. Et si (z1:22: x3) est un point d’inflexion se trouvant
sur la droite Xs + X3, alors Ho(x1,x2,23) = 0 implique a = 1 (on ne peut avoir
x9 = 0 ou x3 = 0 car sinon on obtient le point (1:0:0) qui est un point singulier).
Donc C ne possede pas de points d’inflexion sur le droite Xo + X3. Si aa = —1,

X3+ aXi +3aX2 X3 + 3Xo X3 = (Xy — X3)3.
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Alors (z1:1:1) est un point d’inflexion si et seulement C(z1,1,1) = 0, ce qui revient
a Ap,3,0+ A0,0,3+ Ao,2,1 + Ao,1,2 = 0. On obtient une contradiction car alors la droite
X9 — X3 a plus de 3 points d’intersection avec C. Et si (x1:x9:x3) est un point
d’inflexion de C' sur la droite X9 — X3, Ho(z1, 22, 23) = 0 implique a« = —1. Donc,
C' ne possede pas de points d’inflexion sur la droite Xy — X3. Soit ¢ = (z1: x2: x3)
avec

x4+ ari + 3axdzs + 3973,
Z9,x3 non tous nuls et

1

3 3 2 2
= m(—%,&oiﬂz — 0,033 — A0,2,1L5L3 — A0,1,2L2L5).
1,2,0\Lg — L3

€1
Alors ¢ est un point d’inflexion. On peut supposer que ¢ = (0:1: 0) et la tangente a
C en q est X;. En effet, il existe ¢ € GL3(k) tel que ¢ envoie p sur p, ¢ sur (0:1:0),
le point d’intersection de Xy — X3 avec la tangente a C' en ¢ sur (0:1: 1) et un point
de la droite X5+ X3 distinct de p et ¢ sur (1: 1: —1). Alors C = a X3 + X1Q, pour un
certain a € k, a # 0 et un polynéme homogene @) de degré 2. Ainsi A\g30 = Ao 2,1 =
)\0,172 = 0. Donc C = /\070,3X§’ + /\172,0X1X22 — /\172,0X1X32 et /\070’3,)\1’270 75 0. En
faisant le changement de variables

A1,2,0
v, = —120x
! 20,0,3 !
Y = Xo
YES = X37
on obtient C' = X\ 3(Y5 + V1Y? — V1Y2). O

Remarquons que la cubique C' = Xg’ + X1X§ — X1X22 possede exactement 3
points d’inflexion et ces points sont alignés. En effet,

He =8(X1X2 — 3X2X35 — X1 X3).
Dong, si (x1: z2: x3) est un point d’inflexion, alors

T3+ 122 — 2123 = 0
7123 — 32313 — 1123 =0

D’ol, —3z3x3 — :Eg = 0. Ainsi, soit x3 = 0, soit —3x3 — :17% = 0. Si 3 = 0, alors soit
x1 = 0, soit z9 = 0. Mais si x9 = 0, (x1: x2: x3) est le point (1:0:0) qui est singulier.
Donc (0:1:0) est le seul point d’inflexion sur la droite X3. Si —32% — 23 = 0, on note

« une racine carrée de —3. Alors soit x3 = awxg, soit x3 = —axs. Dans le premier
cas, 1 = —%xg et dans le second cas, x1 = %m. Donc les points d’inflexion de C

sont les points :

(0:1:0), (—3%: 1: ), (3%: 1: —a)
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et ces points sont sur la droite 4X7 + 3X3. Ainsi, les deux dernieres classes d’équi-
valence de cubiques singulieres sont :

(1) X5 -X1X3
(8) X3+ X1XZ - X1X3

3.7 Quelques jolis dessins

Pour des cubiques a coefficients dans R, on voudrait essayer de représenter sur
un dessin les points de cette cubique. Le probléeme est que les points d’une cubique C'
a coefficients dans R sont dans le plan projectif P(C)... et il est difficile de dessiner
dans ce plan projectif! On a donc besoin de cartes affines : on choisit une droite
appelée droite a l'infini et on représente les points de C' qui se trouvent dans le
complémentaire de la droite & Uinfini. Le complémentaire dans P(C) d’une droite
possedant une structure d’espace affine, on se retrouve a dessiner dans un plan
affine complexe. Bienstur, on ne peut représenter seulement les points réels de C. Ces
points ne constituent certainement pas tous les points de C'. Ainsi, les dessins de
cette section serviront simplement a représenter des points singuliers, des tangentes
et des points d’inflexion et a vérifier comment les définitions algébriques de ces
notions concordent avec les dessins.

Remarquons qu’en générale une droite possede 3 points d’intersection (en comp-
tant la multiplicité) avec une cubique. Pour ne pas perdre encore trop d’information
sur la cubique que 'on veut dessiner, on essaie donc de choisir pour droite a l'infini,
une droite qui possede 2 intersections complexes, non réelles avec la cubique. Dans
ce cas, la cubique possede une unique intersection réelle avec cette droite a l'infini.

Dans un premier temps, on dessine des formes normales Cy, pour quelques valeurs
de X réelles. Celles-ci sont représentées dans les deux premiers tableaux des figures
(1) & (16). Dans le premier tableau, on a dans 'ordre les formes normales C, pour
A valant —8, —4, —2, —1, —0.5, 0, 0.5, 1. Elles sont dessinées dans le plan affine
avec pour droite & 'infini, la droite — X7 + X3. Cette droite ne passe par aucun des
points d’inflexion réels et ne possede qu’une intersection réelle avec les cubiques C'y,
pour les valeurs de A ci-dessus, sauf pour A = 1. Les courbes ne sont pas fermées
parce qu’il reste toujours un point réel de chaque cubique sur la droite a 'infini.
Pour A > 1, C) possede 3 intersections avec —X; + X3. Ainsi, pour représenter ces
cubiques, on prend une autre droite a I'infini. Dans le deuxiéme tableau, il se trouve
dans lordre les formes normales Cy pour A valant 0, 0.5, 1, 1.1, 2, 4, 8, 16, dessinées
dans le plan affine avec 2X7 4+ X3 pour droite a I'infini.

On connait déja les points d’inflexion d’une forme normale non singuliere. Il y en
a exactement 3 réels. Dans le cas ou la forme normale est non singuliére, on repére
les points d’inflexion aux endroits ou la courbe change de courbure. Dans le cas de la
forme normale singuliere Cq, seule la droite X7 + X5 + X3 est représentée, les points
des 2 autres droites étant non réels (en fait, si un point des droites X1 +eXo+e2X3 et
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X1+ €2 X5+ €eX3 est réel, alors il est isolé et n’est donc pas visible sur le dessin). Tous
les points dessinés de la droite X7 + X9 4+ X3 sont des points d’inflexion, puisque les
points singuliers de C se trouvant sur cette droite, sont non réels (ce sont les points
d’intersection de X + X5+ X3 avec les droites X +eXo + €2 X3 et X + €2 X +€X3,
c’est-a-dire (1:e: €2) et (1:€2:€)). On remarque une continuité des représentations des
formes normales C'y quand on fait varier \. Le passage de C7 a C7 1 fait apparaitre
une petite courbe fermée, qui n’existe pas dans Cy. Cela vient du fait que le point
(1:1:1) de C4, placé au point (3, 1) sur le plan affine (avec 2X7 + X3 comme droite &
I'infini) est isolé, les points proches de celui-ci étant non réels). Quand A augmente,
ce point se transforme en une courbe fermée.

On s’intéresse maintenant aux dessins des représentants des classes d’équivalence
de cubiques singulieres, présentés dans la section précédente. Les dessins se trouvent
dans le troisieme tableau.

Les figures (17), (18) et (19) représentent respectivement les cubiques X3, X7 Xy
et X1 X2(X1 + X3) dans le plan affine avec X3 comme droite a I'infini. Sur le dessin,
on ne fait pas la différence entre la droite triple X f’ et la droite simple X;. De méme,
sur le dessin de la cubique X12X2, on ne distingue pas la droite double de la droite
simple.

La figure (20) est le dessin de la cubique X X2 X3 formée de droites non concou-
rantes, la figure (21) est celui de la cubique (X2 — X7 X3) X3 (conique non dégénérée et
droite tangente) et la figure (22) est celui de (X3 — X7 X5) X3 (conique non dégénérée
et droite coupant la conique en 2 points). Pour ces 3 cubiques, on choisit X7+ X+ X3
comme droite & l'infini, car celle-ci ne passe pas par des points particuliers tels que
des points d’intersection de 3 droites dans le cas de XX X3 ou des points réels de
la conique dans les deux autres cas.

Les deux dernieres figures représentent les cubiques singuliéres irréductibles X3 —
X1X22 et Xg’ + X1X§ - X1X22 avec X7 + X9 pour droite a l'infini, cette droite ne
passant pas par des points singuliers ou des points d’inflexion réels de ces 2 cubiques.

On repere les points singuliers de toutes ces cubiques aux endroits ou la cubique
passe deux fois. Par exemple, sur les figures (19), (20), (21) et (22), les points singu-
liers sont des points d’intersection de droites. Pour la figure (24), la cubique passe
deux fois par le méme point en faisant une boucle. Pour la figure (23), la courbe
fait un rebroussement au point singulier. Par contre, pour les figures (17) et (18), les
points singuliers sont moins visibles, ce sont les points se trouvant sur la droite triple
et sur la droite double. Les points d’inflexion des six premieres cubiques singuliéres
sont tous les points des droites simples qui ne sont pas des points d’intersection
avec les autres droites de la cubique. Sur les dessin des deux derniéres cubiques, les
tangentes aux points d’inflexion sont tracées en pointillés et la courbe passe de part
et d’autre de la tangente. On remarque que la derniere cubique singuliere possede 3
points d’inflexion mais un seul est réel.
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(7) (®)

Représentations de formes normales dans le plan affine
avec — X7 + X3 comme droite a ’'infini
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(15) (16)

Représentation de formes normales dans le plan affine
avec 2X7 — X3 comme droite a 'infini
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(19)

(21)

(23)

Les 8 types de cubiques singulieres
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(20)

(22)

(24)
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Dimension essentielle des cubiques

Dans ce chapitre, nous allons parler a titre informatif d’une notion a la
mode : “la dimension essentielle”. A travers larticle [Berhuy et Favi,
2004], nous allons voir que la dimension essentielle des cubiques sur un
corps infini de caractéristique différente de 2 et de 8, vaut 3. Il ne sera
donné qu’un plan de la démonstration du calcul, ce sujet sortant du cadre
de nos recherches et on peut se référer a l'article pour la démonstration
complete.

4.1 Notions élémentaires de la théorie des catégories

Une catégorie C est constituée des données suivantes :
(1) une classe | C |, dont les éléments sont appelés objets de la catégorie ;
(2) pour toute paire d’objets A, B, un ensemble C(A, B), dont les éléments sont
appelés morphismes ou fleches de A vers B';
(3) pour tout triplet d’objets A, B, C, une loi de composition

C(A,B) x C(B,C) — C(A, C);

la composée de la paire (f, g) est notée g o f ou simplement gf ;
(4) pour tout objet A, un morphisme 14 € C(A, A), appelé l'identité de A.
Ces données vérifient certains axiomes.
(1) Axiome d’associativité : étant donnés des morphismes f € C(A4, B), g € C(B,(C),
h € C(C,D), on a l'égalité suivante
ho(go f)=(hog)of.
(2) Axiome d’identité : étant donnés des morphismes f € C(A, B), g € C(B,C), on
a les égalités suivantes
lpof=/f, golp=y.
Un morphisme f € C(A, B) sera souvent représenté par la notation f: A — B.
Un foncteur F' de la catégorie A vers la catégorie B est constitué des données
suivantes :

(1) une application

| A|—I|B]
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entre les classes d’objets A et B; I'image de A € A est notée F(A) ou simplement
FA;
(2) pour toute paire d’objets A, A’ de A, une application

A(A, A"y — B(FA,FA) :

I'image de f € A(A, A’) est notée F(f) ou simplement F'f.
Ces données vérifient les propriétés suivantes :
(1) pour toute paire de morphismes f € A(A, A"), g € A(A", A”),

Flgo f)=F(g)o F(f);

(2) pour tout objet A € A,
F(1y) =1pa.

Etant donnés deux foncteurs F: A — B et G: B — C, la composition point par
point nous donne un nouveau foncteur G o F: A — C. Cette loi de composition est
associative. Le foncteur identité sur la catégorie A (c’est-a-dire les deux applications
définissant le foncteur sont 'identité) est I'identité pour cette loi de composition.

Soit deux foncteurs F' et G d’une catégorie A vers une catégorie B. Une trans-
formation naturelle a: F' = G de F vers G est une classe de morphismes

(aa: FA — GA)pca
de B indexée par les objets de A, telle que pour tout morphisme f: A — A’ de A,

ax o F(f) = G(f) o aa.

Si F,G,H sont des foncteurs de A vers B et a: F = G, :G = H sont des
transformations naturelles, alors f o a: F = H avec (foa)a = (4 o ay, définit
une nouvelle transformation naturelle. Cette loi de composition est associative et
possede une unité en tout foncteur F', c’est juste la transformation naturelle 1z avec

(1p)a = 1pa.

4.2 Définition de la dimension essentielle et exemples

Dans cette section, des notions vont étre évoquées sans étre approfondies. Pour
plus de précisions, on pourra consulter e.g. [Knus et. al., 1998]. On pose, pour k un
corps, I' = Gal(ks/k) et pour L une extension de k, I';, = Gal(Ls/L). Avant de définir
la dimension essentielle, on a besoin de la définition du degré de transcendance d’une
extension de corps.

Soit L/k une extension de corps. Pour r > 0, des éléments aq,...,a, € L sont
dits algébriquement indépendants sur k si, pour tout polynoéme f € k[Xy,...,X,]
non nul, f(ay,...,a,) # 0. On définit le degré de transcendance de L sur k, noté
trdeg(L: k), comme étant le supremum de I'ensemble des entiers r tels qu'il existe
des éléments aq,...,a, € L algébriquement indépendants sur k.
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La catégorie des extensions du corps k, notée €, est la catégorie dont les objets
sont les extensions du corps k et les morphismes sont les k-homomorphismes, définis
dans les préliminaires. La catégorie des ensembles, notée Ens, est celle dont les objets
sont les ensembles et les morphismes sont les applications. Si F' est un foncteur de
¢y vers Ens et K/k — L/k est un morphisme dans €, pour tout a € F(K/k), son
image par l'application F(K/k) — F(L/k) sera notée ar. Quand il n’y aura pas de
confusion possible, on écrira F(K) a la place de F(K/k).

Définition 4.2.1 Soient F' un foncteur de €, vers Ens, K/k une extension de corps
et a € F(K). Pour tout n € N, on dit que la dimension essentielle de a est inférieure
ou €gale a n et on écrit ed(a) < n, s’il existe une sous-extension E/k de K/k telle
que

(i) trdeg(E: k) < n,

(ii) U’élément a est dans l'image de l'application F(E) — F(K).

On dit que ed(a) = n si ed(a) < n et ed(a) £ n — 1. La dimension essentielle de
F, notée edi(F), est le supremum des ed(a), pour tout a € F(K) et pour toute
extension K /k.

La dimension essentielle est en quelque sorte le nombre de parametres algébri-
quement indépendants caractérisant un élément quelconque de F(K), pour toute
extension K de k.

Exemple 4.2.2 Pour chaque extension K de k, on choisit arbitrairement un €lé-
ment ax € K. On définit le foncteur constant

x: €, — Ens: K — {ak}

et pour tout k-homomorphisme f: K — L, %(f) est lapplication
*(K) — *(L):ax — ar.

Alors edg(x) = 0.

Preuve : Soient K /k € € et a € %(K) (cela veut dire exactement que *(K) = a). On
a que ed(a) < 0. En effet, k/k est une sous-extension de K/k telle que trdeg(k: k) = 0
et a est dans I'image de 'application *(k) — *(K) car Papplication *(k) — x(K)
est celle qui envoie ay sur a. Ainsi, ed(a) = 0 et donc edy(x) = 0.

Exemple 4.2.3 On définit le foncteur d’oubli
0:¢;, — Ens: K — K, vu en tant qu’ensemble

et pour tout k-homomorphisme f: K — L, O(f) est l’application ensembliste f sous-
jacente. Alors ed(O) = 1.
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Preuve : Soient K/k une extension et a € O(K) = K. On a alors que k(a)/k est
une sous-extension de K /k telle que trdeg(k(a): k) vaut 0, si a est algébrique sur k
et 1, si a est transcendant sur k. Ainsi, trdeg(k(a): k) < 1 et a est dans I'image de
I'application O(k(a)) — O(K) qui est I'application entre ensembles k(a) — K. Ainsi,
ed(a) < 1. Or, il existe une extension K de k qui n’est pas algébrique sur k. Alors il
existe un élément a € K transcendant sur k. Ainsi, pour toute sous-extension F/k
de K/k telle que a est dans 'image de E — K, il existe b € E tel que I'image de b par
lapplication E — K soit a. Alors b est transcendant sur k est donc trdeg(E: k) > 1.
D’ou ed(a) £ 0 et donc ed;(O) = 1.

Exemple 4.2.4 Soient k un corps de caractéristique différente de 2 et n > 1. On
définit le foncteur Qn: € — Ens par, pour toute extension K/k, Q, est ’ensemble

des classes d’isomorphismes de formes quadratiques non dégénérees de dimension n
sur K. Alors ed(Q,) = n.

On sait que toute matrice symétrique est diagonalisable. De maniére intuitive, on
comprend donc que n parametres suffisent pour déterminer une forme quadratique
non dégénérée de dimension n. La démonstration est moins évidente et on peut la
retrouver dans [Berhuy et Favi, 2003].

Avant de donner un autre exemple, il nous faut définir la notion de schéma en
groupe et pour cela on définit d’abord les algebres de Hopf.

Définition 4.2.5 Soient k un corps et A une k-algébre commutative (associative
avec unité) avec multiplication m: AQp A — A. Supposons qu’on ait des homomor-
phismes de k-algebres

c:A— A A (appelé co-multiplication),

i: A — A (appelé co-inverse),
w: A — k (appelé co-unité)

satisfaisant

(i) (c®@Ildg)oc=(ldg®c)oc,

(i) (u®ldy) oc=ldg,

(iii) mo (i ®@1dg) oc = (-14) ou, ou -1 désigne Uapplication k — A: X\ — X - 14,
alors A est une algébre de Hopf sur k.

Si A et B sont des algebres de Hopf sur k, un homomorphisme de k-algebres
f: A — B est un homomorphisme d’algebres de Hopf sur k si (f ® f)oca =cpof,
foia=ipofetua=upgof.

Soit A une algebre de Hopf sur k et R une k-algébre. On note G4(R) I'ensemble
des homomorphismes de k-algebres entre A et R. Sur GA(R), on définit un produit :
si f et g sont des homomorphismes de k-algebres de A dans R,

fg=mro(f®g)oc,
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ou mpr: R ®;, R — R est la multiplication dans R. On vérifie que le produit est
associatif avec une identité a gauche donnée par la composée (-1gr) o u et un inverse
4 gauche donné, pour f un homomorphisme de k-algebres de A dans R, par f~! =
foi. Ainsi, GA(R) est un groupe (en considérant que les groupes sont les ensembles
munis d’une opération interne associative possédant une identité a gauche et un
inverse a gauche). Pour tout homomorphisme de k-algebres f: R — S, on a un
homomorphisme de groupes

GA(f):GYR) — GA(S):g — fog.

On note Grp la catégorie dont les objets sont les groupes et les morphismes sont les
homomorphismes de groupes et Alg; la catégorie dont les objets sont les k-algebres et
les morphismes sont les homomorphismes de k-algebres. Alors on obtient un foncteur

G4: Alg;, — Grp.

Un homomorphisme A — B d’algébres de Hopf sur k£ induit une transformation
naturelle GB — GA4.

Définition 4.2.6 Un schéma en groupe G sur k est un foncteur G:Alg;, — Grp
isomorphe & G pour une certaine algébre de Hopf A sur k, ¢’est-a-dire, il existe une
transformation naturelle p: G = G* telle que pour toute k-algébre R, pr: G(R) —
GA(R) est un isomorphisme.

Un résultat montre que 1'algébre de Hopf A est uniquement déterminée (& iso-
morphisme pres) par G et on note A = k[G]. Un homomorphisme de schémas
en groupe p:G = H est une transformation naturelle. On montre encore que
p est complétement déterminé par 'unique homomorphisme d’algebres de Hopf
p*:k[H] — k[G] tel que, pour toute k-algebre R et tout g € G(R), pr(g) = g o p*.
Un schéma en groupe G sur k est dit de type fini si la k-algebre k[G| est finiment
engendrée.

Un exemple de schéma en groupe de type fini est le foncteur

GL,(k): Alg;, — Grp: R — GL,(R).
On vérifie alors que k[GL,, (k)] est l'algebre k[X;;, Y] quotientée par I'idéal engendré
par (det X)Y — 1, ot det X = > g sgn(0)Xi501) - - Xpo(n), Sn étant I'ensemble
des permutations de {1,...,n} et sgn(o) la signature de o.
Si H est un groupe fini muni d’une I'-action continue par automorphismes de

groupes, alors on a une I'-action sur la kg-algebre Map(H, ks). On définit H.; comme
étant le schéma en groupe représenté par ’algebre de Hopf

Map(H, k)" = {f € Map(H, ks) | Vy € T,y % f = f}.

On introduit une notation : si G est un sous-schéma en groupe de PGLgs, alors
G: Alg;, — Grp est le foncteur défini par, pour toute k-algebre R,

G(R) =73 (G(R)),
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ol Tr: GL3(R) — PGL3(R) est la projection canonique. Alors G est un schéma en
groupe.

Rappelons que, pour &k un corps, si A est un groupe sur lequel I' agit continiiment
par automorphismes de groupe, alors on définit un 1-cocycle de I' & valeurs dans A
comme étant une application continue (les topologies sont la topologie de Krull pour
I" et la topologie discrete pour A) a:I' — A telle que, si on note o, 'image de 0 € T’
dans A, on a

Qgr = Q4 + 0 % ., pour tout o, 7 € I

On définit une relation d’équivalence sur les 1-cocycles : « est équivalent & o s'il
existe a € A tel que pour tout o € T',

o =a-a,-ox(at).

On note H'(T', A) le quotient de ’ensemble des 1-cocyles de I' & valeurs dans A par
cette relation d’équivalence. Cet ensemble possede un élément distingué : la classe
du 1-cocycle 1: T' — A avec 1, = 1 pour tout o € T.

Pour un schéma en groupe de type fini G sur k, on peut considérer, pour toute
extension L de k, HY(L,G) = HY(I',G(Ly)), car le fait que G soit un schéma
en groupe représenté par une algébre de Hopf finiment engendrée implique que I'y,
agit continiment par automorphismes de groupes sur G(Ls). On note edy(G) la
dimension essentielle du foncteur H!(—,G). Un exemple est celui des schémas en
groupe est fl;t et 65\;, ou H est le sous-groupe de PGL3(k;) défini dans le lemme 3.3.5,
& est le groupe défini dans la section sur le j-invariant. Alors, on trouve que, si k
est un corps de caractéristique différente de 2 et de 3, edk(ﬁe/t) =2et ed k(@;) =2.
On ne donne pas de démonstrations de ces résultats (e.g. [Berhuy et Favi, 2003]).

Le dernier exemple est celui des cubiques. On définit le foncteur

Cubs: € — Ens: L — Cubs(L)

tel que pour tout k-homomorphisme f: K — L, Cubs(f): Cubs(K) — Cubs(L) est
I’application telle que

Cubs (£) ([ 30 Mo XPXEXP] ) = [ 30 £y i) XP X2 X

Le reste du chapitre s’interessera au calcul de la dimension essentielle de Cubg et
sans donner les détails de la démonstration, on verra que, si k est un corps infini de
caractéristique différente de 2 et de 3, ed;(Cubs) = 3.

4.3 Esquisse du calcul de la dimension essentielle des cubiques

Si F' et G sont des foncteurs de € vers Ens, alors on définit le foncteur coproduit
de F et G, noté F || G, de € vers Ens : pour toute extension K de k,

(FIT o) = FaE) [T 6x)
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(qui est la réunion disjointe des ensembles F'(K) et G(K)) et pour tout k-homomor-
phisme f: K — L,

FITan:FIIoE) - FIew)

est Papplication qui envoie z € (F'[[ G)(K) sur F(f)(z),siz € F(K) et sur G(f)(x),
siz € G(K).

Lemme 4.3.1 Si F et G sont des foncteurs de &, vers Ens, alors
edk(FHG) = max{ed;(F), edx(G)}.

Preuve : Soient K /k une extension et a € (F[[G)(K). Si a € F(K), alors il existe
une sous-extension F/K de K/k telle que trdeg(E: k) < edi(F') et a est dans 'image
de F(E) — F(K). Alors, a est dans 'image de (F[[G)(E) — (F]]G)(K). D’ou,
ed(a) < edi(F)etedp(F ][] G) < edi(F). De méme, on trouve ed;(F' [ [ G) < edi(G),
donc edy(F [ G) < max{ed;(F'),ed;(G)}. Maintenant, soient K /k une extension et
a € F(K). Alors a € (F]]G)(K), donc il existe une sous-extension E/k de K/k
et b € (FIJG)(E) tels que trdeg(E: k) < edx(F ][ G) et a = bg. Mais si bx = a,
alors b € F(K) et donc b € F(FE). Ainsi, a est dans 'image de F(F) — F(K) et
ed(a) < edy(F ] G). Donc, ed(F) < edi(F ][] G). De méme, ed(G) < edi(F ][ G),
donc max{edy(F'),ed;(G)} < edi(F]]G). O

On définit le foncteur des cubiques non singuliéres
Cub3: € — Ens: K — Cub3 (K)
et le foncteur des cubiques singulieres
Cubs: € — Ens: K +— Cubj (K).
Alors Cubz = Cub3 [ Cubj . Le lemme 4.3.1 montre que
ed;,(Cubsz) = max{edy(Cub]),ed;(Cub;)}.

Ainsi, pour calculer la dimension essentielle des cubiques, on voit qu’on peut traiter
séparément le cas des cubiques non singulieres et celui des cubiques singulieres.

On définit le foncteur Peni:€; — Ens: K +— Penj (K) tel que pour tout k-
homomorphisme f: K — L,

Penj (f): Pen3 (K) — Penj (L): [Fc| — [Ferl,
ott [C"] = Cubg ()([C))-
Lemme 4.3.2 Soient K/k une extension et [C] € Cubd (K). Alors

ed([Fc]) < ed([C)) < ed([Fc]) + 1.
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Preuve : Soit E/k une sous-extension de K/k telle que [C] soit défini sur F et
trdeg(E: k) = ed([C]). Alors clairement [F¢| est aussi défini sur E, ainsi ed([F¢]) <
ed([C]). Supposons maintenant que ed([F¢]) = n. Alors il existe une sous-extension
L/K de E/K et [C'] € Cubj (L) tels que trdeg(L:k) = n et [Fo] = [Fer ] Par
définition, il existe ¢ € GL3(E) tel que Fy,cy = -7:015- En particulier, il existe o, 6 € E
tels que C' o o = aC’' + BH¢r. Ainsi [C] = [aC’ + SH¢r] (dans Cubs(E)). Puisque «
et 3 ne sont pas tous les deux nuls, [C] est défini soit sur L(%), soit sur L(g) Ainsi,
[C] est défini sur un corps de degré de transcendance sur k au plus égal an+ 1. O

Gréce a ce résultat, on obtient que edy(Cub3 ) < edi(Pen; )+ 1. Pour le calcul de
edi(Pen7 ), ed(Cub3) et de ed(Cuby ), l'article [Berhuy et Favi, 2004] utilise un lemme
de descente galoisienne. Nous ne donnerons ni I’énoncé, ni la démonstration de ce
résultat. Nous ne dirons que les implications obtenues sur le calcul de la dimension
essentielle des différents foncteurs utilisés.

Soit k un corps infini de caractéristique différente de 2 et de 3 (dans l'article, il
n’est pas supposé que k soit infini). Pour A € k, A3 # 1, on sait que

Fo = {Cul ne kU {oo}}.

Ainsi, pour toute extension L de k, si C,C’ sont des cubiques non singulieres &
coefficients dans L, alors F¢ est équivalente & For sur L. En effet, C et C’ sont toutes
les deux équivalentes a des formes normales non singulieres sur L,. Or, les pinceaux
des formes normales non singulieres sont identiques, donc [Fe] = [F¢, | = [Fer] dans
Pen;)'(Ls). On pose, pour A € k, (Pen;)cA: ¢ — Ens le foncteur défini par, pour L/k
une extension,

(Pen{)cy (L) = {[Fc] | [Fe] = [Fc,] dans Peng (L)}

Alors, Pen})Ir = (Pen;{)cx Or, par le lemme de descente galoisienne, on a que

(Pen;)C)\ ~ Hl(_a ®et)7

donc Penj ~ Hl(—,@;). Ainsi, edy(Pen3) = edk(/(’;;) = 2. On en déduit que
ed(Cubj) < 3.

Soit k'/k une extension et A € k' \ (N U {1,¢,¢2}) ot N est I’ensemble défini
dans la section sur le j-invariant. On pose (Cubg')cA: ¢ — Ens le foncteur défini
par, pour toute extension L/k',

(Cubg)cy (L) = {[C] € Cubg (L) | [C] = [C,] dans Cubg (Ly)}.

Alors par le lemme de descente galoisienne, (Cub3 )¢, ~ H'(—, Het). Doty

edy ((Cubd)c, ) = edp (Her) = 2.

Remarquons que les classes d’équivalence de cubiques de (Cubé’“)cA ont toutes le
méme j-invariant. Donc les cubiques non singulieres avec un j-invariant fixé peuvent
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étre décrites avec deux parametres. On choisit une variable ¢ sur k et A € k(t) tel
que j(Cy) = t. Comme edm((Cubg)cA) = 2, il existe une extension L/k(t) et une

cubique [C] € Cubj (L) tels que trdeg(L:k(t)) < 2, et [C] ne soit pas défini sur

une extension K/k(t) de degré de transcendance sur k(t) strictement inférieur a
2. Alors pour [C] € Cubj (L/k), ed([C]) = 3 sur k. Ainsi ed;(Cubj) > 3 et donc
edk(Cub;) = 3.

Pour le cas des cubiques non singulieres, le probleme est encore divisé. On sait que
'on a, sur k, 8 classes d’équivalence de cubiques non singulieres. Pour 1 < i < 8, on
note C; un représentant de la ieme classe d’équivalence de cubiques non singulieres
présentée dans le chapitre propriétés des cubiques. Alors, par le lemme de descente
galoisienne,

Cub; ~ H H'(—,Stab(Cy)),

1<i<8

ou Stab(C;): Alg;, — Grp est le foncteur défini par
Stab(Ci) = {(,D S GLg(R) ’ C;o © = CZ}
(en fait, Stab(C;) est un schéma en groupe). D’ou

ed;(Cuby) = max, edy (Stab(C;)).

Or edy(Stab(Cs)) = 2 et pour tout 1 < i < 8, edy(Stab(C;)) < 2, donc edy(Cubz ) = 2
et on conclut que edy(Cubs) = 3.
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