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Notations :

® Produit de Kronecker
Z Corps des nombres entiers non-négatifs
R Corps des nombres réels
R, Corps des nombres réels non-négatifs
R Espace des vecteurs a n entiers réelles
Rmx" Espace des matrices réelles de dimension m X n
C Corps des nombres complexes
R? = RZ‘FXI Espace des vecteurs a entrées réelles non-négatives
R Espace des matrices a entrées réelles non-négatives
AT Transposée de matrice
At Matrice inverse de A
1, Matrice identité d’ordre n
n Ensemble des n premiers entiers naturels
p(A) Rayon spectral de A
A(A) Ensemble des valeurs propres de A
o(A) Valeur singuliére de A
a(A) Valeur singuliére maximale de A
X(s) Transformée de Laplace
X(z) Z-Transformée
1G]l Norme 2 de la matrice G
G|l Norme oo de la matrice G
R(2) Partie réelle du nombre complexe z
3(z) Partie imaginaire du nombre complexe z



Abréviations :

IML Inégalité matricielle linéaire (en anglais, LMI :Linear matrix inequality)
IMLs  Inégalités matricielles linéaires
SISO Single input-Single output (une seule entrée-une seule sortie)
LTI Linéaire invariant dans le temps.



0.1 Introduction :

Dans de nombreux systémes physiques les variables sont par nature positives or
les modéles usuels en particulier linéaires n’intégrent en général pas cette contrainte.
Des modéles particuliers ont été développés par nombreux scientifiques, les modéles a
compartiments pour la médecine et la biologie, les modéles électriques (circuits RLC),
d’autres modéles apparaissent dans le domaine des sciences sociales, en micro et macro
économie, en manufacture, en science de la communication et de 'information, les pro-
cessus industriels impliquant des réacteurs chimiques, voir [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8],
[9] et |[10]. Dans la premiére partie de thése, nous étudions les systémes linéaires positifs.
La principale propriété de ces systémes est que si I’état initial est positif (ou au moins
non-négatif), alors la trajectoire d’état se situe entiérement dans I'orthant non-négatif.
Notons que les systémes linéaires positifs sont définis dans des cones et non pas dans des
espaces linéaires. En conséquence, certaines propriétés connues des systémes linéaires
ne peuvent étre appliquées pour les systémes positifs. Une vue d’ensemble de ces sys-
témes est donnée dans [11] et [12], nos principales références pour cette théorie. Dans ce
large domaine de nombreux problémes ont déja été étudiés et le sont encore actuellement.
L’objectif du chapitre 1 est de rappeler certains concepts élémentaires concernant ’étude
des systémes positifs. Une analyse de ces systémes fera ’objet des chapitres 2, 3 et 4.
Nous rappelons également dans la derniére partie du chapitre 1, la définition du produit
de Kronecker et quelques de ses propriétés utile a I’étude de la D-stabilité d’un systéme
ce qui correspond a I'appartenance des valeurs propres dans une région IML (Inégalité
Matricielle Linéaire) en anglais LMI (Linear Matrix Inequality) D du plan complexe.
Nous exposerons en paralléle la définition d’une IML et ses propriétés tout en donnant
un bref historique. Le travail est structuré en trois partie, la premiére comporte deux
chapitres qui traite les systémes linéaires singuliers positifs & une dimension en temps
continu et en temps discret, nous présentons alors des caractérisations sur la positivité,
tout en rappelons les notions d’atteignabilité et de controlabilité pour des systémes en
temps continu. Une extension des résultats de [13] sur 'observabilité sera dans ce cas
introduite. Nous adapterons dans le chapitre suivant les résultats aux systémes linéaires
singuliers a temps discret. Une analyse sur 'influence de la valeur du pas de discrétisation
sur latteignabilité des systémes linéaires standards positifs est introduite. Le principal
objectif de ce probléme est de maintenir les conditions d’atteignabilité pour le modéle
discrétisé obtenu par discrétisation a partir d’un systéme linéaire positif a temps continu.
Enfin, bien que I'atteignabilité des systémes linéaires standards est invariante sous retour
d’état, elle ne I'est pas pour les systémes standards positifs en temps discret [14]. Nous
proposons alors une extension des résultats aux systémes linéaires singuliers positifs en
temps discret, autrement dit, on montre que pour un systéme singulier positif 'atteigna-



bilité est non invariante sous retour d’état. Le chapitre 4 sera donc consacré a ’étude de
quelques modéles linéaires a deux dimensions. Une nouvelle classe de modéles linéaires
positifs & deux dimensions a été introduite par Roesser (Roesser,1975) [15], Fornasini-
Marchesini (Fornasini et Marchesini, 1976) [16], (Fornasini et Marchesini, 1978) [17], J.
Kurek (Kurek, 1985) [18]. Ces modéles ont été ensuite étendu par T. Kaczorek (Kac-
zorek, 1988) [19] et (Kaczorek, 1990) pour des modéles singuliers discret. En 1994, une
récente classe de modéles bidimensionnel a temps discret-continu a été introduite par T.
Kaczorek. Dans les systémes a temps discret-continu, la premiére variable est continue
et la seconde est discréte. Ce type de modéle apparaissent en traitement d’image numé-
rique (Roesser), traitement du signal, en controle des processus itératifs voir (Rogers et
Owens, 1992), en controle itérative voir par exemple (Kurek et Zaremba, 1993), aussi
les modéles traitant la pollution des fleuves, la discrétisation des équations aux dérivées
partielles (EDP) décrivant les phénoménes d’observations des gaz, en séismologie, rayon
X ainsi que dans nombreux domaines pratiques. Dans une premiére section, on s’inté-
resse au probléme de solvabilité et de positivité de systémes linéaires singuliers a deux
dimensions a temps discret-continu. Des conditions nécessaires et suffisantes pour que de
tels modéles soit positifs seront alors établis. Nous avons étudié par la suite le probléme
de I'influence de la valeur du pas de discrétisation sur la positivité comme extension des
résultats du chapitre 3 et de [20]. Il est bien connu que l'atteignabilité et la controlabi-
lité des systémes linéaires standards a une dimension est invariante sous retour d’état.
Nous montrons alors que l'atteignabilité du modele général discret a deux dimensions
de Fornasini-Marchesini est non invariante sous retour d’états. Dans ce contexte, nous
avons adapté les résultats aux modéles linéaires singuliers & temps continu voir [chapitre
3]. Enfin, aprés avoir rappeler les trajectoires et les réponses impulsionnelles du systéme
linéaire discret a deux dimensions de Roesser; des caractérisations sur 1’observabilité
comme extension des résultats de [13] et du |chapitre 3| sont établis.

Les Inégalités Matricielles Linéaires ou IML prennent une place plus importante
dans les méthodes modernes de l'automatique. De nombreux résultats trouvent une
formulation IML et ce formalisme permet aussi de résoudre de nouveaux problémes qui
n’avaient pas trouvé jusqu’alors de solution. Le succés des IMLs vient du développement
des méthodes dites du point intérieur (interior point methods) qui permet de résoudre
de maniére efficace ces problémes [21]. 11 est également lié au fait que de nombreux
problémes, notamment de I’automatique, peuvent étre formuler sous forme d’'IMLs. Dans
cette derniére partie de thése, on s’intéresse donc a la D-stabilité et a la marge de
stabilité. Dans une premiére étape, nous rappelons quelques notions utiles comme la
norme Hy et la norme H,, pour définir ensuite la notion de marge de stabilité (rayon
de stabilité). Le probléme de base du rayon de stabilité est défini comme suit : Etant
donné une matrice A avec tous ses poles encloisonnés dans une région de stabilité noté
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D (qui représente le demi plan gauche ou le disque unitaire). Le rayon de stabilité est
définit par la norme de la plus petite perturbation S permettant au moins a une valeur
propre de A + S d’étre instable. Ce probléme a été étudié par nombreux scientifiques
voir [22] et [23]. Dans ce contexte, Il existe des formulations analytiques permettant au
rayon de stabilité d’étre calculé moyennant des algorithmes numériques. Ce probléme a
ensuite fait 'objet d'une extension aux systémes a espace d’état généralisé par P. Van
Dooren, Y.Genin, P.Nesterov, C. Oara, J. Sreedhar, A. Tits ainsi que V. Vermaut. Une
autre étude sur le calcul du rayon de stabilité pour le probléme des valeurs propres
généralisées a fait 'objet d’extension par P.Van Dooren, V. Vermaut voir [22|. Ce méme
probléme a été étendu aux matrices polynomiales par [23] et aux matrices structurées.
Plusieurs approches peuvent étre trouvées dans la littérature ; parmi celles-ci, cela vaut
la peine de mettre en évidence [24], [25], [26] et [27].

Récemment, ces méthodes ont été¢ étendu aux systémes positifs par D. Hinrichsen,
N.K. Son, A. J. Pritchard. Dans ce cadre, une simple formulation du rayon de stabilité a
été introduite pour le cas de systémes linéaires incertains a temps continu. Citons aussi
que N.K. Son et D. Hinrichsen [25] et [26] montrent de plus que le cas complexe coin-
cide avec le cas réel. Nos questions ne prétendent pas traiter ces approches, elles visent
uniquement a faire rappeler dans un premier temps, les deux versions du lemme borné
réel (bounded real lemma) di & Kalman Yakubovich Popov dans sa version continu et
discréte pour ensuite rappeler I'extension de ces derniers aux systémes a espace d’état
généralisé (pour cela voir P. Van Dooren [28], [29] et [30]). Nous proposons donc, une
autre formulation du rayon de stabilité pour une classe de systémes linéaires singuliers
perturbés qu’ils soient a temps continu ou & temps discret, pour ensuite déduire des
conditions nécessaires et suffisantes de stabilité. A la fin des généralisations de ces der-
niéres aux modéles a espace d’état non standard avec E inversible sont introduites. Nous
proposerons des conditions IML dans le cas continu comme dans le cas discret qui sont
équivalentes au lemme borné réel. Enfin, la seconde étape de cette derniére partie de
thése est consacrée a la D-stabilité. Dans la conception de commande, on s’intéresse a
la robustesse d’un systéme nominal, en présence d’incertitudes dans les parameétres de
modeéles. Des inégalités linéaires matricielles sont souvent employées dans ce contexte
parce qu’elles rapportent des conditions suffisantes exprimant qu’une certaine classe de
perturbations ne stabilise pas un systéme nominal. Dans cette partie, nous étudions les
résultats obtenus précédemment par Chilali et Gahinet [77] concernant la conception H,
avec des contraintes de placement de poles dans une certaine région du plan complexe.
Ces conditions décrivent une classe de régions convexes dans lesquelles les poles sont
contraints a se cloisonner, ceci pour toutes perturbations données. Les résultats dérivés
dans [32] sont formulés en termes de modéle & espace d’état standard. Dans notre cas,
nous les prolongeons a la classe de modéles a espace d’état généralisé, pour le cas des

11



systémes a temps continu et au cas de systémes a temps discret. Nous proposons éga-
lement des essais modifiés en utilisant des inégalités linéaires matricielles de dimension
réduite. Ces prolongements ont 'avantage de réduire la complexité de "approche et de
rapporter les essais numériques qui sont plus fiables puisque la réduction a un modéle &
espace d’état standard n’est plus exigée.
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Premiére partie

Notions de base sur la théorie des
matrices
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Dans cette premiére partie introductive, nous présentons la théorie générale de ma-
trices particuliéres telles les matrices non-négatives, les matrices de Metzler ou encore
les matrices monomiales. Nous nous basons pour ce faire sur les nombreuses références
qui existent dans ce cadre comme, par exemple, [33], [34], [35], [36], [37], [38], [39], [11],
|12] et |40], Nous ferons régulierement référence & cette premiére partie présentant les
propriétés intéressantes de ces matrices particuliéres, puisque, lors de notre étude, nous
utiliserons cette classe de matrices.
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Chapitre 1

Matrices particuliéres

Nous présentons dans ce premier chapitre la théorie générale des matrices non-
négatives et des matrices de Metzler. Il existe un grand nombre de références sur cette
classe de matrices ; nous nous basons principalement sur les références suivantes : ([33],
chapl), ([39], chapl5), (|35], chap2), ([42], chapl), [37], (|34], chap2) et [41]. Nous com-
mencons par les définitions ainsi que les propriétés générales de ces matrices. Nous
étudions alors plus particuliérement les matrices non-négatives, les matrices positives et
les matrices de Metzler qui permettent de caractériser la positivité de systémes linéaires.
Une analyse de ces systémes fera 'objet des chapitres 2, 3 et 4. Enfin, nous examinerons
une autre classe de matrices, a savoir les matrices monomiales et certaines de leurs pro-
priétés, voir 7], [38], ([35], chap5). Ces matrices interviennent lors de ’étude du probléme
de positivité. Finalement, nous rappelons également, enfin de chapitre, la définition du
produit de Kronecker ainsi que quelques une de ses propriétés importantes, comme son
utilisation pour 'équation de Lyapunov, voir [43], [44] et |37]. Nous utiliserons ce produit
de Kronecker lors de ’étude du probléme de D-stabilité.

1.0.1 Matrices non-négatives, positives et de Metzler

Soient A = (a;;);; et B = (b;;);; € R™™ des matrices a coefficients réels. Par la
suite, nous notons I,,, la matrice identité d’ordre n ou plus briévement I, A” la transposée
d’une matrice A, n,l’ensemble des n premiers entiers naturels, 1, ...... , 1.

Définition 1 — A est une matrice non-négative si Vi € n,Vj € m : a; >
0, autrement dit toutes ses entrées sont non-négatives. Nous noterons une telle
matrice par : A > 0 ou encore, A € R*™.

— A est une matrice positive si A est non-négative et Ik € n, Al € m : ay > 0, c’est

15



a dire toutes ses entrées sont non négatives avec au moins une entrée (strictement)
positive. Nous noterons une telle matrice par : A > 0.

— A est une matrice strictement positive si Vi € n, Vj € m : a;; > 0,i.e. toutes ses
entrées sont (strictement) positives. Nous noterons une telle matrice par : A >> 0.
Ces définitions et notations seront également valables pour des vecteurs de di-
mension n, n > 2. Cependant, pour les scalaires, la propriété strictement positif
a >> 0 coincide avec o > 0.

— A est une matrice de Metzler si Vi € n,Vj € m, 1 # j : a;; > 0i.e toutes ses
entrées hors diagonales sont non négatives.

Exemple 2 La matrice A suivante est une matrice de Metzler,

-1 0 1
0 —2 1 1

A=11 1 21 o (1)
1 3 0 -1

Le résultat suivant est immédiat,

Proposition 3 : [1/
A est une matrice de Metzler si et seulement si ¥t > 0, et € R*™.

ou de maniere équivalente,Vt > 0,1’orthant positif, R, est eAtinvariant, c’est a dire
Vt >0, Vo € RY, etz € RY.
Preuve.
— Nécessité :
Supposons que A est une matrice de Metzler , on peut trouver un réel A > 0 tel
que (A + AI,) > 0. Sachant que

(A+ M) (=M,) = (=AL)(A+ ML)
il s’ensuit que

eAt _ e(AJr)Jn)t(f,\In)t

_ 6(A+)\In)t€(—>\fn)t c Rixn

du fait que eA At € R ot (AL ¢ RIX™
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— Suffisance :
Supposons que Vt > 0, e* > 0. Ainsi, puisque

A

d , e |
= E(eAt)t:O = llmtam ; )

Prenons comme e; le j™¢ vecteur de la base canonique, nous obtenons pour ¢ # j,

At
(etej —ej i)

t

At
. <€ ej? ei> ej7 €;
= limy_o, —

Q5 = limt—»o.»,_

t t

Aty 0.
<e ej,el> >0,

= limtﬂo_,_
puisque (ej,e;) = 0. Dés lors, a;; > 0 pour ¢ # j et la matrice A est donc une matrice
de Metzler. m

1.0.2 Matrices Monomiales

Dans cette section, nous présentons une autre classe de matrices : les matrices mono-
miales. Une caractérisation de telles matrices en fonction de leur inverse sera donnée a
partir de [38], (|38],chap5), [44] et [45]. L'utilité d’une telle matrice sera mis en évidence
lors de ’étude de 'atteignabilité de modéles linéaires positifs.

Définition 4 Soit A une matrice carrée réelle d’ordre n,
— A est une matrice monomziale ou matrice de permutation généralisée si les
entrées de A sont toutes nulles sauf une, dans chaque ligne et chaque colonne, qui
est strictement positive.

Exemple 5 — La matrice
0010
0001
A= 01 00 (12)
1000

est une matrice de permutation généralisée.
— En particulier, une matrice de permutation est une matrice monomiale dans la-
quelle chaque entrée non nulle est égale a 1.
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Le résultat suivant est bien connu dans la littérature, voir par exemple [11].

Proposition 6 : [/2]
Une matrice A non singuliere telle que, A™1 € R, si et seulement si, A est une
matrice monomiale.

1.0.3 Produit de Kronecker

Pour les besoins de I’étude de la D-stabilité, nous définissons le produit de Kronecker
qui est une autre maniére de définir la notion de produit pour des matrices. Il est aussi
appelé produit direct de deux matrices ou produit tensoriel. Il se note ®. Nous faisons
donc un bref rappel en nous basant, par exemple sur [43] ou encore [44].

Définition 7 Le produit de Kronecker de deux matrices A = (a;;);; € R™" et B =
(bij)i; € RP* est la matrice A®@ B € R™>™ donnée par :

anB ... ... a1,B
A® B = . .
B . . B
Exemple 8 Avec les matrices A et B suivantes :

A=(1 2 3),3_(2 ;)

on obtient,

6 7 12 14 18 21
A®B_(8 9 16 18 24 27)

Quelques propriétés du Produit de Kronecker

Les propriétés suivantes du produit de Kronecker peuvent étre utiles (en outre, elles
justifient ’appellation de produit). Les démonstrations de ces propriétés se trouvent dans
Henderson et Searle (1981), Magnus et Neudecker (1989) et Searle (1982).

1. Le produit de Kronecker est associatif : Pour tout triplet de matrices A, B et C,
on obtient :
ARB®RC=(AB)@(C=A® (B () (1.3)

18



. Le produit de Kronecker est distributif par rapport a I’addition : Pour tout qua-
druplet A, B,C et D, tel que (A+ B) et (C'+ D), existent on obtient :

(A+B)@(C+D)=(AC)+(A® D)+ (B®C)+ (B® D) (1.4)

. Le produit de Kronecker est également distributif par rapport au produit matriciel
standard : Pour tout quadruplet A, B,C et D, tel que, AB et C'D, existent on
obtient :

(AC)® (BD) = (A® B)(C® D) (1.5)

. L’opérateur de transposition se distribue par rapport au produit de Kronecker,

(Ao B)' = A" @ BT (1.6)

5. Le produit de Kronecker n’est pas commutatif’;

(A B)'=(A"1®B™) (1.7)

tr(A® B) =tr(A) - tr(B) (1.8)
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Deuxiéme partie

Systémes Linéaires Singuliers Positifs a
une Dimension (1D)
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Chapitre 2

Systémes Linéaires Singuliers Positifs a
Temps Continu

Ce chapitre traite les systémes linéaires singuliers positifs en temps continu. Nous
verrons dans la partie suivante, les résultats adaptés en temps discret. De maniére gé-
nérale, la classe des systémes linéaires positifs est une classe particuliére importante et
fascinante des systémes linéaires qu’on retrouve en ingénierie, en économie, en sciences
sociales, en biologie, en médecine, en gestion et en électronique. Les variables d’états
représentent typiquement une population, quantité de marchandise, masses chimiques
etc. Ces systémes peuvent étre modélisés en tant que systémes positifs dans lesquels
la trajectoire d’état est toujours positive toutes les fois que 1'état initiale est positif.
Une vue d’ensemble de la situation actuelle de la théorie des systémes positifs est don-
née dans [12] et [11]. Nous nous basons sur ces différentes références pour donner des
définitions et caractérisations des systémes positifs en temps continu. Nous rappelons
les notions d’atteignabilité et de controlabilité pour ce type de systémes. Une extension
des résultats de [13] sur 'observabilité des systémes singuliers en temps continu est établi.
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R

Fic. 2.1 — circuit RLC

Exemple 9 Considérons le circuit & quatre mailles représenté par la figure (2.1), ot
R;,1=1,2,...,8 sont les résistances données, Ly, Ly les inductances et e, ey les sources
de voltages. On note par i1, is, i3, i4 les intensités du courant dans les quatre mailles.
En appliquant la lois des mailles, on obtient alors,

diq(t . . .
L1 chiff ) = —(Rl —I— Rg + R5)Z1(t) + Rglg(t) —|— R5Z4(t), (21)

diz(t) . . .
L2 di == —(R4 + R6 + R7 19 (t) + R4Zg(t) + R7Z4(t)7 (22)
0 = R3iy(t) + Ryia(t) — (R + Rs + Ry)is(t) + e, (2.3)

0= R5i1(t> + R7i2<t) — (R5 + R7 + Rg)i4(t) + es.

et si on pose x1 = i1(t), xo = is(t), xg = i3(t), x4 = i4(t), on peut cependant écrire les
quatre équations sous la forme suivante,

Ei(t) = Az(t) + Bu(t) (2.5)
avec,
1000 S U 00
po | 0100 0—%%%’8200,
0000 Ry Ry —Ry 0 10
00 0O R41 R42 0 _R44 0 1
ir (t)
ia(t) e1(t)
= = 2
o= | 20 | o= [ ) 20
ia(t)
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o1,

Riy = Ri+ Rs + Rs5, Ryg = Ry + Re + Ry, Ros = Ryo = Ry .
Ri3 = R31 = R3, R4 = Ry1 = Rs, Roz = R3p = Ry (2.8)
R3s = Ry + Rs + Ry, Rys = Rs + Ry + Ry

Nous avons donc un systeme linéaire singulier.

2.1 Trajectoire d’états et réponse de systémes singu-
liers en temps continu

Nous rappelons briévement dans cette section 'expression des trajectoires d’états et
des réponses de systémes linéaires singuliers en temps continu, voir [11], [46] et [47] pour
plus de détails.

2.1.1 Trajectoire d’état de systémes singuliers en temps continu :

Considérons le systéme linéaire continu suivant,

Ei(t) = Az(t) + Bu(t), (2.10)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (2.11)

ou x(t) € R" est un vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur d’entrée, y(t) € RP est le
vecteur de sortie et E/, A, B, C' et D sont des matrices réelles de dimensions appropriées.

Définition 10 — Le systeme (2.10) est dit singulier si detE = 0.
— Dans le cas contraire, c’est a dire si detE # 0, il est dit standard.
- Si E =1, le systéme est aussi appelé standard (ou explicite).

Définition 11 Le systéme (2.10) est dit régulier si et seulement si
det(Es — A) # 0, (2.12)

pour un certain s € C.
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Remarque 12 Si detE # 0, alors en multipliant (2.10) par E=', on obtient le systéme
sutvant,

@(t) = Bt Ax(t) + B~ Bu(t) (2.13)
y(t) = Cxz(t) + Du(t) (2.14)

qui est un systéme explicite.

Pour un systéme singulier, on supposera pour la suite que det(Es — A) # 0 pour un
certain s € C. Dans ce cas, on peut écrire la matrice résolvante comme unique série de
Laurent autour de 1’co [F.L.Lewis, 1984 ; T.Kaczorek, 1993]

(sE— A t=5"" Z Pis™" (2.15)
i=—p
ou p est appelé indice de nilpotence du faisceau (sE — A) voir [?],[51],[49] et [50], il

est décrit par,
p=rgE — deg[det(Es — A)] + 1 (2.16)

¢; est appelée la matrice fondamentale de (2.10). Il s’ensuit directement de la relation
(2.15) que la matrice fondamentale ¢; satisfait les équations suivantes,

ou dp; est le delta de Kronecker [51],[52], [1] et [53].
Dans [53],’auteur montre comment calculer les ¢; tout en supposant disponibles ¢q et
¢_1. Par contre, dans [51],1a matrice fondamentale est calculée a partir des matrices E
et A en utilisant I'inverse de Drazin [55], qui a été développé ensuite par T.Kaczorek voir
[54].
Nous avons quelques propriétés de la matrice fondamentale.

1. ¢; =0, pour 7 < —pu,

2.

) ®iy1 pouri >0
PoAPi = { 0 pour i <0

0 ourt >0
-0 1B = { P _

¢_;_1 pouri <O
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¢i = (¢oA) o, pour i > 0

5.
o ¢; pourt >0
PoLidi = { 0 pouri<0
6.
] 0 pouri=>0
—9149: = { ¢; pouri <0
7.
) ®iy1 pouri >0
PoAdi = { 0 pour i < 0
8.

~J 0 pour i >0
—¢i b = { ¢i—1 pour <0

Exemple 13 Considérons les matrices E et A suivantes,

1
E=10
0

O = O
o

S

I
OO =
— O O
O = O

alors,

Ici Uindice de nilpotence est p = 2. Les matrices fondamentales sont,

100
¢;=1 00 0],
0 00
pour i > 0,
0 0 0
1= 0 0 0 [,
0 -1 -1



00 O
¢p2=1 00 0 |,
00 —1
Remarque 14 1. St E=1,, alors
¢i=0 pouri<0 (2.19)
¢; = A" pouri >0 (2.20)
2. Si E est wnversible,
(SE—-A)' =T~ (s'ETA)TET ST =) (ETA)STIET T (2.21)
i=0

On en déduit alors,
¢; =0, pour i <0,
o= E\; 6 = (ETA)E!;
¢2 — E_lA(bl — (E—lA)QE—l ;

¢ = (E1A)¢i_1 = (E7TA)Y'E~L, pour i > 0.

La solution z(t) du systéme (2.10) avec la condition initiale z(ty) = z et le controle
u(-) est donnée par (voir par exemple [56]) :

t H

x(t) = e®0ACT) By / e? g Bu(r)dr + Y " ¢_;(BulV + EzgdY)  (2.22)
to j=1

ot uW) =du g =1 -1

Preuve.Par application de la transformée de Laplace a I’équation (2.10) on obtient,

EsX(s) — Exg = AX(s) + BU(s)
EsX(s) — AX(s) = Exo + BU(s)
(Es — A)X(s) = Exy + BU(s)

Le systéme (2.10) étant régulier, donc (Es — A)~! existe pour un certain nombre s € C,

par suite
X(s) = (Es — A)"(Exo + BU(s))
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De la relation (2.15), il s’ensuit,

= i ¢is~ D (Exy 4+ BU(s))

=—u

=Y s TVEzg+ Y ¢is TVBU(s)

t=—p i=—pu

Zgbl (1) B —I—qus (FUBU (s +Zgbs (1) B +Z¢Z FUBU (s).

=1

Enfin, nous utiliserons la transformee inverse de Laplace et le théoréme de convolution
pour obtenir la solution du systéme, sachant que

¢0At Z ¢ s~ l+1)

on aura alors,

ju Ju
#(t) = Broe® g + BL LM g) Liu()]) + Bro Y- 660 + BY 6 (1)

i=1 i=1

® H
2(t) = Exoe®go + (e o) * Blu(t)]] + Bzg Y ¢-:6" + B> o (1)

i=1 i=1

Par conséquent,

q;(t) = ed)oAt(bOECUo‘i‘/ o A(t—T ¢ BU dT+Z¢ Bul 1) ( )_’_Exoé(zfl)(t))

0 =1

Exemple 15 Si on considére le systéme (2.10) avec :

010 100 1
E=[001],A=[000]|,B=]0
000 010 1
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C=(001),D=2

alors,

det(Es — A) = —s,

donc le systéme est régulier et lindice de nilpotence pu = 2, par conséquent les matrices
fondamentales sont tels que,

0 0 —1 -1 0 0 0 00
do=100 0 |, 060=| 0 0 =1 ],00=(00 0],
0 0 O 0O 0 O 010
par suite,
0 00 1 00
poA=[ 000 |, e=(010],
000 0 01

d’apres la propriété 2, on obtient,
000
Qbi = ¢UA¢i—1 = 000 ’ pOUTi > 07
000

La solution du systéme est par suile donnée par,
x(t) = e®poExg + p_1 Bu(t) + ¢_1 Exo + ¢_oBuV(t) + ¢_1 ExodM (1)

—u(t) — m900(t) — uM(¢)
x(t) = —u(t)
3,0
Nous allons maintenant montrer une autre caractérisation qui nous permettra de vérifier

I'existence de la solution de I’équation (2.10).

Théoréme 16 Si la relation (2.12) est vérifiée, alors 'équation (2.10) et l’équation,

M
i = goAr + ¢oBu+ Y ¢_;(BuY) + ExgsV)) (2.23)

J=1

x(0) = x¢ possédent la méme solution,

t Iz
x(t) = e®A o Bxy + / e%A(t’T)%Bu(T)dT + Z ¢,j(Bu(j71) + Exgd—Y (2.24)
0

J=1
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Preuve.D’aprés ce qui précéde, La relation (2.24) est solution de (2.10). Inversement,
moyennant (2.24) et les propriétés 7 et 8, on vérifie facilement que,

I
gzﬁoAx + ¢0BU + Z gb_j(Bu(j) + EI()(;(J)) = ¢0A(6¢0At + ¢0E[L‘0 +

j=1

t 1 n"
/ G%A(t_T)gbOBU(T)dT + Z ¢_j(3u(j—1) + Exoé(j—l))) + ¢oBu + Z ng_j(Bu(j) + Exoé(j))

0 j=1 j=1

t I
= o Ae™A p By + ¢0A/ e g Bu(r)dr + ¢oBu + Y ¢_j(BuY) + Exgd¥) = i

(2.25)

ce qui achéve notre preuve. m

2.1.2 Reéponse de systéme singuliers en temps continu :
Cas standard :

Considérons le systéme linéaire standard en temps invariant suivant,
z(t) = Ax(t) + Bu(t), (2.26)
y(t) = Cx(t) + Du(t),

pour tout t > ty, nous obtenons,
— Trajectoire d’état :

t
z(t) = ety +/ A Bu(r)dr (2.27)

to

— Réponse du systéme :

t
y(t) = CeAlt)gy + C’/ A" Bu(r)dr + D(7) (2.28)

to

— Matrice de réponse impulsionnelle :
G(t,tg) = CeM =B 4+ D(t —to) (2.29)

Apreés avoir rappelé les trajectoires d’état et les réponses d’un systéme standard, la
notion de réponse impulsionelle sera donc développé dans le cas de systémes singuliers
a temps continu. Nous expliciterons en paralléle la notion de fonction de transfert pour
ce type de systémes.
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Cas singulier :

La sortie du systéme singulier (2.10) est donnée par :
y(t) = Cz(t) + Du(t)
t H ‘ '
y(t) = Ce® By + / Ce? A7) g Bu(r)dr + Z C¢_;(BuY=Y 4+ Exy6V=Y) + Du(t)
(2.30)

En substituant 2o = 0 et u(t) = (¢) dans (2.30), on obtient la réponse impulsionnelle
g(t) du systéme (2.10)

(t) = Ce®4 ¢, B pour t > 0
90 = CetotigyB + S0, Co_i(BSU(t) + D(t)) pour t =0

La matrice de transfert du systéme est,
T(s)=C(Es—A)"'B+D (2.31)

Une substitution de (2.15) dans (2.31) donne,
T(s)=>» C¢Bs "V +Y Cé_;BsU"Y + D (2.32)
i=0 =1

Si on remplace la propriété 4 dans (2.32), on obtient,

00 Iz
T(s) = C[> (¢oA)'s " V]goB+ Y Co_;Bs"™V+ D (2.33)
i=0 j=1

enfin, en appliquant, la transformée de Laplace, on aura alors la relation (2.1.2).

2.2 Positivité de systémes linéaires singuliers en temps
continu

Considérons a présent les définitions et quelques résultats de positivité en temps
continu.
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2.2.1 Positivité externe :

Tout d’abord, donnons la premiére définition de positivité de systémes linéaires, la
positivité externe.

Définition 17 Un systéme linéaire standard est dit externement positif si la sortie
correspondant a 1’état initial nul est non-négative pour chaque entrée non-négative, i.e.
pour, g = x(0) = 0 et pour tout u(t) € R7, t >0, on a y(t) € RY, pourt > 0.

Nous obtenons alors une caractérisation de la positivité externe en terme de la matrice
impulsionnelle, voir [57] et [58]

Théoréme 18 (Condition pour la positivité externe) Un systéme linéaire est ex-
ternement positif si et seulement si sa réponse impulsionnelle est non-négative, i.e.
g(t) € RE*™, pourt > 0.

Nous considérons maintenant le cas de la positivité externe pour des systémes li-
néaires singuliers a temps continu.

Définition 19 Le systéme singulier (2.10) est dit externement positif si pour xo = 0
et tout contréle non-négatif u(t) > 0 avec u)(t) > 0 pour j =1, ..., p—1 pourt € Ry,
la sortie est aussi non-négative i.e y(t) > 0 pour t > 0.

Une caractérisation de la positivité externe de systémes linéaires singuliers est donnée
par le théoréme suivant. Nous donnerons la preuve du théoréme puisqu’elle aide a la
compréhension du contenu.

Théoréme 20 Le systéme singulier (2.10) avec D = 0 est externement positif si et
seulement si sa réponse impulsionnelle g(t) est non-négative i.e g(t) € Ry pourt € R,.

Preuve.lLa nécessité découle immédiatement de la définition de la réponse impulsion-
nelle et de la définition de positivité. Pour la suffisance, on suppose que ¢(t) € R, pour
t € R, et a partir de la relation (2.30), pour o = 0 et u'9(¢) > 0pourj =0, 1, ..., u—1
et t € Ry, on obtient y(¢) > 0 pour ¢t > 0, ce qui achéve la preuve. m
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2.2.2 Positivité interne :

A présent, nous pouvons donner la seconde définition de positivité, qui peut étre
appelée positivité interne.

Définition 21 Le systéme (2.26) est dit internement positif si pour tout vy € R’} et
tout controle u(t) € R pourt >0 on a z(t) € R} et y(t) € RE pourt > 0.

Cette définition indique que toutes les trajectoires émanant de n’importe quel point
dans I'orthant non-négatif R’} (frontiéres incluses) de 'espace d’état R, obtenues en ap-
pliquant une entrée non-négative au systéme, demeurent dans I'orthant non-négatif et
meénent a une sortie non-négative.

Remarque 22 La positivité interne implique la positivité externe mais inverse n’est
pas vra.

Nous allons alors caractériser la positivité interne des systémes linéaires standards
en temps continu telle que dans [57] et [58].

Théoréme 23 Le systéme (2.26) est internement positif si et seulement si A est une
matrice de Metzler et B € R'™, C € RE*™ et D € RE*™

Maintenant, nous allons donner la définition de la positivité interne de systémes
linéaires singuliers en temps continu.

Définition 24 Le systéeme singulier (2.10) est dit internement positif si pour tout
état initial admissible o € R} et tout controle non-négatif u(t) > 0 avec u(t) > 0,5 =
0,1,..., u—1 pourt e R}, Uétat x(t) € R} et la sortie y(t) € R pourt > 0.

Remarque 25 Un systéme singulier internement positif est toujours externement posi-

tif.

Une autre définition de la positivité interne pour les systémes singuliers est donnée
par, voir [11].

Définition 26 Le systéme (2.10) est faiblement positif si et seulement si A est une
matrice de Metzler, E € R'", B € R*™, C € RY™ et D € RE*™

Dans I'exemple du circuit RLC, et a partir de (2.6), il s’ensuit que E € Rf’;”‘ B e Ri“
et A est une matrice de Metzler. Nous avons donc un systéme linéaire singulier positif.
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2.3 Observabilité de systémes linéaires singuliers po-
sitifs en temps continu (Extension) :

L’observabilité de systémes linéaires a été étudiée dans nombreux ouvrages [59], |60].
Cette section expose les notions d’observabilité des systémes singuliers positifs en temps
continu. Nous nous basons sur [13|, pour adapter les résultats obtenus aux systémes sin-
guliers positifs en temps continu. Sur la base de ces résultats, nous obtiendrons certaines
caractérisations sur ’observabilité pour le modéle discret de Roesser a deux dimensions
voir |Chapitre 4, Section 3|. Des conditions nécessaires et suffisantes sont alors établies.
Définissons d’abord, ’observabilité pour les systémes singuliers & temps continu.

Définition 27 Le systeme positif (faiblement positif) (2.10) est dit observable si la sor-
tie y(t) est nulle pour tout t > 0 implique Exq = 0 pour tout xo € R"™ quand le controle
u(t) est nul.

Si u(t) =0, vVt > 0, alors,

7
y(t) = Ce® Moo B+ " CoppEargsV ™"
j=1
y(t) = [C€¢0At¢0 + 092571(5 + Cqﬁ,gé(l) + ..+ C(b,ué(’uil)} E;UO = W#EJJO

Une extension des résultats obtenus dans [13] pour l'existence de solutions au pro-
bléme d’observabilité est adaptée a des systémes singuliers positifs en temps continu.
Nous en venons alors & la caractérisation suivante,

Théoréme 28 Le systeme réqulier positif (faiblement positif) (2.10) est observable si et
seulement si la condition suivante est satisfaite,

KerW,n ImE =0 (2.34)
o1,
[ Ceogy T
Cop_16
W, = :
i Céf’—ué(”_l) |
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Preuve.Si la condition est vérifiée, le systéme est observable. Inversement, supposons
que le systéme (2.10) est observable et montrons que KerW, N ImE C 0 du fait que
I'autre inclusion est trivialement satisfaite puisque le systéme est supposé observable.
Pour cela, prenons a € KerW, N ImkE, alors W, = 0 et a = Ezy pour certain
ro € R™, par suite « = Fxg=0. m
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Chapitre 3

Systémes Linéaires Singuliers Positives
a Temps Discret

Nous présentons dans ce chapitre les systémes positifs singuliers en temps discret.
Nous adaptons les résultats obtenus dans le chapitre 2 sur les systémes singuliers en
temps continu. Nous prendrons donc exactement la méme structure que dans ce cha-
pitre. Rappelons qu’une vue d’ensemble de la situation actuelle de la théorie des systémes
positifs est donnée par [11], [12] et [50].

3.1 Trajectoire d’état et réponse de systémes singu-
liers en temps discret

Dans cette section, nous considérons les systémes linéaires singuliers discret en temps
invariant. Nous regardons alors comment s’écrivent les trajectoires d’état et les réponses
de tels systémes.

3.1.1 Trajectoire d’état de systémes singuliers en temps discret

Considérons le systéme linéaire singulier en temps discret suivant,

E.Z‘Z'+1 = Al’l + Bui, (31)
yi = Ca; + Du;
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ou x; € R™ est un vecteur d’état, u; € R™ est le vecteur d’entrée, y; € R? est le vecteur
de sortie et £, A € R™*" B € R™™ C € RP*™ et D € RP*™,

Définition 29 Le systeme (3.1) est dit singulier si detE = 0. Dans la cas contraire,
il sera dit standard.

On suppose que
det(Ez— A) #0 (3.3)

pour certain z € C; si cette derniére relation est satisfaite, alors,
(Ez— Z giz Y (3.4)
i=—p

ol u est I'indice de nilpotence et les ¢; sont les matrices fondamentales données par,

E¢; — Agi—y = doil, (3.5)
OiE — i1 A = 0ol

ou dp; est le delta de Kronecker [53] et [61].
Notons que nous avons les mémes propriétés que dans le cas continu. Cependant, I'ap-
plication de la z-transformée au systéme (3.1) donne,

(zE — A)X(2) = zEzo + BU(2) (3.7)

ou encore,

X(2) = (2E — A '2Ex¢ + (:E — A)"'BU(2), (3.8)
d’aprés (3.4), on obtient,

Z@ COBU (2 +Z¢l “ B

Utilisons maintenant la z-transformée inverse pour obtenir la solution du systéme,

1
T X n— 1d B (n—i—2) n—i— 1E
271 (2)2 2i 7{ Z o:BU(2 't om 271 j{ Z 0iz o

r
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par conséquent, la solution du systéme est,

x(n) =z, = ¢ Exo + Z ¢iBu(n —1i—1)
—p
n+pu—1

z(n) == x, = ¢, Exy + Z On—i—1Bu(7)
0

Il s’ensuit par suite,

nt+p—1
T = ¢nExo+ > Gn_i1Bu; n € Zy (3.9)
n=0
qui représente la solution du systéme singulier & temps discret.
3.1.2 Reéponse impulsionnelle :
La sortie du systéme est déterminée par la formule,
n+pu—1
Yo = ConExg+ Y Céni1Bui, € Zy (3.10)
n=0
la réponse impulsionnelle est alors,
gn = Con1 B, (3.11)
pour n = 1 —p, ..., 0,1, ... En utilisant (3.11), on peut écrire (3.10) sous la forme
suivante,
n+p—1
Yn = CopFExg + Z Jn_iUjsm € Zy (3.12)
i=0
La matrice de transfert de (3.1) est donnée par,
T(z)=C(Ez—A)"'B (3.13)
de (3.4), (3.13) et (3.11), on obtient,
T(z)= Y CoéBz "= 3" gz (3.14)

n=—u i=1—p
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Exemple 30 Dans cet exemple, on considére le systéeme (3.1) avec les matrices,

000 100 1
E=l100],4=|l001],B=[0
001 000 1

C=(010),D=1

alors,

det(Es — A) = —z,

donc le systeme est régulier et [indice de nilpotence u = 2, par conséquent les matrices
fondamentales sont tels que,

0O 0 0 -1 0 0 000
O_o = 0 00 |],0_1= 0 0 0 ], ¢= 00 1|,
-1 0 0 0 -1 0 000
par suite,
0 00 0 0O
PpoA=10 0 0 |,¢i=0¢oAdi-1 | 0 0 0 |, pouri>1
0 00 0 0O

alors la solution est donnée par,

Ty = ¢—2Bun+1 + ¢—lBun + ¢0Bun—1

0 —1 0
T, = 0 Upt1 + 0 Up + | 1T | Up—q
1 0 0
so1t encore,
—u,
Tn = Up—1
—Un+1

La sortie du systéme sera cependant égale a,

Yn = Uny1 + 2un
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3.2 Positivité de systémes singuliers en temps discret :

Comme dans le chapitre 2 sur les systémes singuliers en temps continu, nous sommes
amenés a considérer deux types de positivité : la positivité externe et la positivité
interne.

3.2.1 Positivité externe :

Rappelons d’abord la définition de positivité externe, voir [57] et [58].

Définition 31 Un systéme linéaire singulier est dit externement positif si la sortie
correspondant a [’état initial nul est non-négative pour chaque entrée non-négative, i.e,
u, €ERT, i€ Zy ry; €RE, pouri € Z,.

Nous obtiendrons la méme caractérisation que dans le cas continu, faisant intervenir
la matrice de réponse impulsionnelle.

Théoréme 32 (Condition pour la positivité externe) Un systéme linéaire singulier
est externement positif si et seulement si sa réponse impulsionnelle est non-négative, i.e,
g ER ™ pouri=1—p,...,0,1, ...

Preuve.La nécessité découle immédiatement de la définition. Pour la suffisance,
notons que pour zg = 0 et uy € R, k € Z, de la relation (3.12), on obtient,
i+p—1
Y = Z gi—ju; € RY (3.15)
§=0

Sigge R pouri=1—p,...,0,1,.... m

3.2.2 Positivité interne :

Etudions & présent la positivité interne de systémes linéaires singuliers en temps
discret. Les définitions de positivité sont les mémes que dans le cas continu.

Définition 33 Le systeme linéaire singulier décrit par (3.1) est dit (internement)
positif si pour des conditions initiales admissibles xo € R™ et toute suite de contrile
u, ERT, i€ Zy onax; €RY ety € RY, pourie Z,.

Définition 34 Le systeme (3.1) singulier avec E™' € R, A € R™, B e R, C €
RE™ et D € RE*™ est un systéme standard positif.

Remarque 35 57 le systéeme est internement positif, alors il est externement positif. La
réciproque est fausse.
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3.3 Atteignabilité et controlabilité des systémes posi-
tifs en temps discret :

Les définitions et les résultats concernant les notions importantes d’atteignabilité,
de controélabilité et d’observabilité pour des systémes singuliers en temps discret sont
exactement les mémes que ceux développés dans le cas continu, excepté le fait que le
temps t est a présent 'entier ¢. Considérons d’abord le systéme linéaire standard en
temps discret décrit par

Tiv1 = FZEZ' + GUZ', (316)
yi = Cw; + Du; (3.17)

ou F' e R™ et G € RIP™
Définition 36 — Le systéme positif (3.16) est dit atteignable au pas h si pour
chaque vy € RY} et xg = 0, il eriste une suite de controle u; € R, i =0,1,..., h—1

tels que xj, = xy.

— Le systéme positif (3.16) est dit atteignable si pour chaque xy € R" et 2y =0, il
eviste h € Zy et u; € R, i =0,1,...,h —1 tels que x), = xy.

— Le systéme positif (3.16) est dit controlable si pour chaque état non nul x¢,x¢ €
R%, il existe h € Zy et u; € R, 1 =0,1,...,h — 1 tels que x}, = ;.

— Le systéme positif (3.16) est dit controlable en zéro si pour chaque xy € R, il
eviste h € Zy et u; € R, i =0,1,..., h —1 lels que x}, = 0.

Voyons alors deux caractérisations de tels systémes, voir [57], [11], [62], [63], [9].
Théoréme 37 Le systéme positif (3.16) est dit atteignable au pasn si et seulement
St,

- rangR, = n,
— 4l existe une sous matrice monomiale de R,, ot

R, =[G, FG, ..., F"'Gl e R*"™, (3.18)

Remarque 38 Si le systéme positif (3.16) est atteignable alors il est atteignable au pas
n, voir [62], [63].
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Théoréme 39 Le systéme positif (3.16) est dit contrélable si et seulement si,
— la matrice R, est monomiale;
— le rayon spectrale p(A) de la matrice A est tel que p(A) < 1 si le transfert de xo a
xy est permis en un nombre fini de pas et p(A) = 0 si le transfert de xy & xy est
exigé en un nombre fini de pas.

Nous allons maintenant nous intéresser aux cas de systémes singuliers positifs en
temps discret. Considérons alors le systéme singulier décrit par (3.1),

Définition 40 — Le systéme singulier positif (3.1) est dit atteignable au pas h si
pour chaque vy € R, =0, 1, ..., h— 1 qui transfert le systéme d’un état initial
nul xo = 0 a un état final xy.

— Le systéme singulier positif (3.1)est dit atteignable si pour chaque x5 € R}, il
existe un entier positif h tel que le systéeme sera atteignable au pas h.

Nous avons alors une caractérisation de I'atteignabilité en terme de matrices fonda-
mentales, voir [11].

Théoréme 41 Le systéme singulier positif (3.1) est atteignable au pas n si et seulement

st,
1. rangR,, = n,
2. 1l existe une sous matrice monomiale de R,, ou
R, = [¢pn-1B, ¢pn—2B, ..., poB,¢_1B, ..., ¢_,B] (3.19)
Preuve.Sachant que la solution du systéme est ,
i+p—1
T; = ¢1E$Q + Z ¢Z’_]’_1BU]‘ = RnUO,n-i-u—l; 1€ Z+ (320)
j=0
o,
UO,n+H*1 = [Ug, U{, ooy Ug—p UZ, ceey u£+u_1]T € RSTL+M)Xm (321)
Notons que pour chaque xy, il existe une suite de commandes u; € R', i =0, 1, ..., n+

1 — 1 si et seulement si les deux conditions sont satisfaites. m
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Exemple 42 Considérons le systéeme (3.1) avec,

—_
)
)

E =

o O
O =
o O

S

I
O O =
_ O O
O = O

alors,

(Ez—A)'=| 0 0
0

par suite les matrices fondamentales sont

pour i > 0,

par conséquent, la matrice d’atteignabilité sera,

T

2B

B 1
R3= | ¢oB =|0

¢_1B 0

¢_oB
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Notons que rangRs = 3 mais la condition 2/ n’est pas satisfaite du fait que

1 0 0
0 -1 0 |¢R3¥
0 0 -1

Le systeme n’est donc pas atteignable au pas 3.

3.4 Discrétisation et Influence de la Valeur du pas de
Discrétisation sur I’Atteignabilité et la Controla-
bilité de Systémes Linéaires Standards Positifs :

La relation entre la valeur du pas de discrétisation, la positivité et la stabilité des
systémes linéaires standards a une dimension est introduite dans [20]. Dans cette sous
section, on s’intéresse a l’analyse de I'influence de la valeur du pas de discrétisation sur
I’atteignabilité de systémes linéaires standards a temps discret obtenu par discrétisation
a partir de systémes linéaires a temps continu. Des conditions nécessaires et suffisantes
sont alors établies.

3.4.1 Discrétisation

Pour ce faire, considérons le systéme linéaire en temps continu (2.26) et substituons
dans I'équation (2.26) la dérivée & = 4 par (x"%t_“); a partir de la, on obtient (3.16)
ou x; = x(iAt), y; = y(iAt), u; = u(iAt), FF =1, + AtA et G = AtB

3.4.2 Influence de la valeur du pas de discrétisation sur ’attei-

gnabilité

Supposons que le systéme (2.26) est atteignable, sous quelles conditions le systéme
(3.16) obtenu par discrétisation est-il aussi atteignable 7 La matrice d’atteignabilité aprés
discrétisation étant égale a,

R, =[G, FG, ...... , F"G) = (3.22)

= [AtB, (I, + AtA)ALB, ...... , (I, + AtA)" ' AtB) (3.23)
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Posons h = At et formulons la condition pour qu'un systéme discrétisé soit atteignable
une fois que le systéme a temps continu ’est. Nous caractérisons ceci par le théoréme
suivant,

Théoréme 43 Le systéme positif ¢ temps discret (3.16) obtenu par discrétisation est
atteignable au pas n si le systeme a temps continu est atteignable au pas n et de plus
h > 0.

Preuve.Supposons que (2.26) est atteignable au pas n, autrement dit, il existe une
sous matrice monomiale de R,,. Or

R, =[G, FG, ...... , F"'G] = h[B, (I, + WA, ..., (I, + h)" 'A""'B]

Dans ce cas (I, + h)A n’est monomiale que si h > 0. m

3.5 Atteignabilité de systémes linéaires positifs en temps
discret avec retour d’état (state-feedback) :

L’atteignabilité et la controlabilité sont des concepts de base de la théorie de controle
moderne. Il est bien connu que 'atteignabilité et la controlabilité des systémes linéaires
standards sont invariants sous retours d’états par contre elle ne le sont pas pour les
systémes linéaires standards positifs en temps discret [14]. Nous allons alors proposé
une extension des résultats aux systémes linéaires singuliers positifs en temps discret,
autrement dit, montrons que si un modéle singulier positif n’est pas atteignable, il peut
’étre sous un choix d’une matrice de gain par retour d’état (state feedback).

Supposons m = 1 et choisissons F, A et B tels que,

0
0
]’Vl— 0 nxn 0 In— nxn n
E:( 01 0>GR+X,A:(CL1)GR+X,B: .| €RL (3.24)
0
1

ou
a = |—0ag, —a1, ..., _anfl]
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A fin de ne peut pas encombrer les calculs, on préfére choisir,

1 0 00O
01000
E=100100 |eRY
00010
1 0 000
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
A= 0 0 0 1 0 € RiXS, B=]| 0 | € Rffl
0 0 0 0 1 0
—ag —a; —Q9 —a3 —a4 1
On a,
det(Bz — A) = agz* + a32® + ap2* + a1z + (14 ap),
par suite I'indice de nilpotence est = 1, il s’ensuit alors,
1
aszt+azz3+azz2+a12+(1+ap)
a4z4+a3z3+a2z22+a1z+(1+a0) 00 '
[Ez— A"'B = a4z4+a3Z3+a2z232+a1z+(1+a0) — Z ¢ B2+ —
a4z4+a323+a2242+a1z+(1+a0) =1
agz4+asz3+azz2+a12+(1+ap)
0 0 0
0 0 0
o 1B=1 0|, B = 0 , ;B = 1 ,
0 1 as
1 as CL% + as
0 1
1 0
P2 B = as 3B = az + ap
a% + a9 ag + 2asas + ay
as + 2azas + a; a3 + 3a3ay + 2aza; + a3 + ag
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Enfin,

( ¢le, ¢0B7 ¢1B> ¢ZB, ¢3B ) =

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

0 0 1 as a3 + as

0 1 as a§ + ao ag + 2asa9 + a;
1 as a§ + a9 ag + 2asas + ay

est de rang égale a 5, par contre la condition 2/ n’est pas satisfaite si au moins I'un
des a; # 0, pour i = 0, 1, 2, 3. Dans ce cas, le systéme n’est pas atteignable au pas 5.
Considérons le systéme (3.1) avec le feedback d’état,

u; = v; + K (3.25)

ot K € R™" et v; est une nouvelle commande. Une substitution de (3.25) dans I'équation
(3.1) donne,

ou,

Ax = A+ BK (3.27)

Choisissons K tel que,

K= ( ap, ai, G2, a3, Q4 )

La matrice (3.25) sera donc égale a

X ( g, a1, A2, a3, a4 ) =

_l’_
_— o O O O
O = O OO N _

I
coocoo
coo o~
cooro
oo~ oo
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Par conséquent,

10000
01000
( ¢%\B, oK B, ¢¥,B, ¢¥B, ¢¥,B )= 0 0 1 0 0
000710
00001

qui satisfait les deux conditions du théoréme et la boucle fermée est atteignable au
pas 5. Ceci se généralise si on considére les matrices I/, A et B prise au début, dans ce

cas la matrice de gain K sera choisie telle que,
K = ( ag, A1,y ..., Ap—1 ) (328)

et la matrice Ax aura la forme suivante,

0 1 0 O 0 0
o 0 1 0 ... 0 0
0O 0 0 1 O 0 0
0O 0 0 0 1 0 0
Ag = 0 0 0 (3.29)
o o0 o0 ... 0 0 ... O

Ceci se résume dans le théoréme suivant,

Théoréme 44 Supposons le systéme (3.1) non atteignable avec E, A, B définies par
(3.24). Le systéme en boucle fermée (3.26) est atteignable au pas h si la matrice de gain
par feedback sur l’état prend la forme (3.28).

Corollaire 45 L’atteignabilité du modéle positif singulier (3.1) avec les formes cano-
niques (3.24) n’est pas invariante sous feedback sur ’état.

Remarque 46 Dans cette section, nous avons exposé la notion d’atteignabilité par feed-
back d’état au modéle linéaire singulier positif en temps continu. Notons que nous avons
considéré un cas trés spécifique mais nous voudrions des conditions plus générales. On
peut de méme avoir des résultats similaires pour la contrélabilité.
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Troisiéme partie

Systémes Linéaires Singuliers Positifs
Bidimensionnel (2D)
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Chapitre 4

Etude de quelques systémes linéaires
positifs a deux dimensions

4.1 Solvabilité de systémes linéaires singuliers positifs
a temps discret-continu

Une nouvelle classe de systémes linéaires singuliers discret-continu a deux dimen-
sions est introduite pat T.Kaczorek [20], Fornasini-Marchesini [16], [17], J.Klamka [65],
J.Kurek [18| ainsi que d’autres scientifiques. Dans les systémes a deux dimensions discret-
continu, I'une des variables indépendante est continu, la seconde est discréte. Ces sys-
témes trouvent leurs applications en biomathématiques, en économie et en électronique.
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i R C; R C:
- o || . '*FEI E} . K:I 4E|
O e(l) C : u([t )

uy(tk) '. m:s:\‘)D R,
: | u(L,0) u (LK) u(tN)

LA - !

Fic. 4.1 — circuit RC bidimensionnelle

Exemple 47 Considérons (N + 1) circuits (G deuz ports) tous connectés en séries,
représenté par la figure (4.1) Etant donnée Cy, Cy les capacités respectives de chaque
condensateur; la résistance R el connaissant les valeurs initiales des tensions au bords
de chaque condensateur uy(0,k) et us(0,k) pour k =0, 1, ..., N, la résistanceRy et la
source de woltage e(t), on définit ui(t,k) et us(t, k) pour t € Ry et k = 0,1,...,N.
Moyennant les lois de Kirchoff, on obtient les équations suivantes,

City(t, k + 1) 4+ Coug(t, k + 1) — Cous(t, k) =0, (4.1)
ul(t, k’) - RCQUg(t, k‘) - Ug(t7 k?) — Ul(t, k + 1) =0 (42)

pourt € Ry et k=0,1,..., N—1 et
e(t) =ui(t,0), teRy, (4.3)

Ul (t, N) — RCQ'[LQ(t, N) — Ug(t, n) — ROCQ?:LQ(t, N) = 0,

Définissons,

(k) = l Zig ’Z; ] (4.5)

dans ce cas, on peut écrire les deuz systémes d’équations (4.1) a (4.4) sous la forme,
Ex(t,k+ 1)+ Ax(t,k + 1) + Aox(t, k) + A12(t, k) = f(t, k) (4.6)
out € Ry, ke€Zy, i(t k) = Ga(tk) z(t, k) € R", z(0,k) = g, pourk=0,1, ..., (N <

ot
00)
Ba(t,0) + Ca(t, N) + Di(t, N) = fi(£,0,1,..., N) (4.7)
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avec,

N S ) P Y R
e[ [0 0]
D= [8 _%CQ},E:R+RO,f1(t): [eg)],f(t,k):() (4.10)

Dans cette section, nous étudions le probléme de solvabilité et de positivité de sys-
témes linéaires singuliers discret-continu. Nous considérons alors le systéme suivant,

FEi(t,k+1) = Apx(t, k) + Ayi(t, k) + Asa(t, k + 1) + Bu(t, k), (4.11)
y(t, k) = Cx(t, k) + Du(t, k) (4.12)

ont € R,k e€Zy, x(t,k) € R" est le vecteur d’état, u(t, k) € R™ est la commande,
y(t, k) € RP étant la sortie; E, Ay, Ay, Ay € R, B € Ry, C € Ryypy, D € Ry

Nous présentons dans cette section ’étude de la positivité aprés avoir traiter le pro-
bléme de solvabilité comme extension des résultats issus de [66].

4.1.1 Solution du Probléme

Commencgons par remarquer que le systéme (4.11) peut s’écrire sous la forme suivante,

Ei(t,k+1) = Asx(t,k + 1)+ F(t, k), (4.13)
y(t, k) = Cx(t, k) + Du(t, k) (4.14)
o F(t, k) := Aox(t, k) + A1a(t, k) + Bu(t, k) (4.15)

Nous savons qu’il existe deux matrices n X n non singuliéres P et () tels que,

I, 10
PEQ = (Jfo 0 )
(r < n)our =rangE. Multiplions alors (4.13) par P et introduisons un nouveau vecteur
d’état (.0
_ o T t, k -1
z(t, k) = ( ot k) ) = P x(t, k)
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Il s’ensuit par suite,

o,

PF(t, k) := PAox(t, k) + PAyi(t, k) + PBu(t, k) := ( 28 Z§ )

avec 11 € R", 29 € R"™", Ao, Aso, Ass, A4, sont des matrices de dimensions appro-
priées.

F1 (t, k’) = A()Vlfl'l(t, k’) + A171£L:1 (t, ]’C) + A072I2(t, k’) +

+A1’2L’E‘2(t, ]{?) + Blu(t, /{3) (416)
FQ(f, k’) = A073$1 (t, k) + A074.T2(t, k) -+ Al’gfﬂ'l (t, k) -+
A174I‘2<t, k) + BﬂL(t, kf) (417)

Supposons que detAyy # 0; il en découle alors,

ou
A= Ag’l + A272A2_’411A2,3, (419)
F(](t, k) = F1 (t, k) -+ A272Ai}ng<t, k’), (420)

Par itération sur k, nous pouvons donner la forme de la solution de I’équation (4.18),
donc celle de ’équation (4.11). Soit alors, pour k£ = 0, nous obtenons ’équation suivante,

.1:1<t, ].) = A.Tl(t7 1) + F()(t, 0), (421)
ou

Fo(t,0) := Fy(t,0) + Az 2 A5 1 F5(t,0) =
= Hyz1(t,0) + Ha21(t,0) + Hsxo(t,0) +
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avec,

Hy = Ao1 + A2,2A£}1A0,3
Hy=A11+ A2,2A2_7411A1,3
Hs; = Aps+ A272A2_7411A0,4
Hy= A9+ A2,2A§7}1A1,4

La solution de 'équation (4.21) est donnée par,
t
z1(t,1) = ez1(0,1) +/ AT Fy(7,0)dr (4.27)
0
d’ou,
t
C(]Q(?f, 1) = AQ_’}lA273€At$1 (07 1) + A2_7411A273 / €A(t_T)F0(T, O)dT + A;}}lFQ(t, O) (428)
0
Nous montrons donc que la solution du systéme (4.18) est de la forme,

t
zy(ti+1) = eMay(0,i + 1) + / AT Fy (7, d)dr (4.29)
0
par suite,

wa(t,i+1) = Ay jAsze™ai(0,i+ 1) + Ay Ao s / t ey (7, 4)dr + Ay Fa(t, 1) (4.30)
0
avec,
Fo(t,i) := Hyz1(t,1) + Hody(t,1) + Haxo(t, 1) + Hyxo(t,7) + (By + Bo)u(t,i)  (4.31)
t>0,1>1etles Hj, j =1, 4 sont définis ci-dessus.

Rappelons que dans |66, des conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence de
la solution du systéme (4.11) avec E = I,, (cas standard) sont introduites. Nous avons
donc étendu 'approche au cas singulier (4.11). Dans notre cas ceci n’est plus évident si
la condition detAsy # 0 n’est pas satisfaite. Le passage a I’équation (4.18) serait donc
impossible. Dans le cas contraire, c’est a dire si les conditions ne sont pas vraies, d’autres
approches seront exigées voir par exemple [67].
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4.2 Etude de la positivité

Plusieurs résultats furent récemment obtenus concernant la positivité de modéles a
deux dimensions [66], [68], [69] et [41]. Dans cette section, nous allons étudier la positivité
du modéle (4.11). Des conditions nécessaires et suffisantes seront établies pour qu'un tel
systéme soit positif. Pour cela, nous rappelons quelques définitions et résultats sur la
positivité.

Définition 48 Le systéme (4.11) est dit positif si pour tout x(t,0) € R} et Vi(t,0) €
RY,t > 0 et Vo(0,k) € R}, k > 0 et Yu(t, k) € RT, l'état et la sortie sont tels que,
x(t,k) e R}, y(t, k) € RY pourt >0 etk eZy.

Dans notre cas, si on suppose que la matrice A est de Metzler, la solution z; (¢, 1) est
positive; il en est de méme pour z5(¢,1) € R si Ay Ay 5 € R(ffr)xr et Ay 1 Fo(t,0) €
R'}™", par conséquent Z(t,1) € R, on en déduit alors que z(t,1) € R’ et la sortie du
systéme est telle que, y(¢,1) € RL si C € RE*™ D € RE™, le systéme est donc positif.

Inversement, s’il est positif, z(t,1) € R"} et y(t,1) € RE or,

Z(t, k) = P 'a(t, k) € R} (4.32)
seulement si P est une matrice de permutation généralisée positive, il s’ensuit alors
que A est une matrice de Metzler, tous les H; sont positifs et

B . _
( B; € R*™. Supposons maintenant que H; € R", Hy € R:X(" " Hs, Hy €

RT("_T) et si ( g; ) e RY™, < Zgi:g; ) = P7'z(t,0) € R, avec P une matrice
21(t,0)
Zo(t,0)
alors, F(t,0) € R%. Par induction, supposons que x1(t,7) € R" et Fy(t,i—1) € RE pour
t>0,i > 1 et montrons que x1(t,i+ 1) € R} pourt > 0,4 > 1.

Pour cela il suffit de poser k£ =i dans I’équation (4.13) ; nous obtenons dans ce cas une
caractérisation de la positivité comme extension aux cas de systémes singuliers discret-
continu tout en donnant des conditions nécessaires pour que la solution de tels systémes
existe.

de permutation généralisée positive, ( ) € R} et Vu(t,0) € RT, 1 >0, on a

Théoréme 49 Le systéme (4.11) posséde une unique solution positive si et seulement
S,

1. P est une matrice de permutation généralisée positive ;

o4



2. A est une matrice de Metzler;
3. detAgA # 0 N

rx(n—r rx(n—r B nxm
4. Hi e R Hy e R oy Hy e RV, ( 5 ) e R ;
2

5. AjiAsy e RYTT AGLR(1,0) € RV, C € REX™, D e RY™,

4.3 Influence de la valeur du pas de Discrétisation sur
la Positivité de Modéles Linéaires a temps discret-
continu

Récemment un grand développement sur la théorie de systémes bidimensionnel a
été introduit par [74], [66], [69] et [71]. L’analyse de l'influence de la valeur du pas de
de modeéles linéaires a temps discret a une dimension obtenus par discrétisation a partir
de modéles linéaires a temps continu a été développée par T. Kaczorek [20]. Dans ce
dernier, il a été démontré qu'un modéle linéaire a temps discret est internement positif
si et seulement si le modéle & temps continu est aussi internement positif si la valeur du
pas de discrétisation est assez petite; de méme un modéle linéaire & temps discret est
asymptotiquement stable si et seulement si le modéle a temps continu est aussi asymp-
totiquement stable et la valeur du pas de discrétisation est assez petite. Dans ce qui
suit, une relation entre la valeur du pas de discrétisation et la positivité de modéles
linéaires a temps discret-continu a deux dimensions comme extension des résultats de
T. Kaczorek [20] est proposée; autrement dit, sous quelles conditions un modéle géné-
ral & deux dimensions a temps discret obtenu par discrétisation a partir d’'un modéle
linéaire bidimensionnel & temps discret-continu peut étre internement (respectivement
externement) positif, si le modéle & deux dimensions a temps discret-continu est aussi in-
ternement (respectivement externement) positif. Pour cela, nous allons dans un premier
temps donner les définitions de positivité interne et externe.

4.3.1 Modéles Linéaires a temps discret-continu-Trajectoire et
Réponse impulsionnelle

Nous considérons alors le systéme linéaire a deux dimensions discret-continu suivant,
@(t,j +1) = Agx(t, j) + Ara(t, j) + Asa(t, j + 1) + Bu(t, j), (4.33)
y(t,j) = Cx(t,j) + Du(t, j)

95



ou dr(t. )
o Ox(t,g
it j) = =57 (4.34)

x(t,j) € R™ est un vecteur d’état, u(t, j) € R™ est un vecteur de commande, y(t,j) € RP
est le vecteur de sortie et A; € R™*", ¢ =0, 1,2, B R (C € RP*" D € RP*™

Trajectoire d’état et Réponse impulsionnelle

Rappelons que la trajectoire d’état et la réponse de ce type de modéle est donnée
dans [66] et [70] moyennant la 2D-Laplace-Z-transformation voir aussi [70]; dans cette
sous section nous présentons la trajectoire d’état et la réponse du systéme d’aprés [66].

Trajectoire d’état

—> Souslesconditionsauzbords, latrajectoired'tatdusystme(4.33)estdela formex(t, j) =
e2tx(0,7) + f(f 2Rt j —1)dr, t > 0,5 € Z,.(4.35)ot F(t,]) est donnée par

k—1

F(t,§) = P{[Aox(t,0) + Ayi(t,0) + Bu(t,0)] + > P/ '[Ae*'x(0,i+ 1) + Bu(t,i+ 1)]
=0
(4.36)
et .
PF(t) = A / A=) PV dr 4+ Ay (). (4.37)
0

avec A = Ay + A1 Ay

Réponse impulsionnelle

Pour z(¢,0) = 0,%(¢,0) = 0,z(0,5) =0, ¢t >0, j > 1, D = 0 la trajectoire et la sortie
du systéme deviennent

t
x(t,j) = / TRt —Ddr, t >0, j € Zy. (4.38)
0
ol -
F(t,j) =Y P/ 'Bu(ti+1), (4.39)
=0
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t
V(t.) = Calt.j) = [ O™ P~ 1 t20.j € 2, (4.40)
0

t k—1
= / Ce®=7N " P/ Bu(t,i + 1) (4.41)
0 i=0
la réponse impulsionnelle est alors,
k—1
glt.j) = CeMt S P, (1.42)
i=0

o e, 4 »

Définition 50 Le systeme (4.33) est dit positif si pour toutes conditions auz bords
x(t,0) € R, 2(¢,0) € R}t > 0 et (0,7) € RY,j > 1 et tous les vecteurs de com-
mandes u(t,j) € RT,t > 0,j € Zy, les vecteurs d’états et de sorties satisferont les
conditions x(t,j) € R, y(t,7) € RY, pourt >0,j € Z,

On commencera par rappeler deux caractérisations sur la positivité

Théoréme 51 [66]
Le systeme (4.33) est positif si Ag € R, A e R A= Ag+ A1As e RV, B €
RY™, C e RY™, D e RE™ et Ay est une matrice de Metzler.

Remarque 52 [66]
Le systéme (4.33) est positif seulement si Ay est une matrice de Metzler.

Définition 53 Le systéme (4.33) est dit externement positif si pour tout u(t,j) €
Rt > 0,5 € Zy et tout x(t,0) = 0, ©(t,0) = 0, 2(0,5) = 0,t > 0,5 > 1, le vec-
teur de sortie est tel que y(t,j) € R pourt >0, j € Z,.

4.3.2 Modéle général discret-Trajectoire et réponse impulsion-
nelle
Considérons maintenant le modéle général discret a deux dimensions [54] et [14],
définis par,
xi+1,j+1 = A(l)xm -+ A(Q)J?qul,j -+ A(s)l’i’]qu + Bum-, (443)
Yi; = C%iJ‘ + DUiJ’ (444)
ou, z;; € R™ est un vecteur d’état local au points ¢, j, u;; € R™ est le vecteur de

commande, y;; € RP est le vecteur de sortie, A* € R™" k = 0, 1, B € R™m C e
RP>™ D € RPX™ 20, % € Zy, %o, j € Z4 sont les conditions aux bords.
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Trajectoire d’état

Sous les conditions aux bords, la trajectoire d’état du modéle (4.43) est donnée par,
pour plus de détails voir par exemple [18] et [41].

Tij = 91'717]',1 X ( A(l),B ) X ( 0,0 ) + Z@i,m,kA(Q)xk’o—i—
k=1

Uo,0

u
1 k,0

i J
+Z‘9ifk71,jfl x AW, B ) x ( o > * Zeifl,jfmA(g)fKo,er

m=1

J
+Z(9ifl,jfm—1A(2)xk’0 x ( AW B ) x ( To,m )+

U
m—1 0,m

i
T Z Z Hi—k—ld—m—léukz,m, i, ] € ZLy.

k=1 m=1
ou,
011 = AV + AP0, 5+ AP, 5 (4.45)
avec 0070 =1Tet 071'7]' = 9i7,j = 9,1'7,]' = 0.
Réponse impulsionnelle
Pour ;0 =0,7=0,1,2,...;29; =0,7=1, 2, ... et D = 0 nous obtenons,
i )
g =) D bikorgom1 Bu, i, j € Zy (4.46)
k=1 m=1

cependant, la sortie du systéme sera définie par,
i

J i J
Yij = Z Cé’i_k_ljj_m_léuk,m = Z Z g’L — I{Z,j — MU s 7:, j € Z+

k=1 m=1 k=1 m=1

gi; est appelée matrice de la réponse impulsionnelle du systéme (4.43).
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Positivité

Cette sous section expose les notions de positivité et de positivité externe pour des
systémes discret a deux dimensions de type (4.43). Nous nous basons sur [41] et [71]
pour donner les caractérisations de positivité ; celles-ci nous permettent de voir si notre

systéme maintien la positivité aprés avoir discrétiser le systéme (4.33). Nous définissons
dans un premier temps la notion de positivité,

Définition 54 Le systéme (4.43) est positif si pour tout xo;, x;0 € R} et pour u,;; €
R7, 1, j € Z les vecteurs d’états et de sorties vérifient les conditions suivantes : x;; €
R et y;; € RY pouri, j € Z,.

Nous énongons cependant la caractérisation de positivité [72] et [18],

Théoréme 55 Le systéme (4.43) est positif si A1) € R AR ¢ RM™ AG) ¢ R B ¢
RY™, C e RY™, D e RE™,

Preuve.Par induction sur ¢, j. ®

Positivité externe

Définition 56 Le systéme (4.43) est externement positif si pour tout u;; € R7,i,j5 €
Zy et tout xig=0,1> 1, 29; =0, j > 1 le vecteur de sortie est tel que,y; ; € RE i, j €

Z,.

Une caractérisation de la positivité externe des systémes discret a deux dimensions est
donnée par le théoréme suivant,

Théoréme 57 Le systeme (4.43) est externement positif si la matrice de la réponse
impulsionnelle est telle que g;; € RE™, i, j € 7.

Preuve.Supposons que pour certains p, ¢ € Z, g;; < Opour h <7 <r,p<j<gq
et u;; > 0 pour p, ¢ € Z, gi; <0 et u;; = 0 ailleurs. Alors y;; < 0 ce qui contredit
le fait que le modele est externement positif. Réciproquement, si g; ; € RE™ i, j € Z,
alors pour tout w; ; € Ry, i, j € Z; la sortie du systéme est y;; € RY, 4, j € Z,. =

Remarque 58 1. La aussi, il est aisément vérifié qu’un modéle positif est toujours
externement positif.

2. On montre aussi que pour un modéle de type (4.43) positif, la matrice de transition
est 91‘7]' S Rixn
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Discrétisation :Principaux Résultats

Substituons dans (4.33) les dérivées @(t, k4 1) = ZHLEET ot go(¢, k) = TRk
par suite, a partir de (4.33), en posant h = At, nous obtenons (4.43) avec,

AV = hAy— A,

A® = A, B=hB
A® = hA, + 1,
Tip = x(ih, k), u;x = u(ih, k)

Influence de la valeur du pas de discrétisation sur la positivité interne et la
positivité externe :

Probléme :
Etant donné un modéle linéaire & deux dimensions a temps discret-continu (4.33) inter-
nement (respectivement externement) positif. Sous quelles conditions le modéle général
linéaire discret & deux dimensions (4.43) obtenu par discrétisation a partir de (4.33)
pourra t-il aussi étre internement (respectivement externement) positif? Comme ré-
ponse au probléme posé, nous énoncerons les deux théorémes suivants comime extension
des résultats de T.Kaczorek [20].

Théoréme 59 Le modeéle général discret (4.43) est positif si le modeéle a temps discret-
continu (4.33) est positif et de plus les conditions suivantes sont satisfaites,

1. h < é(g), avect = 1,2, ..., n ou al(-?) est le iéme coefficient diagonal négatif
maz;|a;;
de A® ;
2. hm;; > l; avec i,j = 1,2,...,n ot my; et l;; sont les coefficients de Ay, Ay
respectifs.

Preuve.A®) = hA, + 1, € R*™ si et seulement si la condition 1) est vérifiée du
fait que A, est une matrice de Metzler. A = hA4, — A; € R?*™ si la condition 2) est
satisfaite ; ce qui achéve notre preuve. m
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4.4 Atteignabilité de systémes linéaires positifs a 2D :
Modéle de Fornasini-Marchesini

Le travail consiste a étendre les résultats obtenus dans [14] au modéle linéaire de
Fornasini-Marchesini a deux dimensions, autrement dit, montrons que si un modéle
positif n’est pas atteignable, il peut I'étre sous retour d’état. Pour cela, considérons le
modéle bidimensionnel dit de Fornasini-Marchesini qui est défini par ’équation suivante,

xz’—&—l,j—&-l = Alxi—&-l,j -+ A2$i7j+1 + BluHLj -+ Bgui,j_;_l, (447)
yi,j = C(’Ei,j (448)

ou, z;; € R" est un vecteur d’état local au points ¢, 7, u;; € R™ est le vecteur de
commande, y; ; € RP est le vecteur de sortie, A, € R"™" ¢ = 1,2, B, € R™™ i =
1,2, C e RP*" et @0, 1 € Zy, Toj, J € Zy les conditions aux bords.

4.4.1 Trajectoire d’état

La trajectoire d’état du modeéle de Fornasini-Marchesini est d’aprés [18]

i N i )
Tig = Zei_k’j‘l x (A1, By ) x ( u:ﬁ ) + Z‘gi—l,j—m x ((Az,By ) x ( 0m )
k=1 ’ m=1

i J
+ Z Z[‘gi—k—l,j—mBl +0itj—m—1DBa|tm, 1, j € L.

k=1 m=1

ol, 0; ; est appelée la matrice de transition du modéle (4.47) et vérifie la relation suivante,
Oi; = A1l j 1 + Al 1 (4.49)

avec bpo=1Tet0_;;=0,_;,=0_,_; =0.

4.4.2 Condition nécessaire et suffisante d’atteignabilité du mo-
déle positif de Fornasini-Marchesini

Définition 60 Le systéeme (4.47) est dit zéro-atteignable auz points (h,k), (h,k) €
Zys hy k > 0) si pour tout x; € R%, il existe une suite de commandes (u;;)i; C
R7, 1, j € Dy tel que vy = Tpi, 0U

Dpe={(i,j) €2y xZy : 0<i<h, 0<j<k, i+j#h+k}
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Nous présentons par la suite, une parmi les caractérisations sur 'atteignabilité de sys-
téemes a deux dimensions.

Théoréme 61 Le systéme (4.47) est zéro-atteignable au point (h,k) si et seulement si
il existe une matrice de permulation généralisée positif (monomiale) R, constituée de n
colonnes linéairement indépendante de la matrice d’attergnabilité Ry, ot

Rue = My, Mp—1s Mpg—1, ..., Mox, Mig| = [0h—1B1 + Opk—1B2, ..., Ba, Bi]

4.4.3 Atteignabilité du modéle positif de Fornasini-Marchesini
avec retours d’état (state-feedbacks

Afin de simplifier les notations, on supposera que m = 1 (systéme & une seule com-
mande) et les matrices A; et B;, i = 1, 2 du modéle (4.47) positif possédent les formes
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canoniques suivantes voir [17].

0o ... 0 0 0
0 1
0 0 1 0
o o0 0 1 O
0 0 0 O
A= 0 1 0 0
0O 1 0
0 0 1 0
0O 0 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0 o o0 o o o o0 0 0 O
amo --- Qim-1 Aom -.- ... @30 QA21 Q12 Qo3 G2o G11 G2 G190 Aol
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Ay

Amo

A1m—1

Qom

o o0 1 0
0o 0 0 O
0o 0 0
o 0 0 O
0o 0 1 O
0O 0 0
0O 0 0

a3p Aa21 Q12 Ap3 G20 A11 Qo2 A1 Qo1

o o o o0 o0 o0 0 0 0
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0 0
BIZ 732: 702(bm(]u"'7“‘7b207b217b117b0276107b01 )7
0 0
1
1 0
ol ajp > 0,7=0,...,met bjp >0, j =0,...,m. Considérons alors le cas n = 4, pour

simplifier les calculs.

O O 0 0 O 0
O 0O 0 1 O 0
Al = o o0 o0 0 1 . Bi=1 0|,
O 0O 0 0 O 0
agy @11 Qg2 Gip Qo1 1
O O 0 1 O 0
O O 0 0 O 0
Ay = O 0o 0 0 O ,Bo=1 01,
G20 Qi1 Qo2 Aip Aol 1
O 0O 0 0 O 0
dans ce cas, on obtient,
0 0
0 0
Mpy=By=| 0 |, Mio=B,=1] 0 |,
1 0
0 1
0 0
0 1
Myy = 010B1 = Ay By = 0 , Moz = 001 By = A1 By = 0 )
aol 0
0 aio
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My = 00181 + 610B2 = A1 By + Ay By =

a0
Qo1
ao1 0
0 aio
My = 01181 + 030 By = 0 s Myg = 001 By + 011By = 1
agla%O ap1010
10001 ao1 + asai,
2ag1a10
agl + a%o
My = a10G01

2 2
ap2a01 + ag2ag;, + 2a11a19 + 4ajyao
2 3
a10a01 + 2a10a5; + axaig + agy

par conséquent la matrice d’atteignabilité sera égale a,

ol

Il est clair que si au moins 'un des coefficients aqg, ag1, aso est non nul la condition du
théoréme (15) n’est pas satisfaite. Considérons alors le systéme (4.47) avec le feedback

2@016L10 0 Qo1 0 0 1 0 0
at, + a¥, ao 0 1 0 0 00
R22 = a10ao1 1 0 0 0 1 0 0 s
(0% ap1a10 aglafo 0 ap1 Q1o 1 0
5} ao1 + axai, aipan ap 0 ap 0 1

2 2 2 3
Q= ap2001 + G205, + 2a11a10 + 4ajyaor, B = a10ao1 + 2a10ay; + aoai0 + ai

d’état,

w;j = v + K j,

qui sera donc équivalent a,

ou

Tip1j+1 = Aoy Tiv1j + AcoTijp1 + Bivigrj + Bovijias 1, § € Zy,

A6’1 = Al + BlK
AC2 - AQ + BQK
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Soit le systéme (4.47) avec les formes canoniques ci-dessus, non atteignable au point
(2,2), nous allons donc montrer qu’il existe une matrice de gain par feedback tel que le
systéme en boucle fermée (4.51) sera atteignable au point (2,2). Pour ce faire, on pose,

K = [—as, —a11, —ag2, —a10, —ao1] (4.54)

Par conséquent, nous obtenons aprés calcul,

000O0O 0 00010
00010 00 00O
Ao, =A1+B K= 00001 |,A,=4+BK=| 00000 [,
000O0O0 00 00O
000O0O 0 00 0O0O O
0 0
- 0 - 0
Myy=B1=| 0 |,Mpu=By=| 0 |,
0 1
1 0
0 0
- 0 L 1
My = 6010B1 = Ac,B1 | 0 |, My =001By=Ac, B2 | 0 |,
0 0
0 0
0 0
L . 0 L - 0
My, = 01181+ 0By | 0 |, Mg =008 +0uBy| 0 |,
0 0
0 0
0 0
L - 0 - - 0
My = 001B1 + 01082 | 1 |, My = 01281 + 6182 | 0 |,
0 0
0 0
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La matrice d’atteignabilité est donc égale a,

R22 =

_ o O O O
o= O OO
S OO OO
o O o= O
S O = OO
S OO OO
S OO OO
S OO OO

Il existe par la suite,

Ry =

_ oo O O O
_ o O O
o OO = O
O = O O

0

qui n’est rien d’autre que la matrice monomiale ; le modéle est par conséquent atteignable
au point (2,2). La méthode est aussi valable pour une matrice n x n avec,

0

K = [—amo, ceoy, —Qom,y - - -, —Qp2, —A710, —CL01] (455)

Nous obtenons finalement le théoréme suivant sur 'atteignabilité du modéle 2D positif
de Fornasini-Marchesini avec retour d’état.

Théoréme 62 Le modéle positif de Fornasini-Marchesini (4.47) avec les formes cano-
niques ci-dessus est non atteignable au point (ng, ny1), par contre le modéle en boucle
fermée (4.51) est atteignable au point (ng,n1) si la matrice de gain obtenue par retour
d’état posséde la forme (4.55).

Nous pouvons énoncer le corollaire suivant,

Corollaire 63 L’atteignabilité du modéle 2D positif de Fornasini-Marchesini (4.47)
avec les formes canoniques ci-dessus est non-invariante sous le feedback d’état (4.50).

Nous pouvons méme avoir des conditions similaires pour la controlabilité.
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4.5 Observabilité de systémes linéaires positifs & deux
dimensions & temps discret : Modéle de Roesser

Dans cette section, nous allons proposé une extension de résultat sur ’observabilité
de (chapitre 1) et de [13]. Des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un modéle
discret de Roesser soit observable seront établies. Pour cela, considérons le modéle discret
de Roesser [74], |67] et [73] défini par les équations suivantes,

.CL'ElJ) = Az, j + Bu, ; (4.56)
yi,j = C!E@j + Dui’j (457)
L0 [ x?ﬂ,j } Ti i = [ xila ]
1,7 v ] v
Tijt1 Tij

ou xfj € R™ est un vecteur d’état horizontal, x7; € R" est le vecteur d’état vertical,
u;; € R™ est le vecteur de commande et y; ; € R? le vecteur de sortie.

- All A12 _ Bl _
A_(A21 AQQ)aB_(BQ)>C_(CIaCQ)7

avec Ay € Rnlxn17 B; € Rnlxm, Ci € Rpxnl, Ay € RnQXHQ, B, € R’I’LQXT)’L7 Cs € ]RpXru’ A €
Rannl’ A21 6 anxnl'

4.5.1 Trajectoire d’état

La trajectoire d’état du modéle discret de Roesser (4.56) est définie par,

Tij = wpe(i, ) + § Mi—pj—qtp.q,

P,q€D;
ol
0 i
$bc(2a]) _p:OZ.’ZT‘z—p,j |: %Zo :| +T‘z]—q |: 0 :| )
By 0
Mi—paj—q Tz—p—l J—4q [ 0 ] +Tz—m—q—1 l B } )
I, pour i =j =0
T _ TvwTi—1; +TonTij—1 pouri,j >0 (i+7#0)
K T,;,=0 pour i < 0 ou/et j <0
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0 0
Dij=pq) €2y xZ,0<p<i;0<q<j,ptqg=i+j]

L All A12 L 0 0
TlO - |: :| ; TOl - |: A21 A22 :|

4.5.2 Observabilité du systéme discret de Roesser

Définition 64 Le modeéle (4.56) est dit observable si y;; = 0,4, j € Zy implique
Tpe(1,j) = 0,Vi, j € Zy pour u;; = 0.

Siu;; = 0, alors I’équation représentant la sortie devient,

Yij = CIz’,j = [ My, M, } xbc<i>j)7

ol
M, = [ CT;;,CT;_1,...,CT;y } (4.59)
— | “he (4.60)
ey | '

On énoncera alors le théoréme,

Théoréme 65 Le modeéle (4.56) est observable si et seulement si

() Ker (M, M,] = 0.
2
Preuve.
1. Siy;; =0, alors
Tpe € Ker My, M,
or pour tout ¢,j € Z,
Ker My, M,] = 0.
cependant (i, 7) = 0, Vi, j € Z, ;le modéle (4.56) est par conséquent observable.

2. Sion suppose que le modéle (4.56) est observable, alors pour y; ; = 0, on a (2, j) =
0,Vi, j € Zy et
Ker My, M,] =0,

Vi, j € Z,

ce qui achéve notre preuve. m
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Quatriéme partie

Inégalités Matricielles Linéaires et
D-stabilité
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Chapitre 5

Marge de stabilité et D-stabilité de
systémes a espace d’état généralisé

5.1 Contexte et Motivation

Dans cette derniére partie de thése, 'accent est mis sur le concept de marge de sta-
bilité et de D-stabilité robuste. La D-stabilité corresponds a I'appartenance des valeurs
propres d’une matrice & une région du plan complexe notée D. Quelques formulations
de régions sont rappelées. La propriété de D-stabilité d’une matrice généralise celle de
la stabilité asymptotique des systémes linéaires a temps invariants et permet de prendre
en considération les performances transitoires du systéme. Des conditions nécessaires et
suffisantes de D-stabilité sont rappelées dans le cas nominal. Le chapitre se décompose
de la facon suivante : aprés une définition et un bref historique concernant les problémes
IMLs qui veut dire Inégalités Matricielles Linéaires, en anglais : LMIs, Linear Matrix
Inequalities. La définition de région IMLs et quelques exemples sont rappelés. Des condi-
tions nécessaires et suffisantes de D-stabilité obtenues par Chilali et Gahinet [32] sont
cependant rappelées. Ces conditions décrivent une classe de régions convexes dans les-
quelles les poles s’en cloisonnent. Ces résultats sont formulés en termes de modéles a
espace d’état généralisé pour le cas a temps continu et le cas a temps discret. Nous
proposons également des essais modifiés en utilisant des inégalités matricielles linéaires
IMLs de dimensions réduites. Ces prolongements ont 'avantage de réduire la complexité
de I'approche et de rapporter des essais numériques plus fiables puisque la réduction a
un modéle a espace d’état standard n’est plus exigée.
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5.2 Systémes linéaires a temps invariants LTI incer-
tains

La modélisation des systémes fait figure de passerelle entre la réalité et la théorie.
En automatique, par exemple, un modéle mathématique représentant le plus fidélement
possible le systéme réel est nécessaire dans le but d’analyser ou de commander ce dernier.
Pour cela on s’appuie sur les équations de la physique ou encore sur les techniques d’iden-
tification pour obtenir ce que 'on appelle un modéle nominal. Cependant, ce modéle est
souvent obtenu au prix de nombreuses simplifications intervenant soit sur le modéle du
systéme lui méme, soit sur 'influence de I'environnement sur ce méme systéme. Le mo-
déle nominal ne traduit donc pas avec précision le comportement dynamique du systéme.
Il est souvent nécessaire de prendre en compte des incertitudes de modéle, images des
différentes erreurs de modélisation introduites lors des simplifications. Dans cette partie,
nous présentons une famille de modéles incertains qui considére des incertitudes dans
I’espace d’état.

5.3 Modéles d’états incertains

Certaines incertitudes portant soit sur le modéle, soit sur son environnement, peuvent
donc affecter le systéme. Les origines de ces incertitudes peuvent étre multiples : mé-
connaissance de certains paramétres du systéme, dynamiques mal prises en compte,
linéarisation des équations physiques,..... Toute fois, il est nécessaire de tenir compte de
ces différents facteurs lors de la modélisation. En effet, si 'on souhaite commander le sys-
téme, le calcul de la loi de commande doit permettre au systéme d’étre le moins sensible
possible & ces facteurs. L’incertitude dans I'espace d’état est liée aux méconnaissances
ou aux variations de certains paramétres physiques. Elle peut également considérer la
négligence de certaines dynamiques du systéme. Ce type d’incertitude est alors introduit
dans le modele d’état de telle sorte que la représentation d’état du systéme LTI incertain
est :

-
—~
<+~
~—
I

A(A)z(t) + B(A)u(t),
C(A)z(t) + D(A)u(t)

<

~—~
~

SN—
I

ou z(t) € R™, u(t) € R™ et y(t) € R? sont toujours les vecteurs d’état, d’entrée et de
sortie alors que A € D représente le caractére incertain du systéme, cette incertitude
pouvant appartenir & un ensemble D. Le modéle incertain du systéme est alors défini
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par :
[ AA) B(A)
Gla) = {mg DEAJ

Remarque 66 La matrice G(0) représente le modéle dépourvu d’incertitude, c’est a
dire le modéle nominal.

5.4 Stabilité robuste

Les incertitudes présentées dans la partie précédente peuvent affecter le systéme
au point que les propriétés qualitatives de ce dernier ne soient plus conservées. Ainsi,
un systéme stable dans le cas nominal peut devenir instable lorsqu’il est soumis a des
incertitudes. La stabilité robuste d’un systéme LTI peut étre définie comme suit,

Définition 67 Le systéme dont le modéle incertain est donné par (5.1) est stable de
maniére robuste si et seulement si la stabilité est vérifiée pour l'ensemble des modéles
incertains du systémes, c’est a dire quel que soit A pris dans [’ensemble D.

Autrement dit, la stabilité robuste d’un systéme LTI est vérifiée si et seulement si en-
semble des valeurs propres de la matrice d’état incertain A(A) est strictement contenu
dans C~ malgré les incertitudes sur le modéle.

Définition 68 Un systéeme LTI incertain est D-stable de maniére robuste si et seulement
si pour chaque réalisation G(A) telle que A € D, la matrice A(A) est D-stable.

5.5 Les formulations IMLs

Le terme IML (Inégalité Matricielle Linéaire), (LMI : Linear Matrix Inequality en
anglais) est maintenant couramment employé dans la littérature lice a analyse ou a
la commande des systémes, voir |75], [64]. Nous rappelons néanmoins quelques notions
IMLs.

Définition 69 Une inégalité matricielle linéaire (IML) est une expression de la forme
F(z)=Fo+ Y aiF; = 0, (5.3)
1

ot x = (x;), i = 1,m est un vecteur de nombres réels (variables de décisions) et (F;), i =
0, m, sont des matrices réelles symétriques i.e F; = FF € R =0, m.
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Remarque 70 L’inégalité ” = 7 dans (5.3) signifie "’définie positive” c’est o dire
ul F(x)u = 0 pour tout u € R™, u # 0, ce qui est équivalent & ce que la plus petite valeur
propre de F(x) est positive.

Exemple 71 L’inégalité

x1—3 Ty + X2 —1
Ty + Ty IT9— 4 0 =0 (54)
-1 0 I

est une IML o deux variables. On peut alors I’écrire comme des IMLs :

-3 0 -1 110 010
0 -4 0 | 4+27|1 00 |4+a|1 1 0f=0 (5.5)
-1 0 0 00 1 0 00
Exemple 72 Des IMLs simples dans le plan,
—y>T=
y—x >0 (5.6)
—y>at=

{1 $]>o (5.7)

-~ 4yt <1l
1 =z y
x 1 0| >0 (5.8)
y 0 1
On note a ce propos que le qualitatif d’affine plutot que linéaire serait sans doute ap-
proprié.
Définition 73 Une inégalité matricielle linéaire IML est une inégalité
F(z) >0 (5.9)
ou F est une fonction affine d’un espace vectoriel de dimension fini V vers un ensemble

S = {M/M =M" € R*"} (5.10)

n>0

de matrices réelles symétriques.
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Remarque 74 1. Le terme inégalité matricielle linéaire est utilisée dans la litté-
rature sur les systemes et controle, mais la terminologie n’est pas consistante avec
Dexpression F(x) = 0 que F n'est pas une fonction linéaire. Le terme inégalité
matricielle affine peut mieux correspondre a la formulation.

2. Une IML non stricte est une IML telle que l'inégalité dans (5.9) est non stricte
— el (5.9) est remplacée par F(x) = 0. Les inégalités matricielles F(x) < 0 et
F(z) < G(x) ou F, G étant des fonctions affines, sont des cas particuliers de (5.3)
puisqu’elles peuvent étre reformulées sous la forme IML :

—F(z) =0 (5.11)
G(z) — F(z) > 0. (5.12)

On écrit toujours une IML sous la forme F'(z) < 0 avec F': R™ — S™ une fonction
affine. L’objectif est de trouver x € R™ satisfaisant 1'inégalité. Ce choix de x est appelé
probléme de fesabilité.

5.6 Convexité

L’existence d’une solution a 'IML (5.3) définit un probléme dit convexe car ’ensemble
des solutions

Sop ={zx € R"/F(z) > 0} (5.13)

est convexe.
Preuve.On veut montrer que, x1, xo € S, A € [0, 1] implique

/\XZIZl—f-(]_—/\)XZEQES (514)
F' étant affine, alors,

FOAxz1+ (1 =X X)) =AX F(x1) + (1 = \)F(z3) > 0. (5.15)
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5.7 Complément de Schur

Il s’agit d’un résultat préliminaire qui permettra dans ce qui suit, de simplifier des
expressions matricielles.

Lemme 75 L’IML

{SC?T 2} =0 (5.16)

ot Q = QT et R = RT est équivalente & R = 0, Q — SR™'ST = 0, ou encore
Q=0 R—SQ'ST =0

Preuve.La preuve se fait facilement en multipliant (5.16) a droite par, [ —RLST 2 }
et a gauche par la transformée de cette derniére matrice. On obtient alors,
Q—SR1ST 0 C 0 m
0 R
5.8 Propriétés
5.8.1 Intersection
Si
G(z) >0 (5.1
H(z) =0 5.18)
sont deux IMLs, alors,
G(z) 0
{ 0 Hx) } =0 (5.19)

est une IML.
On peut de méme dire qu’un systéme de plusieurs IMLs est un ensemble fini d’IMLs

Fi(x)=0,..., F(z) =0 (5.20)

et que (5.20) s’écrit sous une forme d’une simple IML
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F(z) = - =0 (5.21)
: 0
I'inégalité a un sens puisque F(x) est symétrique.
— L’ensemble des valeurs propres de F'(x) est simplement I'union de toutes les valeurs
propres de F;(x), i =1, k.
— Tout x vérifiant I'inégalité
F(z)>0 (5.22)

satisfait aussi le systéme d’'IMLs (5.21) et vice versa.

5.8.2 Mise & échelle

Pour a > 0, on a G(z) = 0 équivalent a o x G(z) > 0.

Pour terminer, on montre quelques applications de cette rubrique.

5.9 Applications

5.9.1 Optimisation
Nous rappelons d’abord, la définition d’une fonction convexe,

Définition 76 Une fonction f: S — R est dite convexe st,
1. S est convexe,

2. Pour tous x1, o €S et a € [0, 1], on a

flaws + (1 = a)xa) < af(z) + (1 — o) f(a2) (5.23)
Soit maintenant, f : S — R ol on suppose
S ={x/F(x) > 0} (5.24)

Le probléeme de la détermination du

Vot = inf /() (5.25)

est appelé probléme d’optimisation avec contraintes IML.
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5.9.2 Probléme de la valeur propre généralisée

Minimiser le scalaire A € R sujet aux contraintes

AX F(z)—G(x) =0
F(z) =0
G(z) =0

5.9.3 Stabilité de Lyapunov

Les IMLs ne se présentent pas directement sous la forme de I'inégalité présentée ci-
dessus. Prenons un exemple classique de I'automatique : la stabilité de Lyapunov pour
un systéme linéaire,

T = Az (5.26)

Il s’agit de trouver une matrice réelle P = PT = 0 de méme dimensions que A telle
que ATP+ PA < 0.

Considérons a titre d’exemple, le cas ot A est une matrice 2 x 2.

A= { ap Gz ]
a3 ay
La matrice P dépend alors de trois paramétres z;, © = 1, 2, 3 et peut s’écrire
p— l Tr1 T2 ]
T3 X4
La condition de positivité de P s’écrit,

2&1 ag as +asz a;+ ay 0 ag
x1|:a3 0:|+$3|:a1+a4 CL2+CI/3:|+$3|:CL3 2(14:|—<0 (527)

5.10 Résolution

Afin de rendre les solvers d’'IMLs [76] facilement utilisables pour les problémes de ’au-
tomatique, des interfaces ont été développées permettant d’écrire les problémes sous des
formes matricielles simples. On peut citer "‘LMI-Tools"” de El Ghaoui, la LMI Control
Toolbox de Maths Works [77] et U'interface de SeDuMi développé au LAAS par Paucelle
et Alli [78]. Notons aussi 'outil YALMIP qui permet de définir un probléme LMI et de
le résoudre avec n’importe quel solver installé sur notre machine. Les trois problémes
classiques que ces outils résolvent sont :
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1. La faisabilité (ou existence);
2. La minimisation d’une fonction linéaire ;

3. Le probléme de la valeur propre généralisée.

5.11 Historique

On s’inspire de [64] pour donner un bref historique sur les IMLs.
Les IMLs sont, de nos jours, au coeur de tous les problémes d’analyse et de commande
des systémes dynamiques. I'IML la plus célébre en automatique, mentionnée ci-dessus,
est celle qui résulte de I’application de la seconde méthode de Lyapunov [Lyapunov,1892]
a la stabilité d’un systéme dont la présentation est © = Ax.

On montre alors que le systéme est stable si et seulement s’il existe une matrice
P = PT = 0 telle que 'IML (également appelée inégalité de Lyapunov) suivante est
vérifiée :

ATP+PA <0 (5.28)

Jury et Ahn [Jury et Ahn,1974] montrent qu’il est possible de choisir sans restriction
n’importe quelle matrice @ = Q7 > 0 et de résoudre I’équation linéaire suivante, dite de
Lyapunov

ATP 4+ PA=—-Q (5.29)

Lyapunov est donc indirectement un précurseur au développement des IMLs méme
si 'intérét véritable en fut ressenti bien plus tard [Willems,1971].

En 1940, Lur’e, Postnikov et d’autres scientifiques en union Soviétique exploitérent
la théorie de Lyapunov pour appliquer certaines théories de commande aux systémes
industriels a caractére non linéaire.

Les IMLs qui résultaient de ces problémes de commande étaient alors résolus a la
main, ce qui limitait leur application a des systémes relativement simples (3-éme ordre
maximum). Néanmoins, Lur’e et coauteurs étaient convaincus que des problémes de
commande plus compliqués pouvaient étre résolus a 1’aide des IMLs [Lur’e, 1957|.

Dans le début des années 1960, Yakubovich Popov, Kalman ainsi que quelques autres
auteurs, proposent des techniques graphiques pour résoudre des problémes IML plus
compliqués que ceux considérés par Lur’e. Ces techniques utilisent le lemme connu sous
le nom de Lemme de positivité réelle. Au début des années 1970, Willems [Willems,
1971] montre que les IMLs considérées dans le lemme de positivité réelle peuvent non
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seulement étre résolues par des méthodes graphiques mais également en résolvant une
certaine équation dite de Riccati.

Ceci constitue alors une quatriéme méthode de résolution d’une IML (méthode analy-
tique pour les systémes simples, méthodes graphiques pour les systémes plus compliqués,
ou encore en résolvant les équations de Lyapunov ou de Riccati).

Willems mentionne dans le méme article [Willems, 1971| qu’il serait intéressant de sa-
voir s’il est possible d’exploiter les IMLs dans des algorithmes de calcul. Cette suggestion
conduit certains chercheurs a I'observation suivante :

Les IMLs considérées dans la théorie de commande des systémes peuvent étre for-
mulées sous la forme de problémes d’optimisation convexe favorables & des méthodes
de résolution utilisant des algorithmes de calcul. Suite & cette observation, Pyatnitskii
et Skovodinskii [Pyatnitskii et Skovodinskii,1982] réduisent en 1982 le probléme original
de Lur’e en un probléme d’optimisation convexe considérant des IMLs. Ce probléme fut
alors résolu en utilisant des algorithmes ellipsoidaux.

Depuis le début des années 1980, le développement de méthodes de résolution tou-
jours plus performantes et efficaces, ne cesse de progresser. Parmi ces méthodes, on peut
citer les méthodes dite de point intérieur développées par Yurii Nesterov et Arkadii Ne-
mirovski [Y.Nesterov et A.Nemirovski, 1980| et qui sont toujours d’actualité ; pour plus
de détails voir [48], [79] et [30].

5.12 Norme Hy-Norme H

Si on considére le systeme LTI suivant,

x(t) = Az(t) + Bw(t), (5.30)
y(t) = Cx(t) + Dw(t) (5.31)

qui est un systéme LTI d’entrée w et sortie y qu’on peut représenté par la figure (5.1)
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wit) e | i)
x'=Ax+Bw
y=Cx+Dw

Fi1a. 5.1 — Boite noire

La matrice de transfert correspondant au transfert de w vers y est
G(s)=C(sI —A)'B+ D (5.32)

Nous rappelons alors les définitions des normes Hs et H.
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5.12.1 Norme H,

Définition 77 La norme Hy d’un systeme est
1/2

+o00
1G], = {1/27r/ Trace(GT (iw)G (iw) )dw (5.33)

o)

Dans le cas SISO (single-input single output), cette norme représente l’'énergie totale en
sortie du systeme lorsque [’on injecte une impulsion de Dirac en entrée.

5.12.2 Norme H.

Définition 78 Contrairement a la norme Ho, cette norme correspond au plus grand
transfert possible entre y et w, donc au gain mazimal de la réponse fréquentielle G(iw)
et elle caractérise la plus grande puissance susceptible d’étre transmise par le systéme;
elle est donc définie comme suit,

1G()lo = Supua(G(iw)) (5.34)
ol o représente la valeur singuliére.

Nous rappelons les deux versions du lemme borné réel pour le cas de systémes a temps
continu et a temps discret.

Lemme borné réel 1
Lemme 79 Un systéme dynamique continu linéaire de matrices d’état A, B, C et D a
une norme Hy inférieure a v s’il existe une matrice Q = QT vérifiant,

ATQ +QA+CTC QB+ CTD

BTQY D'C DD - 2p | X0 @0 (5.35)

On peut appliquer le lemme borné réel pour le calcul de la norme H,, d’un systéme
linéaire.

Lemme borné réel 2

Lemme 80 Un systéme dynamique continu linéaire de matrices d’état A, B, C et D a
une norme H, inférieure a v s’il existe une matrice Q = QT vérifiant,

ATQ+QA QB C7T
BTQ  —yI DT | <0,Q=0 (5.36)
C D —~I
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Preuve.En appliquant le complément de Schur a la relation ci-dessus avec la décompo-
sition,

T
Q= [A %TJFQQA ?ﬁ] (5.37)
R=—~4I (5.38)
S = [ gfp } (5.39)

et en multipliant par « on obtient la premiére forme du lemme borné réel ou la matrice
de Lyapunov est v(Q). Les deux formes sont bien équivalentes puisque v >~ 0 m Pour le
cas discret, le lemme borné réel est,

Lemme borné réel 2 cas discret

Lemme 81 Un systeme dynamique discret linéaire de matrices d’état A, B, C' et D a
une norme H, inférieure a v s’il existe une matrice Q = QT vérifiant,

Q— ATQA —ATQB CT
_BTQA ~AI—BTQB D' | »0,Q >0 (5.40)
C D ~I

5.13 Marge de stabilité pour des systémes singuliers
Dans cette sous partie, on considére le systéme LTI singulier suivant,

AEz(t) = Ax(t) + Bu(t), (5.41)
y(t) = Cz(t) + Du(t) (5.42)

ou B, Ae R B e R C € RP*™ et D € RP*™ sont des matrices données,
x(t) représente un vecteur d’état & n variables, u(t) le vecteur & m commandes et y(t)
le vecteur a p sorties. L’opérateur A\ représente l'opérateur différentiel de Laplace, si
(5.41) est un systéme a temps continu et opérateur a retard z, si le systéme est a temps
discret.
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5.13.1 Minimalité

Quand on s’intéresse a la description mathématique d’un phénomeéne physique, on
doit d’abord sélectionner un modéle parmi toutes les classes de modéles qui sont ca-
pables de décrire n’importe quelle trajectoire de sortie, quelles que soient les conditions
initiales et les commandes externes, c’est a dire, toute trajectoire entrée-sortie possible
du phénoméne. Tous ces modeéles qui décrivent le méme comportement externe (entrée-
sortie) sont appelés "‘extérnement équivalents"’. Or la sélection d’une classe de modéles
particuliére dépend, évidemment, des intéréts particuliers, mais une fois cette sélection
faite, il faut avoir un critére pour choisir la meilleure description dans la classe donnée.
Dans la théorie des systémes, le critére le plus souvent choisi pour ceci est précisément
la minimalité. Le systéme (5.41) peut étre décrit par sa fonction de transfert,

T(s):=D+CT(sE—A)'B,seC (5.43)

Toute représentation de T de la forme (5.43) est appelé une réalisation de 7. Nous
proposons ainsi la définition de la minimalité,

Définition 82 Une réalisation, (5.43) de T est dite minimale si la dimension n des
matrices A et E dans (5.43) est assez petite que possible. Des conditions de minimalité

sont données dans [83], [29] et [81].

5.13.2 Marge de stabilité

Nous supposerons que la réalisation ci-dessus est minimale et que le systéme en
boucle fermé (E, A) est strictement stable, qui signifie que le probléme de valeurs propres
généralisées \E — A ait toutes ses valeurs propres dans un ensemble ouvert I' du plan
complexe, ce qui qui représente le demi-plan gauche ouvert pour des systémes a temps
continu et le disque unité ouvert pour des systémes a temps discret. Ceci implique que
la matrice E est non singuliére puisqu’autrement le systéme aurait un pole en A = oo
|30]. Si maintenant, on ferme la boucle avec

u=Ay (5.44)

on obtient
AEz(t) = Ax(t) + BAy(t), (5.45)
y(t) = Cz(t) + DAy(t) (5.46)
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ou apres élimination de y(¢),

AEx(t) = A(A) x(t) (5.47)
A(A):=[A+ B(I,, - AD)"'AC] . (5.48)

Ceci provient de,

(I, — AD)™'A = A(I, — DA)™! qui est facilement vérifiée par la relation, A([, —
DA) = (1,, — AD)A. Nous proposerons des conditions garantissant la stricte stabilité
du systéme en boucle fermée (E, A(A)).

Pour cela, nous définissons le rayon de stabilité correspondant au systéme perturbé

(B, A(A))

Définition 83 Le rayon de stabilité correspondant au systéme perturbé est la plus petite
perturbation A servant a déstabiliser le systéme et est définit par,

re(E, A, B,C,D) = igf {IAllz = det (AE — A(A)) = 0 posséde des valeurs propres instables}, .
(5.49)

ot la norme ||[All, = sup, % mesure la perturbation complexe A € C"*P.
2
Considérons la partition du plan complexe C en deux ensembles disjoints I" et I, tel

que I' est un ensemble ouvert, autrement dit C=T"UT'..

Définition 84 Une matrice A est dite I'-stable si son spectre \(.) est contenu dans T.

I' est appelée région stable et est égale au disque unité et au dems plan gauche du
plan complexe (stabilité dans le cas discret et continu respectivement). T, est appelée
région instable.

Les valeurs propres sont des fonctions continues d’éléments du faisceau AE — A(A),
on perd alors la stabilité seulement dans le cas ol I'une d’entre elles croise la frontiére
JI' de la région I'. Une formulation équivalente du rayon de stabilité est alors mise en
évidence et est donnée par,

Définition 85 Le rayon de stabilité correspondant au systéme perturbé est la plus petite
perturbation A servant a déstabiliser le systéme et est définit par,

ro(E, A, B,C,D) = inf {ir&f (1Al : det [NE — A (A)] = 0}} . (5.50)
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Ceci revient donc & tester si oui ou non
det [ \E— A(A)] =0

ce qui est équivalent a tester si oui ou non

AE— A B
det{ Ac ]m_AD}_o (5.51)
AE — A(A) étant le complément de Schur de (5.51) tout en respectant le faisceau \E'— A
qui est supposé non singulier dans la région considérée I' et son bord JI'. Notons que la
condition (5.51) peut aussi étre écrite comme suit,

AME—A B 0 ]
det([ 0 Im]+{lm_A[C —D}):O (5.52)
et puisque A\E — A est inversible, ceci est équivalent a tester
_ _ -1B 7
det <In+m+ [ (AEI 7B A [C -D }) =0. (5.53)

Du fait que det[I + ST| = 0 implique det[] + T'S] = 0 pour certaines matrices
conformes S et T', ceci donne alors,

det [I,, —AG(A\)] =0, G\):=C\E—-A"B+D. (5.54)
On peut alors redéfinir le rayon de stabilité comme suit

Définition 86 Le rayon de stabilité correspondant au systéme perturbé est la plus petite
perturbation A servant a déstabiliser le systéme et est définit par,

ro (E,A,B,C,D) = inf {inf {|All, : det [, = AG(\)] = 0} }

Ceci étant alors égale a la dite norme H,, du systéme G(-)

ro (B, A, B,C, D) = [félar;HG(A)Hz] = [IGC)lloe) - (5.55)

Pour le cas de systémes a temps continus, 0I' = jw, w € R, le rayon de stabilité se
simplifie & :
re(E, 4, B,C, D) := [sup 1G ()]
we



et pour le cas des systémes a temps discret,
O = e/, w € R, (5.55) se simplifie a,

ro(E, A, B,C, D) = [sup || G(e’)[l2] .

weR

Pour le cas ¥ = I,,, ces formulations sont plutot standard et nous les rappelons dans
le théoréme suivant, pour £ donné arbitrairement.

Théoréme 87 Soit (E,A) un systéme en boucle ouverte strictement stable, alors la
boucle fermée (E, A(A)) est strictement stable si et seulement si A € C™*P satisfait

1Al <7t %= MIG Ol = sup G (A) 12 (5.56)
Aeor

ot OI' = jR dans le cas continu et O = e/® dans le cas discret.

Nous précisons ici qu’en imposant la condition que A est réelle alors (5.56) devient
seulement une condition suffisante pour la stabilité. Par contre, le théoréme implique
que la stabilité est garantie pour tout A réel ou complexe satisfaisant (5.56). Le calcul
de v, revient & construire des conditions sur le calcul de la borne supy de v,. Un tel
v > ~, doit satisfaire la condition,

G. (NG (N +7%L, =0, VA€l

o G, (\) avec A € AT, signifie G, (jw) := [G (—jw)]" pour le cas & temps continu et
G, (%) =[G (¢73%)]" dans le cas & temps discret.
I1 est bien connu [29] que pour le cas & temps continu, 7 > v, = 0 si et seulement si

~E"YA-A"YE -ETYB] [T
~BTYE V21, DT

][C D]=0 V=YY" (5.57)

et pour le cas a temps discret, 7 > v, = 0 si et seulement si

ETYE — ATY A —ATYB cr T
{ BTy A VQIm_BTYB]—{DT}[C D]=0,Y=Y (5.58)
Dans le cas de systémes standards (i.e E = I,,) autres inégalités linéaires matricielles
sont données dans [77] pour le cas & temps continu :

~XA-ATX —-XB C7
-BTX v, D' | =0 X=X" (5.59)
C D I,
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et pour le cas a temps discret :

X - ATXA ~-ATXB ct

~BT'XA ~I,—-B"XB DT | -0, X=X" (5.60)
C D I,

qui correspondent bien aux lemme borné réel 1 et 2 respectivement. Mais pour un
E inversible, on peut écrire les conditions ci-dessus pour le modéle a espace d’état stan-
dard {E~'A, E7'B,C, D}. En remplagant alors X par E7Y E, on obtient finalement les
conditions équivalentes suivantes pour le cas a temps continu :

~ETYA-ATYE —-E'YB CT
—-BTYE vl,, DT | =0, V=YY" (5.61)
C D I,

et pour le cas a temps discret :

ETYE — ATY A ~ATYB o

~BTY A I, —B'YB DT | =0, Y =YT (5.62)
C D I,

Nous précisons que la paire de conditions (5.57), ( 5.58) et (5.61), (5.62) sont es-
sentiellement équivalente au lemme borné réel (bounded real lemma) et qu’ils peuvent
également découlé 'un de 'autre par 'intermédiaire de 'utilisation des compléments de
Schur et des mises a échelles appropriées.

5.14 Reégions IMLs et D-stabilité nominale

Le choix des régions constitue un élément prépondérant dans l'analyse de la D-
stabilité. En effet, le comportement dynamique des systémes LTI est étroitement lié a
la localisation de ses poles dans le plan complexe. Ces régions correspondent donc a
des domaines prédéfinis dont la forme dépend des spécifications transitoires. Dans cette
partie, les définitions des régions IMLs sont rappelées voir [32], [75] et [82]. Les conditions
nécessaires et suffisantes de D-stabilité d’une matrice complexe dans de telles régions
sont également rappelées.

Nous rappelons des résultats relatifs a la D-stabilité d’'une matrice complexe dans
une région IML voir [32], pour étendre au cas des modéles & espace d’état généralisée.
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5.14.1 Les régions IMLs

Dans cette partie, on propose un rappel de la définition d’une région IML avant de
donner une condition nécessaire et suffisante d’appartenance des valeurs propres d’une
matrice réelle dans une telle région [32].

Définition 88 Une région IML est un sous ensemble D du plan complexe défini par :
D ={z€C/Dy+ 2D, +zD{ <0}

ot Dy et Dy sont des matrices réelles et DOT = D,.

Quelques exemples de régions IMLs
eDemi-plan gaucheR (z) < a: Dy = —2a, Dy =1,
e Ellipse avec axes principaux 1/ (a+ou — ) : Dy = —1I5, Dy = 2 g ,

e Parabole —R (2) = (aS (2))? : Do = [ _01 8},1)1: [ _Oa ;‘}

Remarque 89 Une région IML est symétrique par rapport & 'axe réel puisque fp(z) :f,,j(z),
elle est par ailleurs toujours conveze.

5.14.2 D-stabilité nominale d’une matrice réelle

Nous rappelons maintenant un théoréme relatif & la D-stabilité d’une matrice com-
plexe dans une région IML. Ce théoréme est issu de [32] qui sera donc étendu au cas de
systéme singulier avec E non singuliére. Tout d’abord définissons la notion de D-stabilité.

Définition 90 Un systéme est D-stable si et seulement si toutes ses poles sont encloi-
sonnés dans la région IML D.

Théoréme 91 Soit D une région IML. Une matrice A € R™" est D-stable s’il existe
une matrice symétrique X telle que UIML suivante est satisfaite,

Mp(A, X) =Dy ® (X)+ D; ® (AX) + D @ (XA") <0, (5.63)
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Preuve.Voir [32] =

Notons que lorsque D est le demi-plan gauche (Dg =0 et D;=1), on retrouve
la forme duale de I'inéquation classique donnée en correspondant a la seconde méthode
de Lyapunov appliquée aux modéles linéaires pour I'étude de la stabilité des systémes

a temps continu. Il en est de méme pour les modéles discrets lorsque D est le disque
01

unitaire, autrement dit lorsque Dy = [ _01 _01 } , Dy = { 00

} , ott 'on retrouve

I'inéquation discréte de Lyapunov.

5.15 D-stabilité de systémes singuliers

Nous allons maintenant donner une premiére extension du théoréme ci-dessus.

Théoréme 92 Le probléme des valeurs propres A\E — A avec E non singuliére, est mD-
stable sl existe une matrice symétrique Y telle que,

Mp(Y):=Dy® (E"YE)+ D, ® (E"YA) + D{ @ (ATYE) <0, Y =0  (5.64)

Preuve.Ceci provient facilement de I'application des résultats de [32] au probléme stan-
dard des valeurs propres E~'A et la substitution X = ETYE. m

Supposons maintenant que AE — A est D-stable. Nous allons chercher une condition
suffisante garantissant la D-stabilité de AE' — A(A). Comme précédemment, ce faisceau
décrit les poles de la matrice en boucle fermée (5.47). Par conséquent, nous avons besoin
de vérifier que det [/ — AG (A\)] = 0 pour A € D comme l'indique le théoréme suivant,

Théoréme 93 Le probleme de valeurs propres \E — A(A) est strictement D-stable si
et seulement si | All, < 75" ot yp = [|G()|2 = supseap [|GN)]l2

On s’intéresse a 'analyse de la robustesse d’une matrice incertaine A(A), A € D,
I'objectif est d’estimer le plus grand ensemble - tel que A(A) est D-stable quelque soit
A € D. Des conditions suffisantes peuvent étre dérivées d’un résultat semblable a celui
de Chilali et Gahinet [32], nous avons donc établi le théoréme suivant,

Théoréme 94 Le faisceau \E — A(A) est D-stable pour tout A telle que ||All; < 4t
s’il existe des matrices Y € R™" et P € R¥* telle que

Mp(Y) MI®ETYB MIP®CT
M, ® BTYE  —4P®I P®DT | <0, P=0,Y =0 (5.65)
PMy & C P®D —vP®I

ot Dy = M M, est une factorisation avec My et My sont de rang plein égal a k.
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Preuve.Ceci provient facilement de 'application du résultat de [77] a la réalisation
d’espace d’état standard {E~'A, E71B,C, D} du systéme (4.22) et ensuite on substitue
X=FE"YE. =

Nous proposons maintenant une nouvelle contrainte d’IML de petite taille.

Théoréme 95 Le faisceau N\E — A(A) est D-stable pour tout A telle que |Alls < vt
s’il existe des matrices Y € R™" et P € R¥** telle que P = 0,Y = 0 et

T T T T
Mp(Y) M1®EYB] {M2®C ]P@I[Mgéé(? IeD]=<0.

M, @ BTYE —+*P®I I® DT
(5.66)
Preuve.L’inégalité (5.66) est le complément de Schur de 'IML
Mp(Y) MT®ETYB MIP®CT
My® BTYYE —4*P®I  P®DT | <0, (5.67)

PM, ® C P®D -P®I

en respectant le bloc défini négatif —P ® I. L’équation (5.67) est obtenue a partir de
I'équation (5.65) en remplagant P par vP et en divisant la derniére ligne et colonne par
~. Toutes les conditions sont donc équivalentes.

[ ]

On termine cette section par quelques exemples.

Exemple 1. Le demi-plan pour un systéme a temps continu corresponds a la région
IML Dy + 2Dy + zDT < 0 avec Dy = —2a, D; = DT = 1. On peut alors choisir M; =
M, = 1 et P devient un scalaire positif p. L’inégalité (5.65) se réduit a Y = YT = 0,
p>0et

~20E"YE+ E'YA+ ATYE  E'YB | | cr
B'YE —pel | TP 1 DT

}[c 18D]<0.
(5.68)
Notons que si on remplace Y par pY, choisissons a = 0 et divisons par p, on retrouve
alors I'inégalité (5.57) pour la stabilité robuste des systémes a temps continu.
Exemple 2. Valeurs propres a U'intérieur d’une ellipse d’axes principaux 1/(a £ )
correspondent & la région IML Dy + 2Dy + DT < 0 avec Dy = —1,, D, = [ g (g }
Si on choisi M] = D; et My = I, 'inégalité (5.65) se réduit alors & Y = Y7 = 0,
P=Pl>0et
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—ETYE aETY A+ BATYE 0 aETY B

BETY A+ aATYE —ETYFE BETY B 0
0 BBTYE —2P 0
aBTYE 0 0 2P
LeCcT
+{]2§DT}(P®I)[IQ®C L®D ] =<0.
2

5.16 Conclusion

Dans cette section, nous avons introduis des conditions suffisantes pour qu’un faisceau
perturbé AE — A(A) ait toutes ses valeurs propres dans une région D décrite par une
simple IML. les conditions sont conservatives pour des perturbations réelles A mais elles
sont strictes pour des perturbations complexes. Un probléme ouvert est comment trouver
des conditions nécessaires et suffisantes. Les conditions que nous avons développés sont
des extensions des résultats issu de [32] aux modéles d’état généralise. De tels modéles
ont souvent ’avantage d’étre plus clairsemé que les modeéles a espace d’état standard.
D’ailleurs, les conditions d’TMLs développées dans cette section sont de dimensions plus
petites que ceux de [32]| et devraient donc mener a des algorithmes plus rapides.
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Chapitre 6

Commentaires finaux

6.1 Conclusion générale

L’étude que nous avons menée est organisée en deux grandes parties, d’une part,
nous avons traité les systémes singuliers positifs , en une et deux dimensions, et d’autre
part de stabilité et de robustesse par rapport a une région convexe du plan complexe.
Nous avons tout d’abord étudié la théorie générale de matrices particuliéres, qui per-
mettent entre autre, de caractériser un systéme positif. Nous avons développé la théorie
des systémes positifs, aussi bien en temps continu qu’en temps discret. Lors de cet étude,
nous avons notamment étudié le probléme d’atteignabilité et de controlabilité pour des
systéemes en temps continu. Nous avons analysé le probléme d’observabilité tout en éta-
blissant des conditions nécessaires et suffisantes garantissant I'observabilité d’un systéme
singulier positif en temps continu. Ces résultats sont une extension de ceux issue de [13].
Une analyse sur l'influence de la valeur du pas de discrétisation sur l'atteignabilité des
systémes linéaires standards positifs a été introduite. Le principal objectif de ce pro-
bléeme est de maintenir les conditions d’atteignabilité pour le modéle discrétisé obtenu
par discrétisation & partir d’un systéme linéaire positif & temps continu. Dans ce méme
contexte et bien que l'atteignabilité des systémes standards est invariante sous retour
d’état, elle ne l'est pas pour les systémes standards positifs en temps discret voir [14].
Nous avons cependant établis une extension des résultats de [14] au cas des systémes sin-
guliers positifs en temps discret. Au moyen d’une matrice de gain par retour d’état, nous
avons montré que l'atteignabilité est non invariante. Notons que le choix des matrices
est trés spécifique et que les résultats pourrait étre étendu & un cas plus général. Nous
remarquons de méme que les résultats pourrait étre appliqué a la controlabilité. Dans
le cas discret, nous avons adapté les résultats garantissant la positivité obtenus dans le
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cas continu ; de méme une adaptation des résultats au cas discret sur l'atteignabilité et
la controlabilité est donnée. Le chapitre 4 dans la partie II de la thése a été consacré
a quelques systémes bidimensionnels positifs. Dans ce cas, nous nous somme intéressé
dans un premier temps au probléme de solvabilité et de positivité de systémes singuliers
discret-continu qui est une extension, des résultats de |66]. Nous avons par la suite, étu-
dié le probléme de l'influence da la valeur du pas de discrétisation sur la positivité tout
en étendant les résultats issu de [20]. Nous avons de méme étudié le probléme d’attei-
gnabilité avec retour d’état ; dans ce contexte, nous avons montré qu’un modéle général
bidimensionnel discret positif de Fornasini-Marchesini non atteignable, peut I’'étre sous
un choix d’une matrice de gain par retour d’état (state-feedback). Le résultat est une
extension de [20]. Pour terminer ce chapitre, une caractérisation sur 'observabilité du
modéle discret de Roesser a été introduite comme extension de [13] et de [voir chapitre
3].A travers la derniére partie de cette thése, nous avons proposé des conditions né-
cessaires et suffisantes de D-stabilité aux modéles singuliers comme prolongement des
résultats de Chilali et Gahinet. D’autres prolongements & des modéles a espace d’état
généralisée ont aussi été établis. Nous avons de méme développé des conditions d’IMLs
de plus petites tailles que ceux décrit dans [32]. Malgré ces développements, certains axes
méritent des réflexions plus approfondies et les perspectives demeurent nombreuses.
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de Mathématiques N¥ 06 -1999. Univ. SBA. Algérie.

6.2 Perspectives

De nombreuses questions et prochaines études restent ouvertes et a effectuer, comme

— I’étude de atteignabilité et la controlabilité pour le cas singulier sous retour d’état
avec le choix de matrices plus générales.

— I'étude de I'influence du pas de discrétisation sur 'atteignabilité et la controlabilité
pour des systémes singuliers.

— D’autres études pour le cas bidimensionnel feront 1’objet de nos investigations
futures citons par exemple le probléme de la robustesse.
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