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Prefacio

Estas notas traduzem o contetido de dois semindrios, de 90 minutos cada um,
dados na Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade do Algarve
em Julho de 2003, que pretendiam fornecer uma introdugéo & quantizagao
geométrica e a sua relagao com as representacoes unitarias irredutiveis de
grupos e algebras de Lie. Dada a extensao do tema e a restricao temporal
faz-se um tratamento relativamente ligeiro do assunto, onde se optou por
tentar transmitir o essencial de uma forma clara e breve. Pelas mesmas
razoes nao é dada muita profundidade nem se explora todos os assuntos que
daqui poderiam provir.

FEmbora seja insatisfatoria na maior parte dos casos, o processo de quanti-
zacao geométrica permite-nos desenvolver muita matematica bastante in-
teressante, sendo um ponto importante a explorar a questao da utilizacao
deste processo na teoria de representagoes de grupos de Lie pelo método das
orbitas. Podemos assim dizer que estamos a tentar desenvolver matematica
a partir de fisica, um caminho que foi tao fértil no passado.

Comegamos por descrever o chamado Programa de Quantizacao Geométrica,
onde se estabelece a relacao entre as descricoes cldssica e quéantica de um
sistema fisico. Sao definidas e justificadas as propriedades que o espaco de
Hilbert que suporta os estados quanticos devera ter, assim como o processo
de construcao, a partir dos observaveis classicos do sistema, dos operadores
auto-adjuntos que actuam nesse espaco de Hilbert e cujos valores préprios
correspondem aos observaveis na descricao quantica.

Nessa altura surge a oportunidade de fazer uma breve digressao pela teoria
de representacoes de grupos e algebras de Lie, onde sao apresentados os
conceitos basicos e se comecga a estabelecer a relacao com a quantizagao
geométrica.

De seguida passamos para o chamado processo de pré-quantizacao, onde
por correccoes sucessivas sao construidos os operadores que satisfazem as
propriedades requeridas, assim como o espago de Hilbert que suporta os es-
tados quanticos. Julgamos que esta abordagem permite clarificar melhor as
relagOes entre os sistemas classico e quantico, pois somos levados a construir
correctamente os operadores utilizando argumentos relativamente simples.
Sao apresentadas também as insuficiéncias deste processo.



Somos entao levados, primeiro intuitivamente, e depois de uma forma mais
formal, a introduzir mais estruturas mateméaticas no processo. Desenvolve-
mos o conceito de Polarizacao no ambiente conhecido do fibrado cotangente,
para depois introduzir com maior formalismo as estruturas complexas, dis-
tribuicbes complexas e Polarizagoes de Kéahler, que sao bastante tuteis no
processo de quantizacao holomorfa e consequentemente na relagdao entre a
quantizacao e a teoria de representagoes de grupos e dlgebras de Lie. Sao
discutidos os efeitos da condicdo de Polarizacao sobre os estados e operado-
res. Através de um exemplo simples verificamos que o processo nao devera
acabar nesta etapa e deverd ser feita mais uma correccao, a chamada cor-
reccao metapléctica, que nao fazemos aqui, e que permitiria introduzir mais
estrutura matemadtica.

No final é tratado o processo de quantizagao holomorfa da 6rbita coadjunta
do grupo de Lie SU(2), relacionado com a descrigao do spin das particulas.
E assim construida uma representacao unitéaria irredutivel da algebra de Lie
su(2).

Pedro Vaz
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1 Introducao

Existem dois tipos de teorias para descrever o comportamento dinamico
dos sistemas fisicos, as teorias cldssicas e as teorias quanticas. A descrigao
quantica é obtida a partir da descricao classica através de um processo apro-
priado, chamado quantizagao do sistema.

Em fisica tedrica existem varias formas de quantizar uma teoria classica,
como quantizacao canodnica, quantizacao pelo integral de caminho de Feyn-
man, quantizagao de Weyl-Wigner, quantizacao de Moyal, e outros métodos
desenvolvidos a partir destes. Em muitos casos, a quantizacao canénica é a
forma mais facil e directa de quantizar.

A quantizacdo candnica baseia-se nas regras de quantizacao de Dirac. Apli-
ca-se a sistemas simples com numero finito de graus de liberdade e espagos
de fase 'planos’ (abertos de R?"). O método comeca pela descricio classica,
onde o sistema em questdao é descrito pelo formalismo Hamiltoniano (ou
candnico), onde o espago de fases cldssico é descrito localmente por um
conjunto de coordenadas candnicas (g’ ,Dj), as coordenadas de posicao e
momento. Os observéveis cldssicos sdo funcoes f (¢, p;). Eventualmente po-
derd haver um grupo G de simetrias a actuar sobre o sistema. Na descrigao
quantica o espago de fases quéantico é um espaco de Hilbert complexo H.
Os observaveis quanticos sao operadores auto-adjuntos que actuam em 7,
O(H). As simetrias do sistema sao realizadas por um grupo de operadores
unitérios Ug(H). O processo de quantizagao consiste em tomar como espago
de Hilbert o espago de fungoes quadrado-integraveis sobre o espago das confi-
guragoes, i.e. funcgoes quadrado-integraveis que dependem apenas das coor-
denadas de posigao, ¥(¢7). O operador quantico associado com f(¢’,p;) é

obtido substituindo p; por —z’h%, e formar assim a correspondéncia
qJ

. 9
f(d.pj) = f (qj, —zhaqj> -

Desta forma, assegura-se que as relagoes de comutagao classicas entre co-
ordenadas candnicas tenham um correspondente quéntico: as regras de co-
mutagao entre os operadores quanticos de posi¢gdo e momento (que se rela-
cionam ao principio da incerteza),

Mas o processo de quantizagao candnica padece de problemas severos. Como

foi referido, pode ser aplicado a sistemas com dimensao finita e com espagos
de fase 'planos’ a surgem dificuldades quando n&o é este o caso. O método
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tem uma forte dependéncia das coordenadas, necessitando da existéncia de
coordenadas candnicas globais e dependendo da sua escolha, i.e. nao é inva-
riante a transformagoes candnicas. Além disso, o resultado da quantizagao
depende da ordem em que 0s ¢’s e 0s p’s aparecem na expressao para os
observaveis classicos. O procedimento é facil e directo quando aplicado a
sistemas simples mas aparecem dificuldades sérias quando se tenta aplicar a
sistemas com constrangimentos ou com graus de liberdade internos. Além
disso tudo existem varias maneiras de obter a quantizacao de um sistema,
a chamada representacao de Schrédinger, representagao de Bargmann-Fock,
etc.. e a quantizagdo candnica nao os unifica.

Para resolver estas (e outras) questoes foi desenvolvida uma nova teoria
nos anos 70, chamada quantizagdo geométrica. O seu objectivo principal
¢é estabelecer uma relagao entre as mecénicas cldssica e quantica sob um
ponto de vista geométrico, tomando como modelo o método de quantizagao
canénica. E de alguma forma, uma teoria que remove algumas ambigui-
dades envolvidas no procedimento de quantizacao canénica. Por exemplo,
fornece-nos uma base apropriada para os varios tipos de representacao, ge-
neraliza o procedimento de quantizacao a espacos de fase classicos que nao
s80 necessariamente 'planos’ (mesmo que nao sejam um fibrado cotangente).
Como é uma teoria geométrica é um processo de quantizacao independente
de coordenadas. Além disso, clarifica as analogias entre as estruturas ma-
tematicas envolvidas nas teorias cldssica e quantica.

Embora o programa de quantizacao geométrica tenha sido desenvolvido
para quantizar sistemas regulares, i.e. variedades simplécticas, foi aplicado
também a variedades pré-simplécticas como tentativa de fornecer uma base
geométrica as regras de quantizagao que Dirac aplicou a sistemas singula-
res. Além disso, o método mostra limitagoes importantes, nomeadamente
a nao comutatividade entre os processos de constranger e quantizar. Para
resolver esses problemas foram introduzidas novas estruturas geométricas, o
que levou & chamada quantizagdo BRST (de Becci-Rouet-Stora-Tuytin).

A quantizagao geométrica foi também estendida de forma a ser aplicada a
variedades de Poisson. A origem desta questao é que, nos casos mais gerais,
os espacos de fase de sistemas dinamicos cldssicos nao sao simplesmente
variedades simplécticas, mas variedades de Poisson. Como generalizagao
dessas ideias foi considerada recentemente também a quantizagao de varie-
dades de Jacobi. O seu interesse é que, sob o ponto de vista matemaético, as
variedades de Jacobi sdo as generalizacao natural de variedades de Poisson
(em particular de variedades simplécticas, co-simplécticas e de Lie-Poisson)
e o seu interesse fisico reside na sua relacao com as algebras de Batalin-
Vilkovski.
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2 O Programa de Quantizacao Geométrica

Pode dizer-se que o programa de quantizacao geométrica consiste em ten-
tar encontrar uma correspondéncia entre o conjunto de pares (Variedades
simplécticas (M,w), fungdes reais suaves C°°(M)) e (Espagos de Hilbert
complexos H, Operadores auto-adjuntos O(#)), ou de uma forma mais ge-
ral, um functor entre as categorias (Variedades simplécticas (M,w), Sim-
plectomorfismos Sp(M,w)) e (Espagos de Hilbert complexos H, Operadores
unitarios U(H)).

Esta relagao functorial devera satisfazer algumas propriedades. Vamos entao
comecar por definir:

-

Definigao 2.1. Uma quantiza¢ao completa do sistema cldssico (M,w) € um
par (Hg, O) onde:

1. Hg € um espaco de Hilbert (complexo) separdvel'. Os elementos 1)) €
Hq sao as fungoes de onda quanticas, e os elementos |1))c € PHg os
estados quanticos do sistema. Hg diz-se o espago de Hilbert intrinseco
e PHg o espago dos estados quanticos do sistema.

2. O é uma aplicagio 1 — 1 que leva observdveis cldssicos (i.e. fungoes
reais f € Q°(M)) a operadores auto-adjuntos Of em Hq, tal que

(a) Opyg = O5 + Oy;

(b) O)\f:)\Of \V/)\E(C,'
(C) 01 = idHQ,'

(d) [Of,04] = =ihOy; gy ;

(e) Se {f;} € um conjunto completo de observdveis cldssicos de

(M, w), entdo Hg tem que ser irredutivel sob a acg¢ao do conjunto
{Oy,}. Alternativamente, suponhamos que G é um grupo de si-
metrias de um estado fisico, quer para as descrigoes cldssica e
quantica. Se G actua transitivamente em (M, w), entao Hq for-
nece um espaco de representacao irredutivel para uma extensao
central por U(1) do grupo correspondente de transformagies uni-
tarias.

O congjunto desses operadores € escrito como O(Hg) e os seus elemen-
tos sdo chamados os observdveis quanticos, ou operadores quanticos.

*

Um espaco de Hilbert H é separavel se contém um subespaco denso que tem um base
contavel.
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Esta definicdo requer alguma justificacdo. Primeiro que tudo, o espaco de
Hilbert deverd ser complexo para levar em conta os fenémenos de inter-
feréncia entre funcoes de onda que representam os estados quanticos. Os
operadores sao auto-adjuntos para assegurar que os seus valores proprios
sao reais.

A parte (1) é consequéncia do Postulado da mecénica quéantica que diz que
um sistema fisico é descrito por um espago de Hilbert (complexo) separavel
onde todo o estado desse sistema no tempo t é representado por um raio
|1(t))c pertencendo ao espago de Hilbert (i.e. um estado é um elemento do
espaco de Hilbert projectivo PH)2. Em relacio as condicdes (2), as condigoes
(2a) e (2b) estabelecem a linearidade do sistema, que embora nao tenha uma
interpretacao fisica em geral, é desejavel do ponto de vista matematico. A
condigao (2¢) leva em conta que se o resultado de uma medicao é igual a
unidade em todos os estados da descricao classica o mesmo deverd acontecer
na descricdo quantica. A condicao (2d) impde que a aplicacdo O é um
morfismo de dlgebras de Lie (a menos de um factor)?.

Finalmente, a condicao (2e) traduz o postulado da irredutibilidade que pas-
samos agora a desenvolver. A primeira parte dessa condicdo refere-se a
irredutibilidade do espaco dos estados e a segunda ao conceito de simetria.

2.1 A Irredutibilidade do Espaco dos Estados

Definigao 2.2. Seja (M,w) uma variedade simpléctica. Um conjunto de
fungdes suaves {f;} C Q°(M) diz-se um conjunto completo de observdveis
cldssicos sse qualquer outra fungio g € Q°(M) tal que {f;, g} = 0 para todos
os f; € constante.

O andlogo quantico deste conceito pode se estabelecido como

Definicao 2.3. Seja H um espaco de Hilbert. Um conjunto de operadores
auto-adjuntos {O;} (actuando em H) diz-se um conjunto completo de ope-
radores sse qualquer outro operador O que comuta com todos os O; € um
maltiplo da identidade.

Se H for considerado como representacdo quantica de um sistema fisico,
entdo este conjunto diz-se um conjunto completo de observdveis quanticos.

2Qualquer elemento |1(t))c, diferente de zero, deste raio diz-se um vector de estado.
3 As condicdes (2a-2d) sdo as condigbes de quantizacio de Dirac.
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Repare-se que os operadores {O;} e O envolvidos nesta definicdo nao provém
necessariamente de um conjunto de observaveis cldssicos.

Este conceito pode ser relacionado com a irredutibilidade de H sob a acgao
deste conjunto como

Proposicao 2.1. Se um conjunto de operadores auto-adjuntos {O;} em H
€ um conjunto completo de operadores entdo H € irredutivel sob a acgao de
{O;} (i.e. todo o subespaco fechado de H que € invariante sob a acc¢ao deste
conjunto ou € igual a {0} ou H).

Demonstragao. Seja {O;} um conjunto completo e F' C ‘H um subespago
fechado invariante a accao deste conjunto. Seja IIg o operador de projeccao
sobre F'. Entao IIp comuta com todos os elementos do conjunto completo.
De facto, se O é um operador auto-adjunto em H que deixa F' invariante
(e assim F+ é também invariante), e ¢ € H, 1 = 11 + b, com ¢y € F e
gy € F, vamos ter

[O,p]y = O(p(y1)) + O(p(2)) — Hp(O(Y1)) — Hp(O(32))
= O1) - 0(¥1)=0

pois Hp(1h1) = 1 e Ip(e) = 0. Entao IIp = Nidy, pelo que F = {0} se
A=0,0ou FF=Hse A#0. O

2.2 Simetrias

Um conceito relevante em fisica é a nocao de simetria de um sistema.

Seja (M, w) uma variedade simpléctica. Uma simetria do sistema descrito
por (M,w) é um elemento g de um grupo de Lie G que actua por sim-
plectomorfismos em (M, w). Entao, toda a simetria é representada por um
simplectomorfismo ¢, : M — M (i.e. tal que ¢jw = w). Seja Sp(M,w) o
grupo desses simplectomorfismos. Um grupo de simetrias de (M, w) é entao
representado por um subgrupo de Sp(M, w).

O correspondente quéantico deste conceito é o seguinte:

Definicao 2.4. (Wigner) Uma simetria da descri¢ao quantica de um sis-
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tema fisico é uma aplicagao bijectiva PH — PH que preserva a aplicagdo
PHxPH — RTU{0}

, )]
T Y = e

0 que significa que as ‘probabilidades de transicdo’ sao conservadas.

Uma forma de realizar simetrias quanticas é projectar operadores unitarios
(ou anti-unitdrios) em H. A proposicao seguinte mostra que esta é, de facto,
a Unica forma possivel

Proposicao 2.2. (Wigner) Seja g uma simetria da descrigio quantica de
um sistema fisico. Entao

1. Eriste um operador quer unitdrio* ou (alternativamente) anti-unitdrio
Uy em H tal que Uy induz g, i.e. para todo |p) € H — {0}, se tem

m(Uglh)) = g(m|ih)).

2. SeUy eU é sao operadores unitdrios ou anti-unitarios em H que indu-
zem g, entao Uy e Ué diferem por um factor de fase.

Corolério 2.1. Se g1 e g2 sao simetrias quanticas e Uy, , Uy, sao operadores
unitdrios em H que induzem essas simetrias, entdo Ug, 4, = a(g1,92)Uq, Ugs ,
onde a(g1,g2) € U(1).

Seja G um grupo conexo de simetrias quanticas. Como consequéncia dos
resultados anteriores, se U(H) for o conjunto de operadores unitdrios em H,
existe um subgrupo G’ € U(H) tal que a sequéncia seguinte é exacta,

1-U(1) =G —G—1,

i.e. G’ é uma extensao central de G por U(1).

Por outras palavras, se U(H) induzir as simetrias quéanticas e PU(H) =
U(H)/U(1) é o grupo de operadores unitarios 'projectivos’ em H entao U (H)
¢é isomorfo ao grupos de simetrias quanticas, e todo o subgrupo de simetrias
quanticas ¢ isomorfo a um quociente de um subgrupo de U(H) por U(1).

40 operador O : H — H diz-se unitédrio se OTO = 00T = idy, onde O é o adjunto de
0.
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Resumindo, a situacao é a seguinte: Se G é um grupo de Lie entao é um
grupo de simetrias do sistema fisico, quer para a descricao classica como
para a descricao quantica, se temos as seguintes representacoes de G:

e Como simetrias cldssicas, através de uma representacao como simplec-
tomorfismos actuando em (M, w) (o espago de fases cléssico).

e Como simetrias quanticas, através de uma representagao como trans-
formagoes unitdrias que actuam em H (o espago que suporta o estados
quanticos do sistema).

No entanto, nalguns casos, se G é um grupo de simetrias de um sistema
classico, algumas simetrias sao preservadas e outras quebradas no processo
de quantizagao (anomalias quanticas). Por outro lado, nem toda a simetria
quantica provém necessariamente de uma simetria cldssica (podem haver
muitos operadores unitarios que nao tém correspondente classico). Significa
que os grupos SP(M,w) e PU(H) nem sempre s@o isomorfos.

O

Assim, o programa de quantizag@o consiste em construir um espaco de Hil-
bert Hq

1. no qual a algebra de Lie dos observaveis cléssicos pode ser representada
irredutivelmente por operadores auto-adjuntos em H¢ que satisfazem
as condigoes (2) da definicao,

ou
2. no qual a algebra de Lie do grupo de simetrias G pode ser representada

irredutivelmente por operadores unitdrios em Hqg que satisfazem as
condigoes (2) da definigao.

A situagao é esquematizada no diagrama seguinte:

Q.G.

Repr. unit. irr.

G - (M,w)
\J \J
Uc(H) — H

Entao, a forma de construir representacoes unitarias de G (pelo método das
6rbitas) estd relacionada a forma de construir o espaco de Hilbert H a partir

de (M,w).
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E importante referir que nao é possivel encontrar uma quantizagao com-
pleta de todos os sistemas cldssicos, mesmo no caso de M = R?" (Neste
dltimo caso nao é possivel quantizar todos os observaveis classicos do sis-
tema). Entdo, a forma usual é quantizar apenas um subconjunto de todos
os observaveis classicos, que é chamado uma sub-algebra de Hilbert.
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3 Intermezzo em Teoria de Representagoes

Ja foi referido que o processo de quantizacao geométrica estd estreitamente
ligado a construcao de representagoes unitarias irredutiveis de grupos de
Lie. Apds a descrigao do Programa de Quantizagdo Geométrica surge agora
a oportunidade de comecar a fazer essa ligacao e introduzir alguns conceitos
relacionados as representacoes de Grupos e Algebras de Lie.

3.1 Representagoes de Grupos de Lie. Conceitos Basicos

Definicao 3.1. Seja G um grupo de Lie e V um espago vectorial. Uma
representacdo, m, de G em V é um homomorfismo de grupos de Lie

m:G— GL(V)

Uma representacdo diz-se fiel se w for 1-1. A dimensdo de V diz-se o grau
da representacdo, deg(m).

Observagao: Seja g,h € G. Estamos a dizer que 7w(gh) = 7(g)m(h). Vamos
também assumir sempre que 7 é diferenciavel.

Definigao 3.2. Uma representacio (V,m) de G é unitdria se V tiver um
produto interno Hermitiano (-, -) positivo-definido em relagdo ao qual os w(g)
sao unitdrios, i.e.

(m(g)z,n(9)y) = (v,y), VgeGVr,yeV.

Tal produto interno diz-se invariante sob G.

*

Definigao 3.3. Um subespago W de V' € invariante, ou estdvel, (sob m ou
G) se m(g)W C W (e assim = W) para todo g € G. Nesse caso a restri¢io
do (g) a W dd-nos uma representacio de G em W, que se chama uma
subrepresentagdio de (V, ).

Se V' admite algum subespaco invariante que nao sejam {0} e V, entdo a
representacdo diz-se redutivel. Ao inverso, se V ndo admitir subespacos in-

variantes que nao sejam {0} e o proprio V', a representagao diz-se irredutivel
5

5 - - . . . =
°Por convengdo, o caso V = {0} ndo é considerado irredutivel, mas a representagio
trivial V = C, w(g) = 1 considera-se irredutivel.
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SeV=VieVo®d...®V, € a soma directa de subespacos invariantes, diz-
se que a representacdo (V,m) € a soma directa das subrepresentagioes de G
sobre os Vj e que (V, ) se decompoe nessas subrepresentacoes.

3.2 Representacoes de Algebras de Lie

Um dos propédsitos deste trabalho é obter uma representacao da algebra de
Lie su(2). Vamos entao definir alguns conceitos e relaciond-los com o que
foi tratado em (2).

Definicao 3.4. Seja g uma dlgebra de Lie real e V. um espago vectorial.
Uma representacao m de g sobre V' € um homomorfismo de dlgebras de Lie
reais de g na dlgebra de Lie dos endomorfismos de V,

m:g— gl(V).

Observacao: Estamos a dizer que
m(aX +B8Y) = an(X) + pr(Y),
™ ([X,Y]) = [7(X), = (Y)],
para todos X, Y € ge a, § € R. Se a primeira condigao se verificar para «,

B complexos, a representacao diz-se holomorfa.

Lembremos a definigao (2.1). As condicoes (2a-2d) dizem-nos imediatamente
que estamos a construir uma representacao.

Toda a representagao (V, 7) de um grupo de Lie G origina uma representagao
da sua &lgebra de Lie g, a que vamos chamar também (V, 7): a representacao
7 :g— gl(V) é aaplicacio de Lie® de m : G — GL(V). Explicitamente, isto
significa que para X € g,

m(X)v = iﬂ' (exptX)v|
dt A

para todo v € V. Uma representagao (V, ) de um grupo de Lie complexo G
é holomorfa, no sentido em que 7 : G — GL(V') é uma aplicacao holomorfa,

5A aplicacio de Lie de um homomorfismo de grupos de lineares é o seu diferencial na
identidade.
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se e s6 se a representacao correspondente 7w da sua dlgebra de Lie é holomorfa.
Isto segue da expressao m(exp X ) = exp m(X).

Os conceitos de representacoes invariantes, redutiveis e irredutiveis para
algebras de Lie sao definidos da mesma forma que para os grupos de Lie.

Assim, a condigao (2e) da defini¢ado do Programa de Quantizagao Geométri-
a, (2.1), diz-nos que a representacao obtida é irredutivel.

Vimos anteriormente que uma representacao (V,7) de um grupo de Lie G se
dizia unitaria se V' tivesse um produto interno Hermitiano definido-positivo
tal que (w(g)z, 7(g9)y) = (x,y) para todo g € G, x, y € V, i.e. w(g) € U(V),
o grupo unitario de V. A condicdo correspondente para a representacao de
uma algebra de Lie é a seguinte:

Definigao 3.5. A representacao (V,m) da dlgebra de Lie g diz-se unitdria
se
<7T(X):II, y> = —<.T, W(X)y>

para todo X € gex, y eV, i.e. m(X) cu(V).

Esta condicao pode ser obtida facilmente como:

o
Il
&=
—
3
A
\_/

7(q)y) {t 0= t( m(exptX)z, m(exptX) >’t:0

(exp tm (X)) @, (exp tm(X)) 9)],_,

X)(exptm(X)) z,y)|;—o + (z, (X)(exptm(X)) y)l,—o
(

z, m(X)y).

|
&=

(R
E /ﬁ\ —~

X)a,y) +

Voltando ao Programa de Quantizagao Geométrica, estamos a ver que os
operadores obtidos (que sao hermitianos por construgao) nao podem satisfa-
zer esta condigao. Mas esta é apenas uma questao de convencgao, poderiamos
ter imposto desde o inicio que queriamos operadores que fossem anti-hermiti-
anos’ e satisfizessem todas as restantes condicdes. Assim, a representacio
obtida seria explicitamente unitaria. Tendo este aspecto sempre em mente

"Os fisicos preferem operadores hermitianos para assegurar que os seus valores préprios
(o que se pode medir) sejam reais. Optou-se por seguir esta convengdo pois todos os
exemplos apresentados se referem a exemplos fisicos. Notemos, no entanto, que pode-
mos multiplicar todos os operadores por ¢, assegurando aos mesmo tempo que todas as
condigbes sao satisfeitas mas agora com operadores anti-hermitianos cujos valores préprios
sdo imaginarios puros.
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(multiplicagao de todos os operadores por ¢) iremos referir-nos mais tarde,
aquando do tratamento do método das oérbitas, a representagao unitaria
irredutivel obtida.
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4 Pré-quantizacao

O nosso primeiro passo no programa de quantizagao é construir o espago de
Hilbert intrinseco do sistema. Vamos seguir um procedimento sistematico,
comecando pelo modelo mais simples possivel e modificando-o de modo a
cumprir as condi¢oes da definigao (2.1).

4.1 Primeira tentativa de definicao dos estados quanticos e
operadores

Seja (M, w) uma variedade simpléctica 2n-dimensional. A forma mais facil
de construir um espaco de Hilbert associado a esta variedade é considerar
a algebra das funcbes complexas suaves com suporte compacto em M e o
produto interno definido por

(V1|g) = /M VY11)ae

para um par i, Yo de tais fungoes, onde € é a forma de volume natural
€ = (ﬁ)nw" induzida por w. Em relacao a este produto, esta algebra é
um espaco pré-Hilbertiano®. Seja C(M) o seu completado®.

A nossa primeira tentativa é tomar C(M) como o espaco de Hilbert intrinseco
do sistema. Agora, queremos definir um conjunto de operadores auto-

adjuntos O(C(M)) tal que
1. Existe uma correspondéncia 1 — 1 entre o conjunto dos observaveis
cléssicos Q°(M) e O(C(M))
QO(M) £ 0(C(M));

2. A aplicacao
O: QM) — 0OCM))
f — Of

satisfaz as condigbes (2a)-(2e) da definigao (2.1).

8Um espaco pré-Hilbertiano é um espaco vectorial onde se definiu um produto interno.
Um espago de Hilbert é um espago pré-Hilbertiano completo (no sentido da métrica defi-
nida pelo produto interno)

9Se V é um espaco com produto interno, o espaco completo C(V') é o seu completado
se V for isomorfo a um subespago denso de C(V). O completado é tinico a menos de
isomorfismos. Repare-se que neste caso C(M) coincide com conjunto de fungdes complexas
suaves quadrado-integraveis L?(M) N C>(M).
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Para satisfazer (1) a forma mais simples é construir O(C(M)) a partir do
conjunto dos campos vectoriais Hamiltonianos em M, Xg(M).

Entdo, para todo Xy € Xg(M) construimos um tnico operador Oy €
O(C(M)) que é definido como

Of = —ith

onde X7 actua linearmente em C(M) como uma derivagao de funcoes (reais)
(i.e. levando em conta que C*°(M) = QY(M) ® C). Entdo, se 1 € C(M),
vamos ter

O¢ly) = —ihXs(v).

Mas a aplicacao

O: QM) - XgM) — OCM))
f — Xf — Of

nao é 1 — 1, porque se f for uma fungao constante entao df =0e Xy =0
e assim fungoes que diferem numa constante vao ter o mesmo operador as-
sociado. Além disso, embora as condigoes (2a) e (2b) da definigao (2.1)
sejam satisfeitas, a condigao (2c¢) falha. Para resolver este problema, a cor-
recgao mais simples consiste em adicionar um termo extra na definigdo de
Oy. Tomamos entao

Of = —ihX; + f

e assim, V ¢ € C(M),

Oplh) = —ih Xy () + f1.

Agora, satisfazem-se as condigbes (2a-2c¢) mas nao (2d) porque

[07,00]l¢) = [-ihXy + f,—ihXy + g](¥)
= —RP[Xy, Xg)(¢) — ih[ Xy, g)(¢) —ih[f, X (¢) + [f, 9] (1))
J(¥) = ihXf(g)¢ + ihXg(f)Y
= —R?[Xy, X)) —in{f, g} + il{g, [}
J(¥) — 2ir{f, g}

= —ih(—ih[ X}, X, + 2{f,g}) (¥)

Xy
= _h2[va Xy
Xy
Xy

= —h[Xy,
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Agora, Xipay = [XF, Xa], pois
Xipey(H) = {{F,G},H}=-{H {F,G}}
i Jacobt gt HYY 4+ {G, {H, F}}
=  {F{G,H}} - {G{F,H}}
= Xp{G,H} - Xc{F H}
=  XpXq(H) - XgXp(H)
=  [Xp, Xg](H)
¢ o [07,04[¥) = —ih(=ihX(s gy +2{f,q}) (V)
= —ihOyyg¥) —ib{f, 9} (¥)
# —ihOypgl0)

Deste modo, é necessario proceder a mais uma correccao. A contribuicao
adicional, —ih{f, g}, é removida adicionando outro termo & expressao de
Oy.

Assim, seja 0 € QY (U), (U C M) um potencial simpléctico local, i.e w = df
(localmente). Entao definimos'’

Of = —ihX; — X0+ f = —ih <Xf = ;XfJ9> +f
e assim, V ¢ € C(M)
. i
Oslu) = =i (X; = 1 X70) () + 0
Em (4.3) vamos mostrar, além de outras propriedades, que este problema

ficou resolvido, mas para isso vamos necessitar de mais alguns conceitos.

Assim, satisfazem-se as condigoes (2a-2d) e, por agora, esta é a forma final
do operador quantico associado ao observavel classico f. Observe-se que se

19 Através desta definicio pode-se definir também X;.0 — f = L;, o Lagrangiano de
f, 0 que nos leva a uma outra interpretacao dos operadores (que se passam a escrever
Oj = —ihXy— L) em termos de um integral de caminho, assunto que néo iremos abordar
aqui.
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trata de uma construcao local e que a expressao deste operador quantico
depende da escolha do potencial simpléctico.

4.2 Espacgo dos estados

A necessidade de introduzir um potencial simpléctico local para obter uma
defini¢ao correcta dos operadores quanticos leva a uma nova dificuldade.
Como se disse, a construcao dos operadores ¢ local. Entao, se U e U’ forem
mapas de M e 0, 0’ os potenciais simplécticos locais correspondentes, na
interseccao U NU’, O e 0’ diferem (localmente) por uma 1—forma exacta, i.e.
0" = O+da, para algum o € QO(UNU"). E imediato que com esta construcgao,
Oyly) # O ), pois O = Op — Xy da. Assim, se quisermos que a accao
dos Operadores quanticos sobre os vectores de estado seja independente da
escolha do potencial simpléctico (i.e. independente da escolha das coordena-~
das locais) temos que impor que se ¢ € C(M) entiio ¢ e ¢/ = e ¢ deverdo
representar o mesmo vector de estado no espaco de Hilbert intrinseco que
queremos construir, porque assim

Oyl = [=ih(Xp =1 Xp00) + f] ey
= [=ih (X = § X7 (0 +da)) + f] T
= —in (Xp(eT0) — § (Xp20+ Xpada)eR ) + feop
= i (iXp(@)e Y+ e Xph — EXpabe T — iXp(a)e o)
T fe'rap
= —ih (eF X0 - § X 06T ) + fety
= e [-in(X; - §X700) + 1] ()

— €T Os)

e assim, a relacdo entre O%|¢') e Of|¢) é a mesma que entre ¢’ e .

Geometricamente, esta propriedade de invariancia diz-nos que os vectores
de estado |1) do espago de Hilbert intrinseco ndo podem ser simplesmente
fungoes em M mas sim secgoes de um fibrado de linha complexo, L — M
com grupo estrutural U(1).
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Mas, se os vectores de estado sao secgoes em L precisamos de um produto
interno entre seccoes. Para isso podemos introduzir uma métrica hermitiana
h em todo o fibrado de linha complexo,

Definigao 4.1. Seja L — M um fibrado de linha complexo . Uma estrutura
hermitiana em L — M € wma correspondéncia que define uma métrica
hermitiana h, em L, para todo p € M, de uma forma diferenciavel, i.e. se
s e s’ forem secgioes diferencidveis entao h(s,s’) € diferenciavel.

Repare-se que h(s,s") = h(s, s).

Essa métrica hermitiana permite-nos entao definir um produto interno her-
mitiano no espago vectorial complexo das secgoes suaves I'(L) (com suporte
compacto):

h: T(L)xT(L) — C
‘w1>7‘¢2> = ¢1|¢2 fM 7/11 %

Mas agora, se os estados quanticos sao construidos a partir de secgoes de um
fibrado de linha L. — M, e os operadores quanticos sao definidos a partir
dos campos vectoriais Hamiltonianos em M, é necessario clarificar como é
que esses operadores actuam sobre seccoes desse fibrado.

E imediato que a maneira mais natural é introduzir uma conexao V no
fibrado e utiliza-la para associar um operador diferencial linear a cada campo
vectorial em M, actuando em secgoes de L. Esse operador é simplesmente
a derivada covariante Vx. Mas agora, precisamos de saber que tipo de
conexoes serao aceitaveis. Lembrando a forma obtida para o operador,

O = —ih (Xf - %XJU 9> +f,

concluimos que um solucao imediata para o nosso problema consiste em
tomar a conexao de forma que se ¢ € I'(L),

i
Vi, = <Xf - thJe) b,

pelo quel!
Oyl) = (—ihVx, + f) .

1 Repare-se que o produto f¢ é bem definido.
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Notemos que esta condicao significa que % é a 1—forma de conexao de V.

Mas, como localmente w = df, isso é equivalente a dizer que

w
2mh curv(V) '

i.e. 2%?1 é a 2-forma de curvatura da conexao V.

Mas a meétrica hermitiana que introduzimos e esta conexao tém que ser
compativeis, h deve ser V-invariante, i.e. se X € Xg(M) e o1, ¥y € T(L),
entao

X (h(v1,v2)) = h (Vxt1,v2) + h (11, Vxipa)

o que é o mesmo que dizer que a conexao é hermitiana em relacao a esta
métrica.

Outro resultado complementar é o seguinte:

Teorema 4.1. Seja M uma variedade e L — M um fibrado de linha com
uma conexdo V com 1-forma local de conexdo %. Entao existe uma métrica
hermitiana V-invariante em L — M sse § — 0 é uma 1-forma ezacta.

Podemos formalizar tudo o que temos estado a tratar através de uma defini-
cao

Definigao 4.2. Seja (M,w) uma variedade simpléctica (que representa,
total ou parcialmente, o espago de fase de um sistema fisico). Uma Pré-
quantizacdo deste sistema € um fibrado de linha complero L — M junta-

mente com uma métrica hermitiana h e uma conexdo compativel V tal que
w —
5oy = curv(V).

Neste ponto seria importante saber se um dado sistema cldssico (M,w)
admite ou nao pré-quantizacdo. A resposta a esta questdao é dada pelo
Teorema de Weil:

Teorema 4.2. (Teorema de Weil) Seja (M,w) uma variedade simpléctica.

~ . , - -, z w 2 ; w 5
Entdo, o sistema € pré-quantizdvel se e so se [m] € H*(M,Z), i.e. [ﬁ] é
uma classe de cohomologia integral. No caso particular de M simplesmente
conexa, a conexdao V e a métrica hermitiana compativel sGo unicas a menos

de relacdes de equivaléncia.

Observacao: Esta condicao, chamada condicao de integralidade, diz que o
integral de 5= sobre todo o 2-cociclo inteiro em M é um nimero inteiro
(repare-se que w deverd ser real).
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Exemplo 4.1. (Orbita coadjunta de SU(2)): Lembremo-nos que a érbita
coadjunta de SU(2) tem estrutura de variedade simpléctica, com forma sim-
pléctica é dada por

w = [[ullA

onde 4 € su(2) e A é a forma de volume standard de S?. Neste caso, a
condicao de integralidade diz que f(’)u 55 € Z, ou seja,

[[allA (el 2|l
/52 oxh  o2mh " B ©

~  lul=nt,  neN,

pois ||u]] > 0. Nao é coincidéncia que este resultado nos lembre da re-
gra de quantizacdo do momento angular. S? é um espaco homogéneo para
SU(2), S? ~ SU(2)/U(1) e a quantizacao de S? leva assim a representacdes
de SU(2). O espago de Hilbert pré-quantico tem dimensao infinita, mas
considerando apenas sec¢oes holomorfas do fibrado de linha pré-quantico
(que correspondem a uma escolha particular de uma polarizacao complexa)
obtém-se espacos de Hilbert de dimensao finita que sdao mddulos de repre-
sentagao irredutivel de SU(2). Esta relacao entre accoes transitivas de gru-
pos (espagos simplécticos homogéneos) e representagoes irredutiveis é uma
das origens da quantizacao geométrica. ©

Exemplo 4.2. (Quantizacao da Carga Eléctrica) Vamos ver mais tarde que
existem muitos problemas com o processo de pré-quantizacao. Contudo, nal-
guns casos, a condi¢ao de integralidade impde uma condi¢ao de quantizagao
sobre parametros que aparecam no sistema cldssico. A famosa condigao
de quantizacao de Dirac sobre a carga eléctrica, e, de uma particula que se
move no campo de um monopolo magnético pode ser entendida desta forma.
Isso é uma consequéncia do facto de que o acoplamento entre particulas e
um campo de gauge abeliano (conexao) A com intensidade de campo (cur-
vatura) F' = dA pode ser cumprido substituindo a estrutura simpléctica
original w = df em T*(@Q pela estrutura simpléctica com carga

wWwp =w+eF

(que ainda é nao degenerada e fechada). Integralidade de (T*Q,wr) implica
agora a integralidade de 5 F'. Se I’ representar uma classe de cohomologia
nao trivial (de modo que A é definida apenas localmente), esta condic¢ao
dé-nos uma restricao aos valores possiveis de e. ©

Agora aparece-nos outro problema, o integral que define o produto interno
se secgOes nao é necessariamente convergente. Isso significa que I'(L) néo
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se torna um espago de Hilbert porque a norma ||| néo estd definida para
todo ¢ € T'(L) e assim I'(L) nao podera ser o espago de Hilbert intrinseco
que procuramos. Para obviar esta dificuldade podemos tomar o subconjunto
de T'(L) constituido pelas secgdes com suporte compacto. Este subconjunto
com o produto interno definido, é um espaco pré-Hibertiano.

Deste modo definimos:

Definicao 4.3. O completado Hp do conjunto de seccoes com suporte com-
pacto em T'(L) é um espaco de Hilbert chamado o espago de Hilbert pré-
quantico O espaco projectivo PHp € o espaco dos estados pré-quanticos.

Observacao: Repare-se que Hp é também o conjunto de seccoes suaves
quadrado-integraveis em I'(L).

4.3 Operadores de pré-quantizagao

Agora podemos provar que o conjunto de operadores Oy dado por

1

Of = —ihVXf +f: —th (Xf — 5

XfJH) +f

satisfaz a parte (2) da definigao (2.1).

Teorema 4.3. A aplicagdo f — Oy € uma aplicagao R-linear da dlgebra de
Poisson da funcées Q°(M) na dlgebra de Lie dos operadores auto-adjuntos
em Hp, satisfazendo as condigoes (2a-2d) da defini¢io (2.1)

Demonstragao. Para verificar que o operador Oy é auto-adjunto calculamos
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(Oppila) = [y h(Of(1),v2) e = [y h ((=ihV x, + f)in, o) €
= [ h (ZihVx, 1, ¢2) €+ [ h (fib1,92) €
= [ A-ihXph (1, 02) 4+ ibh (Y1, Vi, o) } et
+ [ b (fhr, ) €
= [y {—1hX h (1, 92) + h (1, —ihV x,42) } e+
+ [ (1, o) €
= Jar {0 (1, —inV x 2) + b (Y1, foa) } e
+ [oq —th X h (¢h1,92) €
= S (1, Optha) e+ [ —ihXph (1,4h) €
= (nlOsta) + [y —ihXph (Y1, 9h2) €

Falta apenas mostrar que o iltimo integral se anula. Repare-se que é um
integral do tipo [,, Xf(g)e, onde g € C*°(M) é uma fungdo com suporte
compacto. Também de = 0 e d(ge) = 0 pois sao formas de grau méximo.
Além disso, Lx,w = 0, pois Xy é um campo vectorial Hamiltoniano. Assim

Lx;, (9¢) = Lx,(9)e = Xy(g)e,
também, da féormula de Cartan,
Lx, (g6) = d(Xfage) + Xpad(ge) = d(Xfage),
pelo que
Xy(g)e = d(Xpage)
e o integral de d (X ;1ge) é zero porque g é uma funcdo com suporte com-
pacto.

E imediato também que a aplicagio O : Q°%(M) — O(Hp) é R-linear e
satisfaz as trés primeiras propriedades.

Para a condigao (2d),

[0, 0y)(¢) = [-ihVx, + [, =iV x, + g](¢)
= —1*[Vx,, Vx,|(¥) + [<ihVx,, g](¥) + [f. —ihVx, ] (¥)+
+[f 9l(¥)
= —1*[Vx,,Vx,|(¥) + [-ihVx,, g|(¥) + [f, =ihV x, ] (¥).
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Agora,
[—ihV x,, g(¥) + [f, —=ihV x| (¥) =

= —ihVx, (g¥) + ihgVx, () — ihfVx, () +ihV x, (f)

= —ih(Xyadg) —ihgV x; (V) + ihgVx, (¢) — ihfVx, () +

W Xgudf)Y +ihfVx, (1)
= —il(X;adg)y + il(Xgadf )y
= —ihXf(g)Y + ihXy(f)

= —ib{f, g} +il{g, f}¢

= —2ih{f, g},

[V Vi, J08) = Vi, (9) — 100(Xp, Xg) ().

Para verificar esta tltima expressdo repare-se que

Vi, Vax, () = (X5 — £0(Xy)) (Xy — £0(X,)) (¥)
= X5 X,(¢) — 1 X5 (0( X)) — 10(X ) Xgt) — 7:0(X5)0(Xg)¢)
—XfX (W) — £ X7 (0(X,)) b — £0(X, )Xfw—ﬁ(% Xp) X0

pelo que
[Vixy: Vi 1(0) = [Xp, Xl (v) — § {Xp0(Xy) — Xg0(Xp)} )
= (X5, Xg)(0) — 7 {X70(X,) — Xg0(Xy) + 0([X s, X))

—0([ X5, Xg]) } oo

= [X7, Xgl(¢) — £ {dO(X, Xg) + 0([Xy, X))} ¥

= (X7, Xg)(¥) — # {w(Xy, Xg) +0([X 1, X))} o

= (X7, Xg)(¥) — 20([X s, X ) () — jw(Xy, Xg)(¥)
= Vix;.x,] (%) — 0(Xy, Xg)(4)

26
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Deste modo,

07,0() =~ (Vix, () — (X7, X)) () = 200 f, g} ()
RV () + (X, X)) — 208, g} (W)
= —WVx, x,) () +ib{f, g} () — 2ih{f, g} ()
RV, () — AL, g} )
= WPV, () — i, g} )

= =i (<ihVx,,; + {f.9}) () = ~ihO(1.4) ()
O

Este é o procedimento de pré-quantizacao de Konstant, Souriau e Segal.

Resumindo, dada uma variedade simpléctica (M,w), o processo de pré-

quantizacao consiste em construir um fibrado de linha complexo L — M

equipado com uma métrica hermitiana h e uma conexao compativel V tal
— W

que curvV = 555.

4.4 Exemplos
4.4.1 Pré-quantizagao do oscilador harmoénico n-dimensional

Como exemplo tipico consideremos o oscilador harmoénico n—dimensional.
Neste caso

4 " 4 1 2
M={(¢,p)} €R*",  w=dpjrdg, H=gpj+d"),

_oH 9 oH 9 _ 0
H= op,0¢  0¢iop;, g

0

_¢Z
Op;

As condigbes que asseguram a pré-quantizacao sao claramente satisfeitas,
pois [%] = 0 (é inteiro), e L = M x C, pois M é contractil.

Tomamos como métrica o produto, h(v1, 1) = 11102, € a conexao hermiti-
ana compativel é dada por Vx, vy = Xg9 — 10(Xg)v. Verifiquemos:
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Xgh(Y1,92) = Xg (Y1, 09) = Xu(1)vy + 01 X g (1)
= Xp (1) + V1 Xu(Ug) + 10(Xu)1ty — 10(Xu)t11y
= Xpu(1)¥y — £0(X )1y + 01 Xu(y) + £0(X )11,
= (Xu(1) = 10(Xm)n) ¥y + 1 (X (s) + 10(Xn)vs)

= (Xa(vn) = £0(X)01) By + Y1 (X (v2) = 10(X)0s )

= (Xa () = £00X)01) By + V1 (Xar(v2) = 10(X0)0s)

= (V1) o + 91 (Vxyt2)
= h(Vxyv¥1,¥2) +h (Y1, Vx,2)

Tomando como potencial simpléctico (local) § = % (pjdqj — dpj), obtém-
se
0

1 . X 0 ) 1 9
0(Xn) = 5 (pjdd’ — ¢'dp;) (pjaqj - qja]%) =3 (q] +p§> =H

Assim, com esta escolha para o potencial simpléctico,

Oy = —ihVx, +H = —ih(Xy — +6(Xn)) +H
= —ihXy —H+H = —ihXy

; o) j_0
= =i (pige; — '35

e assim, a accao do operador associado a energia é

On () = —ihXp () = —ih{H,v}.

Ao nivel da dinamica,

%Y = Owl) = ~ih{H, v}

oy
E - _{va}
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Assim, as dindmicas classica e pré-quantica coincidem'? e isto mostra que a
pré-quantizacao nao é o método mais adequado para quantizar este sistema
classico, porque o espectro deste operador de energia é continuo, o que nao
é verdade para o oscilador harménico quantico.

<

4.4.2 Pré-quantizacao de fibrados cotangentes

Seja M =T7*Q, onde @ é um espago das configuragoes. Neste caso,
w:dpj/\dqj, Hp ~C(T*Q)
w

e podemos tomar L = T*(Q x C porque [ﬁ] =0.

Consideremos os observaveis ¢’/ e p;. Entao

0 0
Xy = “on, Xoi = gg
Tomando como potencial simpléctico § = pjdqj obtém-se os operadores
quanticos
0 , 0 : 0 ;
O, = ih— —p;d¢’ <—> +¢ =ith— + ¢
@ 8pj J apj 8pj
e

0 (0 0
= ih— —p.ddd | —=— L= jh—
Op]. = —1 3 pjdq < j> +p; = —ih 7

E evidente que estes operadores sé se reduzem a representacao de Schrodin-
ger se actuarem sobre funcdes das coordenadas apenas'®. Além disso, vé-se

que % comuta com todos os Oy e Op, e assim, O nao satisfaz a condigao
J

de irredutibilidade. Considere-se agora H = %ij (correspondente a uma
particula livre). Entao

0

XH:pjaqu

12Coincidem na estrutura matemética. Lembremo-nos que a evolucdo temporal do
observével cléssico f é dada por % = {H, f}.

13Voltaremos a este assunto mais tarde.
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e assim,
_ ; o) j o 1,2
On = —ihpja; — pidg’ (1%‘@) + 3Dj
— ; o) 1,2
= *thjaiqj — 3P;
= —ihpj% - H

que é obviamente um resultado incorrecto.

O

Nestes exemplos simples verificou-se que o processo de pré-quantizacao falha
claramente. Outro problema com este processo é que ele falha certamente
na reproducao de operadores diferenciais de segunda ordem associados a
observaveis quadraticos nos momentos.
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5 Quantizacgao

Hp (o completado do conjunto de secgoes com suporte compacto em I'(L))
nao é a melhor escolha para o espaco de Hilbert intrinseco do sistema. Como
vimos no exemplo (4.4.2), em geral, podem existir no conjunto O(H) opera-
dores que nao satisfazem a condigdo de irredutibilidade. A origem deste
problema esta no facto do espaco de Hilbert assim construido ser ’grande
demais’; i.e. se M for o espago de fase do sistema cléssico e dim(M) = 2n
entao os estados pré-quanticos em PHp dependem de 2n varidveis. Mas de
acordo com a Mecanica Quantica, os verdadeiros estados quanticos depen-
dem apenas de n varidveis (a dimensao do espago das configuragoes).

A ideia que surge para resolver este problema consiste em ’cortar’ (i.e. res-
tringir) o espago Hp e o conjunto de operadores quanticos. Define-se assim

uma nova estrutura em (M,w), as polarizacdes'®.

5.1 Polarizacgoes

No exemplo (4.4.2) vimos que os operadores de pré-quantizacao construidos
coincidem com os operadores obtidos pela quantizagao candnica se as fungoes
de onda dependerem apenas das varidveis ¢/. Deveremos entdo seleccionar
n coordenadas e remové-las, para que se obtenha o espaco das funcoes de
onda. Vamos agora generalizar esta ideia.

O primeiro passo consiste em seleccionar n direccoes em M através da esco-
lha de uma distribui¢do n-dimensional, P, em T M. Depois, vamos impor
que as secgoes do fibrado pré-quantico L — M que representam os estados
quanticos sejam invariantes pelas transformacoes induzidas em M por esta
distribuigao, ou seja,

Vpp = 0.

Agora, seja U C M um aberto no qual L se trivializa e seja s : U — L
um seccao trivializante. Uma seccdo ¥ = fs que satisfaz Vpyp = 0 tem
que satisfazer (P( f)— %774 of ) s = 0. Se exigirmos que a distribuicao seja
adaptada a conexdo V, i.e. é tal que existe um potencial simpléctico local 6
que satisfaca P16 = 0, entao as equagoes anteriores reduzem-se a

P(f) = 0.

E um sistema de n equacées diferenciais parciais lineares independentes, e

14Esta estrutura também é chamada de foliacdo de Planck.
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para garantir que é integravel é suficiente exigir que a distribuigao P seja
involutiva, i.e. [X,Y] é tangente a P sempre que X e Y sdo tangentes a P.

Mas agora é necessaria mais uma condicao de consisténcia, Vp1y = 0 implica
que, se 57 ¢ a forma de curvatura da conexao, entao

0=[Vp,Vplp = <V[P,P] - ;W(P,P)> Y.

Mas se a distribuicao é involutiva, [P,P] C P pelo que Vp pj1) = 0 e assim
deveremos ter w(P,P)y = 0. Esta ultima condi¢do pode ser assegurada
se impusermos que a distribuicao é isotropica. Mas como é n-dimensional
devera ser Lagrangeana. Assim, o que precisamos é de uma distribuigao
Lagrangeana involutiva.

Suponhamos que P é expandida por um conjunto de campos vectoriais Ha-
miltonianos {ij }i=1,..n- A condicdo de isotropia w(Yy,,Yy,) = 0 pode ser
escrita de uma forma equivalente como

{fi. i} =0.

Inversamente, se {f;} for um conjunto de funcoes globais independentes tal
que {f, f;} = 0 entao os seus campos vectoriais Hamiltonianos expandem
uma distribui¢ao Lagrangeana involutiva em M.

Para termos uma ideia do que vamos fazer vamos voltar ao exemplo (4.4.2)
onde fizemos a pré-quantizacao no fibrado cotangente. Este exemplo pre-
tende apenas exemplificar, de uma forma informal, o que se pretende fazer.

Exemplo 5.1. Quantizacao no fibrado cotangente.

Em (4.4.2) tinhamos obtido os operadores de pré-quantizacao

0 ; 0
S J - :
Oy = zhapj + ¢/, Op, zhaqj.

Suponhamos que consideramos uma polarizagao P, expandida pelos campos

vectoriais {%}, correspondente a chamada polarizacao vertical. Para que
J

esta polarizagao seja adaptada a conexao temos que escolher o potencial

simpléctico 6§ = p;dq’, pois assim 9(%) = 0. Ainda temos que satisfazer a
J

condicao de isotropia, que é claramente satisfeita:

o 0 (0 0
Y9 g i 9% 9 _
w<3pj’3pi> dpj N dq <8pi’3pz> 0
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9
Bpj

Assim, a condicao V( )1/1 = 0 implica que ¥ = 9(¢’) e os operadores

tornam-se simplesmente

O, =¢, Op:%ha

T
o que corresponde a representagao no espaco das configuragoes, ou repre-
sentagao de Schrodinger.

qJ

Se escolhéssemos a polarizacao horizontal, expandida pelos campos vectori-

ais {i} o potencial simpléctico adaptado seria § = —¢’ dpj, pois ai

Oq’
0 . 0
s = —q’ - _— =
’ <8qj> Tdp; (W) N

9 9\ _,
w o¢gi’ogt) 7

e a condicao V ( s ) ¢ = 0 implica que ¥ = ¢)(p;). Deste modo os operadores

8qj

assim como

tornam-se

O‘; = Zh@, Opj = p]

o que corresponde a representagao nos espago dos momentos. As duas repre-
sentacoes estao relacionadas pela Transformada de Fourier.

Mas repare-se que as apoOs as alteracoes que fizemos, a medida induzida
pela estrutura simpléctica nao pode utilizada, o que nos levanta outro pro-
blema. No entanto nao vamos tratar desse problema aqui, pois pretendemos
desenvolver o suficiente para considerar polarizacoes complexas, onde este
problema nao existe.

Além disso, o problema da energia ainda continua por resolver. ©

Mas ainda precisamos de mais uma consideragao. Em vez de trabalharmos
com distribuicoes reais vamos considerar distribuicées complezxas, i.e. ex-
pandidas localmente por campos vectoriais complexos. Por outras palavras,
vamos considerar o fibrado tangente complezificado TMC em vez de TM™,
Fazemos isso porque existe um tipo de polarizagoes que sao particularmente
interessantes (Polarizagdes de Kéhler) e sdo complexas, e as polarizagdes
complexas sao necessarias para estabelecer a relagao entre a quantizagao
geométrica e a teoria de representagoes unitarias irredutiveis de grupos de
Lie.

15Qualquer espaco vectorial V' (quer tenha ou nao uma estrutura complexa) pode ser
complexificado. A complexificacdo V¢ é o conjunto de combinacGes lineares formais u 4+ iv,

onde u,v € V, com a regra ébvia de multiplicagao por um escalar complexo z = a + ib:
z(u+ i) = au — bv + i(av + bu).
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5.1.1 Estruturas complexas

Comegamos por introduzir estruturas complexas em espagos vectoriais, para
depois fazermos a generalizacao 6bvia para variedades.

Um espacgo vectorial complexo pode ser visto como um espacgo vectorial real
com o dobro da dimensao se nos ’esquecermos’ como multiplicar por escalares
complexos de modo que, se u for um vector ndo nulo, u e tu forem vistos
como independentes. A multiplicacdo por i torna-se uma transformacao
linear real J : u — iu com a propriedade de que J? = —1.

Definicao 5.1. Seja V um espago vectorial. Uma estrutura complexa em
V' € uma aplicacdo linear:

J:V=V comjzz—idv.

O par (V,J) diz-se um espago vectorial complexo.

A estrutura complexa J é equivalente a uma estrutura de espago vectorial
sobre C se identificarmos a aplicagdo J com a multiplicagdo por v/—1 = 1.

Definigao 5.2. Seja (V,w) um espago vectorial simpléctico. Uma estrutura

complexa J em V diz-se compativel com w (ou w-compativel) se

97 (u,v) = w(u, Jv), Yu,v €V

€ uma forma bilinear ndo-degenerada e simétrica em V e

<u’ U>J = gj(uv U) + iw(“? U)

define um produto interno hermitiano em (V,J).

Estamos a dizer que

J é w-compativel & w(Ju, Jv) = w(u,v) [simplectomorfismol,
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pois

w(Ju,Jv) = g7(Ju,v) =ggv, Ju) =w(v,JJu)
= w,—u) =—-w(v,u) =w(u,v).
As estruturas complexas compativeis existem sempre em espacos vectoriais
simplécticos:
Proposicao 5.1. Seja (M,w) um espago vectorial simpléctico, Entao existe

uma estrutura complexa J w-compativel em V.

Demonstragao. [5, p.66] O

5.1.2 Distribuigoes complexas

Definicao 5.3. Seja M uma variedade.

1. Uma distribuicao complexa P em M é um sub-fibrado do fibrado tan-
gente complezificado TME.

2. Um campo vectorial X € tangente a P se X(p) € P, Vp € M. O
espacgo de todos os campos vectoriais tangentes a P € representado por
Xp(M). O espago de todas as funcgoes complezas f € C(M) tais
que

X_df =0YX € Xp(M)

é representado por C (M) 6.

3. Uma distribuicao complexa P € integrdvel se, nalguma vizinhanca de
cada ponto, existem fungoes complexas fii1,..., fn tais que

df;(X) =0, Viek+1,n], X €P,
onden —k é a dimensdo da fibra de P.
4. Uma distribui¢cao complexa P € involutiva se X, Y € P = [X,Y] € P.
5. Uma distribuicao complexa involutiva € integrdvel se € analitica ou

(a) PNP tem dimensio constante;

(b) P+ P ¢ involutiva.

16 A razdo para a conjugacio complexa é que queremos associar funcées holomorfas com
o fibrado tangente holomorfo de uma variedade complexa.



5 QUANTIZACAO 36

Esta ultima condicao também significa que existe uma familia local de
funcées complexas {z;}j=1..n € C&XU), (U C M) tal que P é localmente
expandida pelo conjunto de campos vectoriais Hamiltonianos locais X ;.

5.1.3 Polarizacoes complexas

Definicao 5.4. Uma polarizacdo complexa de uma variedade simpléctica
(M,w) € uma distribui¢ao complexa P em M tal que

1. para cadap € M, P, C (TM)c

(a) Vp € M, dimP, =n (dimensao compleza)
(b) w(P,P) =0

i.e. Pp € Lagrangeana;
2. dim (77 NPN TM) € constante Vp € M;

3. P € integravel.

*

Definigcao 5.5. Uma polarizagio complexa P de (M,w) € fortemente in-
tegrdavel se E = (P + P) NTM ¢ integrdvel. Um potencial simpléctico
complezo 0 diz-se adaptado a P se X160 = 0 para todo X € Xp(M); P
€ admissivel se existe um potencial adaptado nalguma vizinhanca de cada
ponto. Uma funcio compleza f diz-se polarizada se X (f) = 0 para todo
X € Xp(M). O espago de fungoes polarizadas representa-se por CF (M).

A partir de agora sé vamos considerar polarizagoes fortemente integraveis.

5.1.4 Polarizagoes de Kahler

Definigao 5.6. Seja (M,w) uma variedade simpléctica. Uma polariza¢ao
P em M diz-se uma polarizacio de Kéihler se PNP = 0.
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Uma polarizacao de Kahler é uma polarizagao ’totalmente’ complexa, no
sentido em que nao contém nenhuma direccao real.

Para analisar as propriedades deste tipo de polarizacao precisamos de intro-
duzir alguns conceitos novos.

Definicao 5.7. Seja M uma variedade. Uma estrutura quase-complexa em
M é um campo tensorial J do tipo (1,1) em M tal que Ji = —idr,m
para todo p € M Se existir J entao (M,T) diz-se uma variedade quase-
complexa.

Observacao: A existéncia de uma estrutura quase-complexa implica que a
dimensao de M é par.

Se (Usz1,...2n,Y1,-..,Yn) for um mapa de coordenadas locais de M, 7,
pode se estendido a um endomorfismo linear em Tp MC. Considere-se agora
o conjunto de coordenadas complexas {z; = x; + iy;}, entdo uma base de
TpMC pode ser formada pelos vectores

(g) - l(i_ii)
0z; » 2 \ Oz; oy, P

Jo] 1 0 o)
a— = 5 a. 15—
(82j>p 2 (dacj + ayj>p

Repare-se que se J é uma estrutura quase-complexa , entdo a extensao do
endomorfismo 7, a 7, p/\/l(c tem valores proprios +i . Entao, Tp/\/l(C pode ser
decomposto numa soma directa

C ) —1
TLME =T Mea T M

onde

TM = {X, e LM T,X, = +iX,

VM = {X, € T,MC|T,X, = —iX,.

Sejam entao P e P as distribuicées complexas de TMC definidas por TISH)M

e Tp(_i) M respectivamente.
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Definicao 5.8. Uma estrutura quase-complexa em M diz-se uma estrutura
complexa se as distribuicoes complexas P e P forem involutivas e n-dimen-
S10Ma1S.

E equivalente a dizer que existem conjuntos de coordenadas complezxas locais
(2§,%;) tais que, para todo p € M

9 (0 o (0
jp(az)ﬁ(az)p jp(az)p—‘@(azj)p

ou, equivalentemente, existem mapas de coordenadas locais {U;xj,y;} tais

que
0 0 0 0
T (ax)p = (ay)p T (ay)p = (axj)p

Entao, (M, J) é uma variedade complexa

Se J é uma estrutura complexa, entao {%} e {%} sao bases locais para
J J

P e P respectivamente.

Entao podemos definir

Definicao 5.9. Uma variedade de Kdhler é um triplo (M,w, J) onde

1. (M,w) é uma variedade simpléctica;
2. (M, J) € uma variedade complexa;
3. A estrutura complexa e a forma simpléctica sao compativeis i.e.

w(TX,TY) =w(X,Y).

*

Exemplo 5.2. Algumas Variedades de Kéhler:

1. C* = (R?™, J,wp), onde a estrutura complexa corresponde a multi-
plicacdo por i = v/—1 e wy é a forma simpléctica standard em R?".

2. Superficies de Riemann Compactas.
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3. Espaco Projectivo Complexo CP™.

Existe uma relacao entre as variedades de Kahler e as polarizacoes de Kéhler,
€cOmo vamos ver na proposicao seguinte.

Proposigao 5.2. Se (M,w,J) é uma variedade de Kdihler, entio P e P
sdo polarizagoes de Kdhler, chamadas polarizacao holomorfa e polariza¢do
anti-holomorfa respectivamente.

Inversamente, se (M,w) é uma variedade simpléctica que tem uma pola-
rizagdo de Kdahler P, entao existe uma estrutura complera J em M que é
compativel com w e assim (M,w,J) € uma variedade de Kdihler.

Demonstragdo. A primeira parte da definicdo segue directamente das defini-
coes.

Para a segunda parte, seja P é uma polarizagao de Kahler. Como T, M C
Tp/\/l(C = P, ®© Pp, podemos definir uma estrutura quase-complexa J como:
para todo X, € T,(M) podemos escrever X, =Y, + ?;, onde Y, € Py e

-, _
Yp € P, e assim
5/

TX, = iY, —iY,

A diferenciabilidade de J segue da expressao em coordenadas locais. Por
outro lado, J é compativel com w porque, se X,,, Z, € T),(M) entao

—/ —/
wp(TpXp, TpZp) = wp (jp(yp + Yp)’ T Wy + Wp))
= w, (¥, = iV, iW, — i)
—/ —/
= wP(YVPa Wp) + wp(va Wp)
—/ e
= wp(Yp+ va Wy + Wp) = wp(Xp, Zp)

Assim, como P é integravel por defini¢ao, (M,w,J) é uma variedade de
Kahler (para a qual P é a sua polarizagao holomorfa). O

Também, uma variedade de Kéahler admite uma métrica compativel com a
estrutura complexa.
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Proposicao 5.3. Seja (M,w,J) uma variedade de Kdhler. Entao existe
uma métrica (pseudo) hermitiana ndo degenerada k definida em M como

E(X,Y)=9(X,)Y) —iw(X,Y), VX,Y € VEc¢(M),
onde g € uma métrica (pseudo) Riemanniana dada por
9(X,Y) = w(X,TV).
Esta métrica hermitiana é compativel com [J, isto €,

k(JTX,JY) = k(X,Y).

Demonstracao. E imediato que é uma métrica hermitiana nao degenerada.
Para mostrar a compatibilidade com J basta lembrar que w é compativel
com J, e assim

KTX,TY) = g(JX,JY)—iw(TX,JY)
= WwIX,JTIY) —iw(X,Y)
= w(X,JY) —iw(X,Y)
= g(X,Y)—iw(X,Y)=k(X,Y)
0

Repare-se que esta proposicao permite afirmar que, em toda a variedade de
Kaéhler a forma simpléctica pode ser tomada como a parte imaginaria de
uma métrica (pseudo) hermitiana nao degenerada que seja compativel com
a estrutura complexa.

Definigao 5.10. Seja (M, J) uma variedade complexa onde estd definida
uma métrica (pseudo) hermitiana k que é compativel com J. Entdo podemos
definir uma 2-forma nao degenerada (e anti-simétrica) w como

w(X,Y)=1Img(k(X,Y))

Se w € fechada (i.e. simpléctica) entdo chama-se uma forma de Kdhler e
(M,w,J) € uma variedade de Kdihler.

E sempre possivel encontrar localmente uma funcao suave real K (2,%) tal
que a expressao local desta forma de Kéahler é
. 0°K

——F—d dz
v 8zkﬁzk “i A dzg
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i.e. w=14i00K [5, p.92], onde introduzimos a notacio

_ o
8 = szdz‘j, 8 = 872]dzj

Repare-se que numa variedade de Kahler M, o operador de derivacao exte-
rior d : QF(M) — QF+1(M) pode ser escrito como d = 0 + 0.

Entao, o potencial simpléctico mais natural serd

0=_ (0K - 0K) .

N =

Levando em conta estas expressoes locais é imediato que

Proposicao 5.4. Seja (M,w,J) uma variedade de Kdhler e L — M o
fibrado de linha pré-quantico correspondente!”. Entdo, existem potenciais
simplécticos locais 0 e 0 adaptados as polarizacdes holomorfa P e anti-
holomorfa P respectivamente. As expressoes locais sao

oK

0=—i0K = —i—dz;, 0=i0K = iaTKdzj
8Zj 5'2]‘

Como 6 aniquila os vectores % é um potencial simpléctico adaptado a P.
J

Também, o seu complexo conjugado 0 é adaptado a P. Assim, P e P sdo
admissiveis.

Também, como § —0 = —i(0+0)K = —idK é exacta, j4 sabemos que existe
uma métrica Hermitiana V-invariante no fibrado.

5.1.5 A Condicao de polarizagao sobre os estados

Agora que o conceito de polarizacido estd estabelecido podemos utilizé-lo
para definir correctamente os estados quanticos. Assim definimos

Definicao 5.11. Sejam (M,w) uma variedade simpléctica, L — M o fi-
brado de linha pré-quantico e P uma polarizacao fortemente integrdvel em

M.

1. Uma secgao suave 1 diz-se polarizada se Vb = 0 para todo X €
Xp(M).

Lembremos que o fibrado de linha pré-quantico consiste no fibrado de linha propria-
mente dito, numa conex@o V e uma métrica hermitiana h compativel.
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2. I'p(L) CT(L) € o conjunto de secgoes polarizadas.

3. O espaco dos estados quanticos do sistema € construido a partir do
conjunto das secgoes polarizadas T'p(L).

Agora, podemos considerar a estrutura complexa em (M,w) tal que P é a
polarizagao holomorfa. (Recordemos que o espaco de Hilbert pré-quéantico
Hp é o conjunto das secgdes suaves quadrado-integraveis em I'(L)).

Para obter as secgoes polarizadas podemos escolher o potencial simpléctico
adaptado 8 = —i0K. Entao, as secgoes polarizadas ¢ sao representadas por
funcoes holomorfas ¢(z), i.e. tais que d¢ = 0.

Contudo, o produto interno dessas seccoes polarizadas nao esta bem definido,
porque elas nao sao necessariamente quadrado-integraveis. Assim, temos
que restringir este produto ao conjunto de sec¢oes holomorfas quadrado-
integrdveis que vamos representar por I (L).

Agora,

Proposicao 5.5. Se P é uma polarizagao de Kahler entao T (L) € um
subespaco fechado de Hp e assim Iy (L) € também um espaco de Hilbert .

5.1.6 A condicao de polarizagao sobre os operadores

Tomar as secgoes polarizadas como o conjunto base para construir os ver-
dadeiros estados quanticos obriga a restringir o conjunto de operadores
quanticos admissiveis ou, o que significa o mesmo, o conjunto de observaveis
classicos quantizaveis.

De facto, se queremos satisfazer a condicao (2e) da defini¢ao (2.1) temos
que assegurar que I'p(L) é invariante sob a ac¢ao dos operadores quanticos.
Isso leva a seguinte definigao:

Definigao 5.12. O conjunto de operadores quanticos polarizados, O(I'p(L))
¢ constituido pelos operadores Oy correspondendo a fungoes f € C>(M) tais
que, para cada ) € T'p(L),

Oyly) € Tp(L)
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Existem formas diferentes de caracterizar as fungoes f que representam os
observaveis classicos. Para as obter e estabelecer a equivaléncia com a de-
finicao anterior precisamos provar que

Lema 5.1. As afirmacdes sequintes sao equivalentes:

1. O; € O(Tp(L));

2. Oy preserva a polarizag¢io P, no sentido em que [Of, Vplp =0, Vo) €
F'P(L);

3. A fungao f, a partir da qual o operador Oy € construido, € tal que
(X, Pl CP.

Demonstragdo. A condicao Oy € O(I'p(L)) & [Of,Vp|tp = 0 é uma con-

sequéncia imediata de Vpiy = 0.

Para mostrar que [Of, Vpltp =0 < [Xf,P] C P Vip € I'p(L) calculemos

[0, VPl = OyVpth —VpOsp = =VpOstp = =Vp (—ihVx, + f) ¢

= ihVpVx,p —Vp(fip) =ihVpVx, ¥ —P(f)Y — fVpy
— VPV, — P(f)Y
= ih(VpVx, — Vx,Vp) b —P(f)
= ih (Vipox, = fw(P. X)) ¥~ P(F)w
= hVp x ¢ +w(P, Xf) —w(P, Xy)
= ihVip x, ¥

Assim, se [Xf,P] C P, entao [Of,Vp]p = 0. Inversamente, [Of, Vply) =
0= [Xf,P] CcP.

Esta dltima implicagao resulta do facto de que Vx(I'p(L)) = 0 = X €
P. O

Assim vamos definir

Definigao 5.13. O conjunto de operadores quanticos O(I'p(L)) € constitui-
do pelos operadores O que satisfazem Og¢ly) € I'p(L), ou, o que € equiva-
lente, as condigoes (2) ou (3) do lema (5.1).
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E evidente que, uma vez que o fibrado de linha complexo é conhecido, a
quantizacao de um sistema (i.e. o espago de Hilbert e o conjunto dos opera-
dores quanticos) dependem da escolha da polarizacao (mas nao da escolha
do potencial simpléctico). A selecgdo de uma polarizacao determina a re-
presentacdo do sistema quantico.

O procedimento de quantizacao terminaria aqui. Mas ficam por resolver
alguns problemas relacionados com o espectro dos operadores.

5.2 Quantizagcao Holomorfa

Suponhamos que P é uma polarizacio de Kihler positival®. Quaisquer

duas seccoes nao nulas e polarizadas de L sao relacionadas por v = ¢1)/
onde ¢ é uma fungao holomorfa. Se utilizarmos apenas secgoes polarizadas
para definir as trivializacoes locais de L entao as funcoes de transicao sao
holomorfas. Assim P da a L a estrutura de um fibrado de linha holomorfo.
Seja Hp C H o subconjunto de seccao polarizadas quadrado-integraveis.
Entao Hp é um subespago fechado de H e assim é um espago de Hilbert.

Quando M é compacto, Hp tem dimensao finita e a sua dimensao é cons-
trangida pela férmula de Riemann-Roch. No limite semiclassico h — 0,

dim Hp N/ €
M
1

n 7 . . . .
onde € = (m) w™ é o elemento de volume induzido por w. Existe assim
uma analogia entre o volume do espaco de fases cldssico e a dimensao do
espaco de Hilbert quantico'®.

5.2.1 Exemplo: Representacao de Bargmann do oscilador har-
monico.

Neste exemplo vamos considerar a quantizacao do oscilador harménico uni-
dimensional utilizando polarizagoes de Kéhler. O procedimento que vamos
seguir vai levar-nos a representagao holomorfa (ou de Bargmann) do oscila-
dor harménico.

Comecamos por identificar o espaco de fase M = R? (que é um espaco vecto-
rial euclidiano com a métrica usual) com C e por introduzir as coordenadas

18Gignifica que a assinatura da métrica de Kahler tem n sinais +.

19 A interpretacdo do limite & — O precisa de algum cuidado, pois M é apenas quan-
tizdvel para certos valores de h. Deveremos comegar com um valor de A para o qual M é
quantizdvel, substituir 7 por i/N, onde N ¢ inteiro e entdo tomar N — co.
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complexas holomorfas {z, z} definidas por z = g+ ip, Z = ¢ — ip. Assim, a
fungao hamiltoniana e a forma simpléctica sao

H= -2z w = %dz NdZ.
(C,w, J) é uma variedade de Kéhler, onde a estrutura complexa é dada da
maneira habitual, e a métrica hermitiana é dada pela fungao hamiltoniana.
O campo vectorial hamiltoniano é determinado a partir de dH + X1 w = 0.
Tomando Xy = a% + b% obtém-se
0 = 3(2dz+ 2dz) + sdz Adz (a + b, ")

(2dz + 2dZz) + % (adz — bdz)

|
N[ =

~a =1z, b= —iz

) o _0
MXH:Z(ZE)Z_Z&)

Agora, podemos tomar a polarizagao de Kdhler P expandida por {%}, (i.e.
consideramos que % =0, ou seja, Y(z, z) = F(z), com F(z) holomorfa) e o
potencial simpléctico adaptado (que neste caso é global) vai ser

1 7
= —q K:— -2z = ——Z .
0 10 za<2zz) 2zdz

Deste modo, obtém-se para o operador H:

H = —ih(iz2)+ izdz (izdL) + 327
= hz% — %Ez + %zé = hz%
Agora, vamos obter o espaco de Hilbert. Para isso utilizamos o facto de F'(z)

ser holomorfa e consideramos a base {2 };m=0,12,... € 0s operadores corres-
pondentes a z e Z, os operadores de criagao e aniquilagao respectivamente:

Exercicio 5.1. Mostre que

. N 0
H, =z  H=2h—
“ 0z
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e verifique que a ac¢do de H, e H; sobre o estado |m) = 2" é
H.m) = 2" = |m +1), H:|m) = 2mhz""" = 2mh|m — 1).
E imediato que para que os estados sejam representados por fungoes holo-

morfas existe um estado minimo a partir do qual ja nao se pode descer. No
entanto, o espectro nao é limitado superiormente (como esperado).

Os valores préprios do operador Hamiltoniano sdo assim
& 0 m m
H|m) = hza—z = mhz" = mh|m),
z

0 que sabemos nao ser correcto. Deveria haver um termo extra em H, pois
sabemos que os valores préprios correctos sao (m + %) h, pelo que o operador

obtido deveria ser 5 .
H=h(z=—+=
<z 0z + 2)

Este exemplo mostra que, mesmo utilizando polarizacoes de Kahler, a quan-
tizagao nao acaba aqui e, no contexto da quantizacao geométrica, devera ser
feito um tultimo passo, a chamada correccao metapléctica, o que nao vamos
fazer aqui.
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6 O Método da Orbitas

6.1 Breve descricao do Método das Orbitas

Como se sabe, a érbita coadjunta de um grupo de Lie G tem uma estrutura
simpléctica muito natural. O processo de quantizacao dessa érbita permite-
nos obter uma representacao da algebra de Lie de G. Como se viu em (3), ja
sabemos a partida que essa representacao é unitaria (se se levar em conta o
aspecto relacionado coma anti-hermiticidade dos operadores) e irredutivel,
pois o espago de Hilbert, e portanto o espaco de representagao, é irredutivel
por construcao.

O processo consiste em escolher uma base de g 2, onde cada elemento pode
também ser identificado com um campo vectorial na identidade que é invari-
ante a esquerda em (G, determinar as fungoes Hamiltonianas correspondentes
a esses campos vectoriais e a partir dai desenvolver todo o processo de quan-
tizacao. Os passos do processo estdo esquematizados na figura abaixo:

Orbita Coadjunta de G (Estrutura Simpléctica)
{

Campos Vectoriais Hamiltonianos

!

Funcoes Hamiltonianas

!

Operadores em H

!

Representacao Unitaria Irredutivel de g

Este processo vai agora ser aplicado a drbita coadjunta de SU(2). Como ja
sabemos qual a forma érbita e a sua estrutura simpléctica vamos comecar a
sua quantizacao a partir dai.

6.2 Quantizacio da Orbita Coadjunta de SU(2)

Como aplicagao vamos considerar a quantizagdo holomorfa da orbita co-
adjunta de SU(2). Todo o processo de quantizagao garante-nos que vamos

29Que como sabemos é isomorfa com g.
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obter uma representacao unitdria irredutivel da algebra de Lie su(2) no
espaco de Hilbert que suporta os estados quanticos do sistema.

Lembremo-nos que a 6rbita coadjunta de SU(2) pode ser identificada com
a 2-esfera S? e tem uma estrutura simpléctica natural dada por w = swgg,
onde wyq é a forma de volume standard em S? e s = [|u||, u € su(2) é o
vector contido na érbita. Identificando S? com CP! 2!, a estrutura complexa
de S?, onde a forma simpléctica é dada pela forma de Fubini-Study

1 dzNANdZ
2 (1+]22)°
; — is_dzNdz _
poderfamos tomar w = % (11222

Mas wpg = %wstd, pelo que a forma de volume que da o volume correcto a
5% 6 X =2i Al

(1+212)*
Exercicio 6.1. Utilizando projecgoes estereogrdficas mostre que

1

Wrs = Zwstd-

Deste modo, vé-se que a estrutura simpléctica associada a érbita coadjunta
de SU(2) é
dz Ndz

w=2s——.
(1422

Para construir os operadores quanticos precisamos das func¢ées hamiltonia-
nas e dos campos vectoriais hamiltonianos na érbita. Para obter os campos
vectoriais hamiltonianos correspondentes as matrizes de Pauli podemos uti-
lizar a simetria da érbita e considerar

R 1 e e )
o o Xymgh—al = L[N+ DA,
oo o Xymalif it =i (o~ 5)

As fungoes hamiltonianas sao determinadas a partir de
dH 4+ Xpaw =0,

de onde se obtém

21 A chamada ”esfera de Riemann”.
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Exercicio 6.2. Verifigue que

— e 2tz
1. H1 == 31+|z|2 .
2. Hy = —1s liTzZ\Q .
z|2—1
3. H3:8Iz}2+1'

4. {H1,Hs} = H3 (+ ciclicas).

Considerando o potencial adaptado
zdz
0 =—i0K = —i0(2sIn (1 Z) = —2is————
i 10 (2sIn (1 + 22)) zsl+’2|2,

correspondente a polarizacao holomorfa, vamos ter para Hs

Hy = —ihX3—0(X3)+ Hs
AV Ry} . 3de ey |z|2—1
= —ih(izg; —izgz) + 2is i (i2g; —i25z) + s
_ 0 _ 50\ _ 2z |2°~1
= h(2g; —25) —2s0fEp + st

=2+
1+]z|?

Agora, a polarizagao escolhida (holomorfa) significa que os estados sao tal

que % =0, i.e. ¥(z,2) = F(z), onde F(z) é uma fungao holomorfa.

Deste modo, o operador Hj torna-se simplesmente

- 0
Hs = hz— — s.
3 Z@z s
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Por comodidade, passamos agora a escrever s = N/2. Deste modo,

N 0
H3:h<zaz—s>.

Para obtermos o espago de Hilbert notamos que como F(z) é holomorfa
pode ser escrita como uma série de poténcias (de expoentes positivos). No
mapa Uy

[oe)
F(z)=ao+ a1z +a22” +agz® + ... =Y anz".
n=0

Agora, lembremo-nos que no gauge considerado

zZdz
0 =—-2is———
1+ |22
em Uy e quando mudamos de mapa,
1
z— —
w

11 :
=d= 2
0—>—2i51“’ w2 dw

TP T w 1t

Deveremos encontrar em Ug um gauge onde esta conexao seja nao-singular.
Se fizermos a transformacao de gauge em seccoes dada por F' — w™F' entao

2is  dw . dw
—_—— —im—.
w 1+ |wl? w

Tomando m = 2s vem que
2is 1 wdw
=" —u —1)=—-2is—7—,
w (1+rw21 > T P

que além de ser nao-singular é precisamente da mesma forma que em Uy .
Assim, ao mudar de mapa, a secgdo F'(z) vai tornar-se

o0

1\" &
F — w* Zan <w> = z;)anw%_”.
n—=

n=0
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Mas para que F' seja holomorfa em Ug nao podera haver poténcias negativas,
o que significa que 2s — n > 0 ou seja,

0<n<2s,

e assim as fungoes que se estendem a fungoes holomorfas globais sao preci-
samente as fungoes 2 com m < 2s. O espago de Hilbert consiste entdo em
polinémios em z de ordem nao superior a 2s, o que significa que dim(Hpo) =
2s + 1. Uma base para o espaco de Hilbert sera

{1,,2,22,...,225}.

Verifiquemos que os valores préprios de Hs sao os correctos. Para isso to-
mamos |m) = z™ e obtemos

Hs|m) :h<z§z—s> 2 =h(m—s)z™=h(m—s)|m).

O espectro do operador construido é assim A, = (m — %)h, onde % = s,
m=20,...,N.

Por exemplo, para s = %, a base do espago de Hilbert é simplesmente {1, 2}
e os valores proprios sao i%h, como esperado.
Podemos também formar os operadores Hy e Hs seguindo o mesmo processo.

Exercicio 6.3. Verifigue que

A~

Z.leg( 1)%—5%2.
2. }AIQI%(Z2+1)%*Z'SFLZ.

3. [ﬁl,ﬁg] = —ihHs + ciclicas.

No entanto, como se pode ver facilmente, os estados proprlos de H, e H,
nio sao |m) = 2™ (como era de esperar, dado que Hi, Hy e H3 nao comutam
entre si).

Mas podemos formar os operadores de escada (Ladder operators) f[i =
Hy ¥ iH5>%?. Assim,

0 h 0 0
H =_(22-1)=— —shz— = (22 +1) =— + shz = —h—
2 ( ) 0z 2 ( ) 0z 0z’
22 A utilizacdo dos sinais £ é simplesmente uma convencao. Os sinais dos operadores
foram definidos desta forma devido a sua acgéo sobre os estados.
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. _h, O h o o _ 29
H+—_2( 1)82 sﬁz—|—2(z +1)8z shz-hzaz 2shz.

Exercicio 6.4. Mostre que

1. [H_,H.] = —2hHs>.

2. [Hs, Hi] = +hH..

Para vermos qual a accao de Hy sobre os estados préoprios de H, escrevemos
os operadores em termos de N = 2s. Assim, para o estado |m) = 2" vamos
ter

9 1

H_|m) = —h%zm = —hmz""" = —mh|m — 1)
ou seja, H_ passa para o estado abaixo. Também
Hilm) = (22 — Nz)he™ = (mhz?2™"! — Nhz™*)
= (m—N)hz"™H = (m — N)hjm + 1)

ou seja, fLr passa para o estado acima. Repare-se que para o estado mais
baixo possivel (N =0, |[m) = 1) vamos ter

H_|0) = _haazl =0

pois os estados nao podem descer mais, e para o estado mais alto (m = N,
im) = 2V),

H,|N) = (fﬁz - Nz) heN = (N - N)RrNT =0

0 que significa que os estados nao podem subir mais. Repare-se que este
facto poderia ter sido utilizado para determinar a dimensdo do espacgo de
Hilbert.

Desta forma simples construimos uma representagao unitaria irredutivel da
algebra de Lie su(2) (Lembrar as questoes referidas anteriormente sobre a
anti-hermiticidade dos operadores).

Reparemos que para a representagao ser rigorosamente unitaria poderiamos
ter multiplicado todos os operadores por ¢ logo desde o inicio, definindo o
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Programa de Quantizagdo Geométrica dessa forma (com operadores anti-
hermitianos). Todas as condig¢oes impostas no inicio seriam satisfeitas a
excepcao do facto de que irfamos obter operadores anti-hermitianos. Como
foi referido em (3.2), é simplesmente uma questao de convengao. Por exem-

plo, Hj seria
- 0
H, =ih| 2= —
3=1 <Z82 s) )

que se vé logo ser anti-hermitiano, pois os seus valores proprios sao ima-
gindrios puros A\, = ii(m — s) e assim, A\, = — Ay
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