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INTRODUCTION

Longtemps confinée & d'élémentaires jeux de hasard, la thé-
orie des probahbilités n'a connu son plein développement qu'd partir du
dix-neuvieme sitcle grice, principalement, aux travaux de 1'école russe
qui comprenait Chebyshev, Lyapounov et Markov, En axiomatisant la
théorie, Kolmogorov l'a rattachée 4 la théorie de 1'intégration, ce qui a
conduit certains 4 ne la considérer que comme une application de celle-
ci, Mais l'application est tellement importante qu'elle est devenue une
théorie mathématique. De plus, le caractdre rigoureux qu'elle a ainsi
acquis a attiré sur elle 1'attention des meilleurs esprits. On a vu alors
se développer des techniques propres aux probabilistes. Si on utilise
toujours largement l'algébre et l'analyse en théorie des probabilités,

il est fréquent aujourd'hui de voir les méthodes probabilistes utilisées
en analyse, Il faut aussi signaler le développement considérable des
applications, Pratiquement, toutes les disciplines des sciences, des
sciences humaines et des sciences appliquées utilisent le calcul des
probabilités,

11 me semble, deés lors, vraiment indispensable & 1'heure ac-
tuelle, d'initier convenablement les jeunes aux concepts et aux métho-
des de la théorie des probabilités., Le présent texte est destiné 4 réin-
former les enseignants. Ceci m'a conduit 4 inclure, & cbté des éléments
qui forment la base de tout manuel de niveau élémentaire, des points
de théorie plus avancés. Il me parait en effet difficile de saisir plei-
nement une partie de matitre sans &tre au moins initié 4 certains de
ses principaux développements,

Le texte ne comporte finalement que quelques applications.
On peut en trouver de nombreuses autres dans les ouvrages cités en
référence.

Il me reste & remercier le professeur R.F, BALLIEU pour
les remarques qu'il m'a faites & propos des deux premiers chapitres.,



CHAPITRE I. - AXIOMATIQUE DE LA THEORIE DES

PROBABILITES

§ 1. EPREUVE,

Considérons une expérience effectuée sous un ensemble
donné d'hypothéses. Il se peut qu'elle soit de nature telle que les
seules hypotheses en fixent univoquement le résultat. Ainsi, si on
abandonne une craie dans l'atmosph&re.terrestre, elle tombe tou-
jours, Il existe cependant de nombreuses expériences ol les seules
hypothtses ne fixent pas univoquement le résultat de 1'expérience.

On dit alors qu'il s'agit d'une expérience aléatoire, c'est-d-dire d'une
expérience dans laquelle le hasard intervient. Comme la théorie des
probabilités tire son origine des jeux de hasard, on parle aussi d'é-
preuve. Pour qu'une épreuve soit définie, il faut préciser au préa-
lable tout ce qui la caractérise. Toutes les expériences répétées sous
des conditions qu'un observateur compétent et impartial juge équiva-
lentes sont considérées comme identiques,

Un trait essentiel des expériences aléatoires est le fait
qu'elles peuvent avoir plusieurs résultats possibles. Cela provient
de ce que l'expérimentateur ne peut pas contrdler tous les facteurs
qui régissent le déroulement d'une expérience aléatoire et en déter-
minent le résultat. Une fois fixées toutes les hypothises, la partie
la plus importante d'une expérience aléatoire, c'est le résultat, Dans
la suite, on désignera par { , l'ensemble de tous les résultats pos-
sibles d'une expérience aléatoire. @ est aussi appelé une catégorie
d'épreuves., On désignera pas w l'un quelconque des points de @
c'est-d-dire 1'un quelconque des résultats possibles,

§ 2. EVENEMENT,

A toute expérience aléatoire sont li€s des &vénements. En
théorie des probabilités, on ne s'intéresse aux événements que du
seul point de vue de leur réalisation ou de leur non réalisation. Mais
pour qu'il y ait un sens a parler d'un événement, il doit y avoir un
sens a4 parler de l'événement contraire. Par définition, 1'événement
contraire d'un événement A n'est réalisé que si et seulement si A
ne l'est pas. De méme, pour deux événements A, B, il doit y avoir
un sens 4 parler de 1'événement A ou B qui est réalisé si au moins
1'un des deux événements A,B l'est et de 1'événement A et B qui
n'est réalisé que si et seulement si A,B le sont tous les deux. On
distingue encore 1'événement certain qui est toujours réalisé et



1'événement impossible qui ne 1'est jamais.

Tout résultat obtenu doit permettre de dire, sans ambi-
guité, si un événement quelconque fixé a4 l'avance et 1lié & 1'expérience
étudiée a été réalis€ ou non, Dans la suite, il sera toujours supposé
qu'on se limite & des événements 1iés a 1l'expérience &tudide. Il est
clair que 1'événement "il neige 4 Moscou' est sans rapport avec l'ex-
périence qui consiste & lancer un dé & Bruxelles.

Considérons 1'expérience aléatoire qui consiste & lancer une
fois un dé a6 faces. L'ensemble % des résultats possibles peut &tre

symbolisé par R = {1,2,3,4,5,6 } «» L'événement '"obtenir le point 3"
ne peut &tre réalisé que d'une seule facon a4 savoir obtenir le résul-
tat 3 de @ . Un tel événement est appelé événement élémentaire. Dans

le méme probleme; l'événement '"obtenir un point pair' ne peut &tre
réalisé qu'en obtenant 2,4,6. Il semble donc naturel d'identifier un évé-
nement A avec le sous-ensemble A de @ formé des points W de 2

qui réalisent A. Un événement élémentaire est donc identifié avec le
sous-ensemble W (singleton), réduit au seul point w . On dira
donc que l'événement A est réalisé si le résultat W obtenu appartient

a A,

Les concepts et les notations de la théorie des ensembles
trouvent une application naturelle en théorie des probabilités. Seule-
ment comme la dernitre s'est développée antérieurement a 1l'autre,
elle a conservé une terminologie propre. Il sera commode, dans la
suite, d'utiliser conjointement les deux.

L'événement contraire d'un événement A est identifié avec le
complémentaire A€ de A; 1'événement A ou B est identifié avec A u B;
1'événement A et B est identifié avec A n B, L'événement certain est
identifié avec 1' ensemble & et 1'événement impossible atvec l'ensem-
ble vide @

Deux événements A,B sont dits incompatibles quand 1'événe-
ment A A B est impossible. Cette notion correspond a celle de deux
sous-ensembles A, B disjoints (A~ B = © ), La réunion de deux évé-
nements incompatibles s'appelle aussi leur somme., Il est parfois com-
mode dans ce cas d'utiliser la notation A + B au lieu de A u B.

S5i un événement B est réalisé chaque fois que A l'est, nous
dirons que A entrafne B ou que A implique B et nous écrirons A € B,
traduisant par 1a, le fait que les résultats qui conduisent a la réalisa-
tion de A conduisent également & la réalisation de B .(Attention ! c'est
le plus petit événement qui implique le plus grand et non le contraire),

On a les équivalences
AE€EB & A=An23B
A eB < A 2B

Nous dirons que deux événements A,B sont équivalents si
l'on a a la fois A € B et B € A. Nous écrirons alors A = B et nous

ne distinguerons jamais deux tels événements,

On identifie 4 la différence A - B l'événement qui est ré-
alisé quand A 1'est sans que B le soit. On a

A-B={w:weA,wtB } =AnBC

Au lieu de A-B, on utilise aussi A\ B pour désigner
le m&me sous-ensemble,

On identifie 4 la différence symétrique A A B 1'événement
qui est réalisé quand un seul des deux événements A,B est réalisé,
On a donc

AAB = (A-B) + (B-A) .

Remarques : 1) La relation € est une relation d'ordre sur l'ensem-
ble des événements. On a en effet

A&

AeB, B&A<= A B

AE€B, BeC = AccC

n
b

Pour cette relation d'ordre, l'union de deux événements
est leur borne supérieure et 1l'intersection, leur borne inférieure.

2) On étend facilement les notions d'union, d'intersec-
tion et de somme au cas d'une famille non vide d'événements.
L'événement VA, est réalisé des que l'un au moins des A, est

iel
réalisé, L'événement 'QAi n'est réalisé que si et seulement si
tous les Ai le sont, t

Pour une famille vide, on pose

I vide UA, = @ NA, = R
. i , i
i€l iel
Proposition 1, Etant donné n (n > 1) événements Ay, A,,... VA
il est possible de construire n événements B4,Bj,..., B, deux

4 deux incompatibles et tels que

n n
(0] .A_i = U Bi
i=1 i=1
Démonstration :
11 suffit de poser

B, = A
1 1 i4

B, = A - A, i>1
i i j



pour obtenir la suite souhaitée.

Remarque : La proposition traduit simplement un fait important
pour certains problemes. Elle exprime que pour que l'un au moins
des événements A,,A,,...,A soit réalisé, il faut et il suffit qu'il
existe un premier événement de cette suite qui soit réalisé. Dire
que B; est réalisé équivaut 4 dire que A; est le premier &véne-
ment de la suite Ay,A2,...,A, qui est réalisé.

Exercice. Interpréter en termes d'événements les identités suivan-
tes

AuB-=(AaB)+ (AnB)
(A aB)+(A a B®= Q
A-B=A-(AnB)=(Au B)-B
A-BuC)=An B c©
(LUA,)C = 0AS
i i i &

Soit (A.) une suite monotone croissante d'événements,
c'est-a-dire , Vi A. € A, . On définit la limite de la suite
A G 1= i#

i Par

lim A. = OA,
i ! il

On écrit alors :(A;)4vu A,

X
2.2

De mé&me, pour une suite (A})§ monotone décroissante d'événe-
ments, c'est-a-dire, Vi A!2 A! ,, on définit la limite de la
: , i= "TiM
suite (Ai) par :
lim A! = 0A!
i .
On écrit alors : (A‘i)* 0A,
i

Soit (B.) une suite quelconque d'événements. Alors,
la suite (A{) ou

A! = o B.
i 7
est monotone décroissante et lim Ai = 0 Ai . On définit
i .
lim sup B, = n (o B,
j ioj>i !

L'événement 1i§n sup Bj est réalisé si et seulement si une infi-
nité de Bj sont réalisés,

Avec une suite (Bj) quelconque, la suite (A;) ol

A1 = 0 B,
jzi 9
est monotone croissante et lim A. = UAi' On définit :
i i

lim inf B, = v n B
J J i j>i

L'événement lim inf B, est réalisé si et seulement si tous les B.
4 1l'exception J d'un “nombre fini d'entre eux sont réalisés,

L'ensemble lir§1 sup Bj est formé des points wWe Q qui se

trouvent dans une infinité de Bj. Il en résulte que

im inf B, & 1lim sup Bj
j
et on dit que la lim B, existe quand il y a égalité.
j

§ 3. TRIBU D'EVENEMENTS.

On appelle anneau de parties sur Q wune familley de
sous -ensembles de Q telle que si A,B 83 alors A vy B € %
AOBE@, A 4 B Eg, A-B 63 On dit encore qu'un anneau de
parties est stable pour les opérations u, 0, 4, -,

La définition donnée s'explique par le fait qu'un anneau
de parties est un anneau, au sens algébrique du terme, pour les
deux opérations & et 0 . Il est abélien (commutatif) et tous ses
éléments sont idempotents (c'est-a-dire ANA = A pour tout A 89.

Un anneau de parties sur Q ne contient pas nécessai-
rement @ . Il n'est donc pas nécessairement stable pour 1'opéra-
tion de complémentation. C'est pour cette raison qu'on définit
une algebre de Boole sur {Q comme étant un anneau de parties
sur @ qui contient Q .

Un anneau de parties sur § et une algeébre de Boole sur
Q2 sont évidemment stables pour les unions finies et les intersec-
tions finies,

. Quand Q ne contient qu'un nombre fini de points; tout
sous-ensemble de @ est un événement intéressant dont on vou-
dra définir- la probabilit€. On prendra alors pour algebre de-Boole
des &vénements, l'ensemble $( Q ) formé de tous les sous-en-
sembles de Q . Quand & contient n éléments, on sait que J ( Q)
contient les 2 sous-ensembles possibles de Q .

Quand @ contient une infinité de points, on ne va pas
essayer de définir la probabilité pour des sous-ensembles compliqués



et non intéressants de R (ce ne serait d'ailleurs pas toujours pos-
sible). On va se limiter 3 des familles de sous-ensembles suffi-
samment simples,

Définition 4 : On appelle tribu sur @ , une famille (2 de sous-
ensembles de & stable pour le complémentaire, la différence, la
différence symétrique, l'union dénombrable et l'intersection dénom-
brable. Certains auteurs utilisent le terme algtbre dénombrable-
ment addtive ou encore O -algébre au lieu du terme tribu.

Une tribu contient toujours @ , @ et elle est stable pour
les unions finies et les intersections finies. Une tribu est donc une
algébre de Boole mais c'est une structure plus riche.

Remarque : Les conditions données dans la définition d'une tribu
sont surabondantes car certaines des opérations s'expriment en
fonction des autres. Au titre d'exercice, on peut vérifier que pour
qu'une famille de sous-ensembles de @ soit une tribu sur & il
suffit qu'elle soit stable pour le complémentaire et 1'union dénom-
brable.

Exemple. Sur un mé&me ensemble & , on peut évidemment définir
plusieurs tribus. La plus petite est formée de @ et de © . La

plus grande est l'ensemble §° ( ¢ ) de tous les sous-ensembles de

€ . 81 A €Q, A# P alors la famille composée de & , A, AS,
6 est une tribu,

Si & et (' sont deux tribus sur @, on &crira @ € @
pour indiquer que tout sous-ensemble A de @ qui est un &I€ément
de (X est aussi un élément de ',

Prenons % =/R. La classe des intervalles de /R est sta-
ble pour l'intersection mais elle n'est pas stable pour l'union car
I'union de deux intervalles disjoints n'est pas un intervalle. Prenons
alors une classe formée des parties de 7R qui sont des unions
d'un nombre fini d'intervalles, Il existe des tribus qui contiennent
la classe ‘( . f’( JR. ) en est une, Prenons llintersection de toutes
les tribus qui contiennent . I1 est facile de voir que cette inter-
section est une tribu et que c'est la plus petite tribu qui contient

On 1'appelle la tribu des boréliens et on la notera 3.

Un borélien est donc soit un intervalle, soit une union
d'un nombre fini d'intervalles, soit toute partie de /& obtenue en
appliquant un nombre dénombrable de fois les opérations d'ensembles
d partir d'intervalles.

Remarquons pour la suite qu'on obtient la mé&me tribu des
boréliens en prenant la sous-classe (3 ' de € formée des intervalles
du type ]| -c,a], a e JR car tout intervalle s'obtient en appliquant
un nombre dénombrable de fois les opérations d'ensembles 4 des
intervalles de ce type. Ainsi, pour a,befR , on a

l]a,bl=]-00, b ]- ]-c0, a]

[a,bJ: QJa—%,b] neN”

La tribu des boréliens jouera un rd8le important dans la
suite.

Exercice :. Vérifier que la famille des sous-ensembles A de R

tels que si x € A, alors x + n € A pour tout ne f/ , est une
tribu sur /R .

Définition 2. On appelle espace mesurable le couple ( € , &) for-

mé d'un ensemble 2 non vide et d'une tribu (I sur @

8 4. AXIOMATIQUE DE KOLMOGOROV (1933).

La notion de probabilité est une notion intuitive souvent
mal définie, Pour biAtir une théorie convenable, nous utiliserons
l'axiomatique de Kolmogorov. Avant de la présenter, faisons quel-
ques remarques.

La notion de probabilité est une notion du méme type que
celle de masse., Si on répartit une masse sur un ensemble, la mas-
se portée par un sous-ensemble est positive et inférieure a la mas-
se totale. La masse portée par deux sous-ensembles disjoints égale
la somme des masses.

La notion de probabilité doit également traduire le fait
suivant : si un événement A est plus souvent réalisé qu'un événe-
ment B, la probabilité de A doit &tre supérieure & celle de B,

Enfin, si j'effectue n expériences au cours desquelles A
a été réalisé np fois, alors la fréquence de la réalisation de A
n
égale,par définition, . . Ce rapport est évidemment compris entre
0 et 4, Dans la loi des grands nombres, on découvrira la relation
qui existe entre la fréquence de la réalisation de A et la probabilité
de A.

Nous pouvons maintenant présenter 1'axiomatique de Kol-
mogorov,

Sur un espace mesurable ( @ , @) formé d'un ensemble 2 ,
non vide, de résultats et d'une tribu {{ d'événements définie sur & ,
on donne

Axiome 1. A tout événement A £ (@, on associe un nombre réel,
not€ P [A] , appelé la probabilité de A et satisfaisant

VAEQA 0 € P[A] < 1.
Axiome 2. La probabilité de 1'événement certain égale 1'unité.

P[ Q]=1.



Axiome 3. Pour toute suite'(Ai) d'événements deux a4 deux incom-
patibles, la probabilité de la somme des A; égale la somme des
probabilités des Aj.

vie N A e
vi#j ,ietjelN Aif\Aj=‘I>
P(ua) = = P[A.]

i ic N ’

Remarques :4) Une probabilité est donc une fonction d'ensembles
positive, dénombrablement additive, définie sur une tribu, Il est
clair que les axiomes impliquent 1'additivité finie, c'est-d-dire :

S 1 1 3 5 :@ »
si A Ay, A e Let si Vi#j ’AinAj , ona :

P[Aiquu... uAn] s ‘P[Ai ]+ P[A2]+ ot PAn]

2) Supposons Q dénombrable (ou fini) et soit (w.)i €
la suite des résultats qui constituent 2 , Prenons : (L = $#( o) \
Supposons connaitre, pour tout i £ / , la probabilité p; = P[{-mi}
de 1'événement élémentaire ] w. |. On vérifie immédiatement que
la probabilité P ainsi donnée satisfait aux axiomes de Kolmogorov
si et seulement si

1

vielN p, >0 et I p =1

Pour tout A € &, on a alors :
rPla]l = T P,
wieA

Définition 3, On appelle espace probabilisé ( Q , Qa., P) un espace
mesurable ( @ , (I ) sur lequel on a définit une probabilité P satis-
faisant les trois axiomes.

Conséquences des axiomes.

1) si A € @, alors P[A] + P [&°] = 1.
En effet, on a An A = & at Ay A =09
Donc : Plal+ P[4 = 1.

2) Pl @ l=0car & = Q°

3) Pour deux événements quelconques A, B € ¢ on a 1'im-

portante relation de Boole :
Pl[auvB] =prPlal+ P [B]-P[A0B]

En effet, on a :

AUB=Ay (B-A) et A0 (B-A)= O
Donc :

P[A u Bl= P[A] + P[B-A] (1)
Mais on a aussi :

B =(AnNB) u (B-A)et (A0B)6o (B-A) = @
Donc :

P[B] = P[AnB]+P[B-A] (2)

En éliminant P[B-A] entre les relations (1) et (2), on ob-

tient le résultat. Notons que les relations (1) et (2) sont aussi im-
portantes pour elles-mémes,

En particulier, si A et B sont incompatibles, c.a.d.
AOB =% ., On retrouve : P [A v B] = P[Aa] + P[B] .
4) Si A,Be (] et AS B ,ona P [A] < P[B]
En effet, on a dans ce cas
B=AUI(B-A) et AU(B-A)=0

Donc
P[ Pl[A] + P[B:A]
P

B] =
[B] > pPla] puisque P[B-A

e WV
o

n
. . O
5) Si A.:L)A.Z)---.\Ane a: on a P[i Ai}‘é iP[Ai]
g
En effet, prenons les ensembles B; de la propositién 1, On a :

Vi i=4,2,...0 BigAi et B. e

i 1 =& =
vi # j B0 Bj et  UA, UB;
1 1
Donc : n n n n
PlUA |=|P UB, [F Z P[Bi]eg P]:A..]
1 1 i=1 i=1 >

6) Pour deux événements quelconques A,B, on a :

max (P(A),P(B)) < P[A v B] < P[a] + P[B]
P[A] + P[B]-1 < P[A n B] < min (P[A], P[B])

7) Si(A;) VA et si vi A, € (alors P (lim A) =
i
Lim P [Ai]
Pour démontrer cette propriété, on peut supposer A =@

sinon il suffit de remplacer A; par A, -A car alors (A.-A) © .
i

Par l'laxiome 3,
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+00

P[Ai] = _zi P[Ai " Aiﬂ] (3)
i
+00

P[An] = i P[Ai . Aiﬂ] (4)

La série (4) est le reste de la série (3) qui est convergente. Donc:
lim[P A ] =0
i n

8)si (o)A etsi vi A e (L alors P (limA)=
1
lim P[Ai ]
i

En erfet (A‘i;)+ AS . Par la propriété 7, on a

P[] - lim P A7)
1 -P[A] = Him (4 - P[Ai])
pla] = 1i_rln P [Ai]

1

Les relations établies ne permettent pas d'évaluer la pro-
babilité d'un événement. Elles permettent seulement de calculer la
probabilité d'un événement quand on connaft la probabilité des événe-
ments qui le constituent. La proposition suivante permet d'évaluer
la probabilité d'un événement dans de nombreuses applications, Don-
nons d'abord une définition,

Définition 4. On appelle systeme contradictoire ou exhaustif d'évé-
nements un nombré fini ou une infinité dénombrable d'événements,
deux 3 deux incompatibles, et tels que dans chaque expérience, un
et un seul des ces événements soit réalisé.

Pour un systéme contradictoire, on a donc :
I fini ou dénombrable ; Vi €I, A, ed; vi, jel, i#3j,
AinA.=¢> et UA =@
. i€l
Définition 5. Les événments Aj,A,,...,A € & sont équiprobables

. P[Ai] = P[AZ] i P[An]

Remarquons que P A:l] = P,LA%;' n'implique pas nécessairement Ai = AZ'
'indp @

En particulier, P[ 1] = ligue pas nécessairement A1 =

Considérons le cas ol on a affaire 4 un systdéme contradic-
toire formé d'un nombre fini d'événements A , A ,...,A . On dit que

ces événements forment tous les cas possibles car dans toute expé-
rience, un et un seul des A. est réalisé, Soit B un événement de
qui est réunion de m des événements du systéme contradictoire.
Quitte & écrire les événements Ai'AZ" ¥ ,An dans un autre ordre,

11

on peut toujours supposer que ce sont les événements A,,A,,...A

dont la réunion est B, Ces m événements A ,,A_,...,A  sont ap-
p . i . 1°772 m

pelés cas favorahles a 1la réalisation de B.

Proposition 2.. Si on a un systéme contradictoire formé d'un nom-
bre fini d'événments €quiprobables, alors la probabilité d'un évé-
nement, réunion d'événements de ce systeéme contradictoire, égale
le rapport du nombre de cas favorables a la réalisation de cet
événement au nombre total de cas possibles,

Démonstration :

Par la définition d'un systeime contradictoire, on a =
n g n
P[U Ai:1 = 3 P[Ai:|=1
i=1 i=1

Fuisque les événements Ai’A A sont équiprobables,

g7

P[Ai—] = P[Az] = .. = P[An] 2

Des deux relations, on déduit :

on a

P[Ai:|=% i=4,2,...,n

5i B =

A, , ona :
il 1
i

P[B]= P[Ai;_anr P[A2]+ celt P[Am]

n

ey

Remarque : De nombreuses erreurs commises dans 1'évaluation de
la probabilité d'un événement proviennent d'une application erronée
de cette proposition.

Exemples: 1) On consideére un dé 4 6 faces. Alors 2 ={1,2,3,4

5,6} . Prenons & = P ( Q). Comme systéme contradictoire, nous

prerons : A; ={i} i =14,2,...,6. Supposons le dé parfaitement

régulier. De cette considération physique, on déduit : P|A. | = %

i=1,2,...,6. Soit B, 1l'événement é'obtgnir un point impailr n,

1 = = - = = a8 i

alors Bi A1u A3U A5 et P[Bi] % 5 De méme, si BZ est

1'événement '"obtenir un point pair'', on a : B2= AZU A3 u A6 et
=3 _1 - :

p[BZ] B On remarque que les deux événements Bi et B2

forment un nouveau systdme contradictoire d'événements équipro-
bables,

2) Reprenons l'exemple 4 en remplagant 1'hypothése
d'un dé parfaitement régulier, par

PR,] =P[4,] = P[45] =5 F[A,]= P[A;) P[A,] = &
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Alors, P[B2]= g # % .

3) On lance simultanément trois pitces de monnaie par-
faitement régulidres. Le résultat ne peut jamais fournir que
"0 pile', '"{ pile", "2 piles' ou "3 piles'. Une personne qui ignore
le calcul des probabilités en conclut que la probabilité de chacun
des quatre événements est C'est faux | Pourtant ' ces quatre
événements forment bien un systéme contradictoire,.

Avec trois piéces, on a :

—t P
Q {pi P, Py, P,P,F,, P,F,P,, P,F,F,, F,P.P .FPF, F
F
F,Py F F,F,)
ol P, = ''obtenir pile avec la ileme nixcen

.
F; = "obtenir face avec la i'®Me pikce!

Prenons commeé systdme contradictoire, le systeme (A.)
j=1,2,...,8 formé des événements élémentaires écrits dans 1'o%-
dre de présentation de { ., De la considération physique de pizces
parfaitement régulieres, on déduit que les événements A, ,A_,A, ...
A, sont équiprobables, Mais comme trois d'entre eux sont favora-
bles a la réalisation de ''1 pile', on a :

P[4 pile"] = P[A,U A U A ]= %
De méme , i
P[”O pile"] = P[AS] =3
P["Z piles”] = P[AZ U AU A5] =

P["3 piles"] = P[4, ] =% :

oo |w

On remarque que les événements A AU AJU A A UA UA7;
A_  forment un nouveau. systéme contraaictoire d'événements, mals

les événements de ce nouveau systime ne sont plus équiprobables.
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CHAPITRE II. VARIABLES ALEATOIRES.

§ 1. DEFINITION ELEMENTAIRE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE.

Quand on effectue une expérience aléatoire, on n'est pas
toujours intéressé par tous les détails du résultat mais bien par
la valeur numérique d'une quantité attachée i l'expérience. Donnons
quelques exemples simples de telles quantités,

Exemple 1. Deux joueurs A et B conviennent du jeu suivant : une
pitce de monnaie est lancée une fois; si elle donne pile, A donne
un franc 4 B; si elle donne face, B donne un franc 4 A, Le gain
de A est une grandeur numérique dont la valeur est déterminée
par le résultat de l'expérience aléatoire. Ici, @ ={ pile, face} et
le gain de A est caractérisé entitrement par ‘

pile —> -1
face — 1

Exemple 2, Deux joueurs A et B conviennent du jeu suivant :
une pitce de monnaie est lancée deux fois de suite; pour chaque
pile obtenu, A donne un franc a B; pour chaque face obtenu, B
donne un franc a A. Le gain est une grandeur numérique dont la
valeur est déterminée par le résultat de l'expérience aléatoire.
Ici, ® ={ (pile, pile), (pile,face), (face,pile), (face, face)} et le
gain de A est caractérisé entidrement par :

(pile, pile) —> -2
(pile, face) > 0
(face, pile) > 0
(face, face) > +2

Exemple 3. On lance simultanément deux dés a 6 faces, La som-
me des points obtenus est une grandeur numérique dont la valeur
est déterminée par le résultat de l'expérience aléatoire, Ici,

Q={(4,1) ; (4,2)...; (6,6)} et la somme des points est carac-
térisée entidrement a4 partir du tableau :
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Point marqué par le second dé

1 2 3 & 5 6

Point marqué
par le pre-
mier dé

10

i1
12

R

o ol W

~N s b W

0 ~1 o~ ! oW

O - o~ U s

o W0 o -1 o U

O 0 0 o~ o
0

1

-

Dans chacun des exemples, la tribu @ est P (Q)
Si dans les trois exemples, on suppose les pitces parfai-
tement régulitres et les dés parfaitement réguliers, alors on maté-
rialise cette hypoth&ése physique en disant que les probabilités des
événements élémentaires sont égales., Néanmoins, dans les deux
derniers, les prohabilités des événements qui donnent une valeur
numérique déterminée ne sont plus égales. Ainsi, dans le deuxit. .e
exemple, la probabilité d'avoir un gain nul vaut 1/2, celle d'avoir
un gain + 2 vaut 1/4. Dans le troisitme exemple, la probabilité
d'avoir le total 5 est —— , celle d'avoir le total 8 est T C'est un

élément dont il faudra.z(%enir compte,

Dans chacun des exemples, la valeur numérique était en-
titre, Il est facile de concevoir des exemples ol la quantité atta-
chée & une expérience aléatoire est simplement réelle, Il suffit de
prendre la durée de vie d'un tube électrique,

Définition 1 (provisoire) . On appelle variable aléatoire (v.a. en
abrégé) toute caractéristique numérique X attachée & une expérience
aléatoire- dont la valeur est déterminée par le résultat de l'expérien-
ce et pour laquelle il y a un sens & parler de la probabilité que cette
v.a. prenne une valeur inférieure & un nombre réel x arbitraire
donné,

On représente les v.a., par des majuscules.

Une v.a. est donc une application de R dans R telle
que, pour-tout réel x, l'ensemble{ w : X (w)< x } ={ w: -<X(w)
<x } s0it un événement, c'est-d-dire un ensemble de 4. Si X est
une v.a., il y a un sens d parler de

Plw: X(w) x|

et cette probabilité est évidemment une fonction de x.
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§ 2. DEFINITION MATHEMATIQUE D'UNE VARIABLE ALsSATOIRE.

Soit X une application d'un ensemble Q2 dans un ensemble
Q' A cette application X, on peut associer l'application inverse
X-1 de 1'ensemble P ( Q') des parties de Q' dans 1'ensemble P( %)

des parties de £ . Cette application inverse posstde les propriétés
suivantes
=1 -1
1) X (¢ )=12 X (Q') =@
= ; 2 <
2) Alg Q! xt@®) = (xtan

3) Pour toute famille { Al el } de sous-ensembles de Q ', on a :

xH o A= v xa)

iel iel

-1 _ -1

X (ﬂAi) = 0 (xX7(Al)
jel iel

Pour une classe c‘ de sous-ensembles de &', nous définissons son
image inverse par :

x 1 ) ={ xtcy e e€)

Des propriétés indiquées de 1l'application inverse et de cette défini-
tion, on déduit immédiatement :

Proposition 4 : L'image inverse X-1 (Q') d'une tribu 4 ' sur Q!
est une tribu sur

Prenons ( & , @) et une application X de Q dans Q'.

Définissons :
O ={ a :aer, x'aea }

I1 est immédiat que D' est une tribu sur Q' qu'on appelle la tribu
induite sur Qr, a partir de (I , par 1'application X,

Proposition 2.

Seit X une application de @ dans Q' ,

Soit € ' une classe de sous-ensembles de R ,

Soit (' la tribu engendrée par & '

Soit X-1 (€") l'image inverse de €,

Soit @ la tribu engendrée par X-1 (£'),
xha) - a.

alors

Démonstration :

1) Puisque {'5 &, ona: % (&) = _X-i (a)
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Comme X—i(d') est une tribu qui contient x'i(t’-), X_i (a
contient la tribu { engendrée par X-1 (€' ) et donc

x! (a) 2a

2) Soit D' la tribu induite sur Q', 3 partir de &, par X.
Ona D'26' car pour tout C' e €' on a : X-1 (C') ¢ @. Des
lors, ' contient la tribu (J' engendrée par £'- On en déduit

xt (g ¢ xY9)

mais, par définition de D' ona:

T ea

Donc on a aussi

' (@eq

ce qui achéve la démonstration.

Définition 2. Une application X de l'espace mesurable ( @, @) dans
l'espace mesurable ( ', a') est dite mesurable si X'i(a') e ¢

Remarques :, 1) La définition d'une application mesurable revient a
dire : une application X de l'espace mesurable { @ , @) dans 1'espace
mesurable ( Q', {I') est mesurable si la tribu f)' induite sur Q',

a partir de @, par X contient a’'.

2) 11 est évident qu'une application X reste mesurable
lorsqu'on remplace  par une tribu plus grande mais qu'elle ne le
reste pas nécessairement quand on remplace (I par une tribu plus
petite. X-1 (@') est 1a plus petite tribu par laquelle on peut rempla-
cer (I pour que X reste mesurable,

De la proposition 2, on déduit immédiatement :

Proposition 3. Pour que l'application X de l'espace mesurable ( 2, {Z)
dans 1'espace mesurable ( @', @') soit mesurable, il suffit qu'il
existe une classe 0 ' de parties de @' engendrant ' et telle que

X1 (€% 4.

Prenons maintenant pour espace mesurable { ', df') l'es -
pace (JR ., (B) formé de l'ensemble des réels et de la tribu des bo-
réliens.

Définition 3. On appelle v.a. toute application mesurable X de (2, @)

dans (7R, @).

| La définition (d'unedv.)a._. ne fait pas appel 4 la probabilité
qu'on peut mettre sur ( Q , ’

Puisque la classe & ' des intervalles du type ] -m,x ]
x € JR engendre (J), il suffit pour avoir une v.a. de vérifier que
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X-i(f')f_- d. On retrouve les éléments introduits dans la définition
élémentaire.

Soit ( R, &, P) un espace probabilisé et X une v.a. dé-
finie sur cet espace. On définit une probabilité Py sur (JR., @A),
qu'on appelle la probabilité induite par X & partir de P, par la
relation

vBe (3 P.(B) =P (X-i(B})
Vérifions que PX satisfait les axiomes de Kolmogorev,
1)  0< P (B)<1 vBe 03
2) P R) =P & Y(R)=P(Q) =1

3) ViEI,Bir-:@ et vi#j, B, ABJ.= @ et I dénombra-
ble.

Py (UBy) = P[X-i(ﬂ’Bi)]z P ‘.J[X—i(Bi)]) . P[Xui (Bi)]

= I Py(B;)

-1 N | -1 . _
car X (BiﬁBj)—X (Bi)r)X (Bj)—® si BinBj—®
Quand on utilise une v.a. X c'est généralement dans l'espace (7R,
a3, PX) que l'on travaille, Comme la classe des intervalles | -00,x |
engendre (3, il suffit de connaftre la probabilité Py de ces interval-
les, C'est ce qui conduit 4 définir la fonction de distribution d'une
v.a., On dit aussi fonction de répartition,

§ 3, FONCTION DE DISTRIBUTION OU FONCTION DE REPARTITI-
ON D'UNE v,.a.

Soit X une v.a. définie relativement a (@, Q,P% et (JR,03).

Définition 4. On appelle fonction de distribution (notée f.d. en abré-
gé) d'une v.a. X la fonction Fy définie par :

x elR Fx:x—> Plw: ~-o<X(w) € x] =PX(]—oo,x 1)

11 est plus commode d'utiliser le symbolisme abrégé
FX(X) = PX (X € %)

mais il ne faudra jamais perdre de vue la signification exacte de 1'é-
criture,

Remarque, Dans un exposé théorique avancé, on peut pratiquement
se passer de la f.d. Néanmoins, dans les applications ol la struc-
ture d'ordre de JR joue un rdle important, elle reste un outil
précieux.



18

Convention d'écriture. On négligera le symbole X associé &4 F et P
quand aucune confusion ne sera possible,

Propriétés des f.d.

Pour toute f.d. d'une v.a. on a :

1) vxelR 0< Flx)< 1

2) Une f.d. est croissante

Pour.x £ v %,vdR 1'événement [ W : X(w) <€ x ] impli-
que 1'événement [ w: X(W) g y ]. Des lors, on a :

F(x) = P[Xx< x] € P[X<y]l = F(y)

3) lim F(x) = 1 lim F{x) = 0
X=» +0@ b 26 s]

En vertu de la deuxi®me propriété, F est une fonction mo-
notone croissante, Il suffit donc de vérifier la propriété 3 pour une
suite (x )monotone de valeurs de x qui tend vers +oo ou -00 sui-
vant le cas, La suite des événements

[w :X(m)éxn]qt Q quand (xn}—->+cn
et donc on a :

11mF(x)=P(Q) =1,
x.-7+oo
De méme, la suite des événements
[N:X(w)gxn]\l;@ quand (x_ )= -
et donc on a : 9
limF(xn)=P(@)=0
X?—m
4) Une f.d. est continue i droite, c.d.d. lim F(y) = F(x)
VX
>

En vertu de la ‘propnete 2, il suffit encore de vérifier
cette propriété pour une suite (y \l,x. Or, dans ce cas, la suite
des événements

[ w :X(w)gy +[w:X(w)s§x]
ce qui implique
lim F(yn) = F(x)
Yﬁ—))-x

Remarques : 1) On peut montrer que si on a une fonction F :IR-2[0, 1]
qui satisfait aux quatre proprhetes 1nd1quees, alors on peut définir
une probabilité P sur (J@, B) en posant P (] -c0,x ]) = F(x).

2) Certains auteurs définissent la f.d. par F(x) =
P[X<x]. Une telle fonction est alors continue & gauche,
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Conséquences. Pour tout a,be€ R, a< b, on a :

Pla< X <b]=P[X < b]—P(X al = F(b) - Fl(a)
P[a< X <b]=P[X =a]+F(b) - Fla)

Pla< X < b]=F’(b)-Fia)-p[x=b]

Plag< X <b]=F(@) - Fla) - P[-X=b] + P [X=a).

L'événement [ w: X( w) = b ] peut &tre exprimé comme étant 1'inter-
section d'une suite décroissante d'événements. On a, n é&tant un
entier > 1,

[w=X(w)=b1=“[b-1’<x(w)<b+%]
P[X=bl=limpP[p-2 <xgp+i
n->1+oo[ B n]
= lim [F (b + )-F(b-%)}
n—» +co

= F(b+ 0) - F (b-0)

si on désigne par F(b+0) la limite & droite et par F(b-0) la limite
a gauche,
On en déduit :

1) Si F est continue au point b, alors F(b+0) = F(b-0) et
P[X =b]-=
Ainsi, si une v.a, a une f,d, cont1nue en un point b, la probabi-

lit€ que la v.a. prenne cette valeur b est nulle,

2) Si F est discontinue au point b, alors F(b+0) # F(b-0)
et
P[X =b] = F(b+0) - F (b-0) # 0

Ainsi, une v.a. peut prendre une valeur b en laquelle sa f.d. est
discontinue avec une probabilité strictement positive.

Exemple 4, La v.a. gain de A définie dans l'exemple 2 a une f.d.
définie par

0 x <=2

2J1/4 -2€x< 0

.F(x)‘1/4+1/2=3/4 0<x< 2
1/a+1/2+2/4 =1 2<x

On voit que la représentation graphique de la f.d. d'une v.a., qui
ne prend qu'un nombre fini de valeurs est celle d'une fonction en
escalier,
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F
(0,1) B
—T
i
:‘-2 0 2 x

On remarque quz la fonction F est continue sauf aux points -2,0,2
qui sont les seules valeurs que peut prendre la v.a. dans le pro-
bléme. Les probabilités afférant & ces valeurs egalent la grandeur
du saut de la f.d. en ces valeurs. Elles peuvent s'évaluer en fai-
sant la différence entre la limite & droite et la limite 4 gauche
en ces valeurs.

Le cas ol la f.d., est une fonction en escalier correspond
2 un type bien déterminé de v.a. qu'on appelle v.a. discrate.

8 4, VARIABLE ALEATOIRE DISCRETE,

On appelle ainsi toute v.a. telle que l'image de Q par
cette v.a. soit une partie finie ou dénombrable deJR . Pour carac-
tériser une telle v,a. X il suffit de donner la suite (xJ') des points
en lesquels la f.d. de X est discontinue (qui est aussi la suite (x:)
des valeurs que. peut prendre la v.a, avec une probabilité stricte-:
ment positive), ainsi que la suite (p) des grandeurs des discontinui-
tés de la f.d. aux points (x) correspondants

Une v.a. discréte X sera symbolisée par

XO, xi,.... X.iyaen

X
po. Pinn--: P:soowa

avec p. = P | X = x.
5 [ i
et les conditions : o0

ngjg:l rp. =1
j=0 ’

Dans cette catégorie se trouvent les v.a. qui ne prennent

qu'une seule valeur a avec probabilité 1. Les constantes sont de
telles v.a.

Exemple 5. Soit (2, @, P) un espace probabilisé. A tout &véne-
ment A € {f, on peut associer une v.a,, notée I , appelée 1'indi-
catrice de A et définie par
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IA(w) 1 si we A
I,(w)=0 si w § A.

La v.a, indicatrice de A prend donc la valeur 4 quand A est réa-
lisé et la valeur 0 quand A n'est pas réalisé, Elle est entidrement
caractérisée par :
0 1
I c
A q = P[A] p = PlA]

L'indicatrice jouit des propriétés suivantes :

0<pg1 ; pt+tgq=1

' <
7S B =—= I, IB
= —_— =
A=B /— I, =1
n =D = =
ANB =Il,,pg=0
Ig =0 I, =1 ; Ip +1,c=1
t<n<mflp, = wg
n n A
n
mE N i —
VA_ = 1 +(4-1, )I, +(1-1, )1 -1, )I, +...
n Ay AT A, Ay A, A,

En particulier, si Vi # j A.n Aj = @, alors

Exemple 6 : .v.a. de Poisson de paramegtre A caractérisée par

X

= - A >0
.piz?\e K, .

On vérifie immédiatement que

v jeN Ry B, 8

+a ot ad A A

Z P = e X T3 =e e =4
jeo jro I

§ 5, VARIABLE ALEATOIRE CONTINUE.

On appelle ainsi toute v.a, pour laquelle la f,d. est con-
tinue et pour laquelle on suppose de plus qu'il existe une fonction
IR —=JR . appelée fonction de fréquence (f,fr. en abrégé) ou
densité de probabilité, satisfaisant aux conditions

1) vxelR ' f(x) =2 0
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+a
2) I flx) dx = 4

3) vxeR F(x) = P[X € x] =‘J’ f(u) du

-Q0

La fonction f n'est pas nécessairement continue au point
x. Cependant,si f est continue au point x, on a :

)

On a : dx

aelR ., belR a< b
Pla< X< bl = F(b) - F(a)

=Ib f(x) dx

a
Le résultat est illustré par les deux représentations graphiques sui-
vantes
F
(0,1)

i
|
: F(b)
i

| F@@) 1

a b X

a b x
On remarque que pour toute v.a. X continue, on a
vxe]R P[x=x]=0
Remarque : L'appellation v.a, continue est une abréviation pour

v.a, absolument continue car la f,d. correspondante est non seu-
lement continue mais encore absolument continue. Rappelons qu'une
application F : R .?]Ret dite une fonction absolument continue,
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si Vv, >0, il existe un & > 0 tel que, pour tout systdme d'inter-
valles réels disjoints.[ ay s ka (k =1,2,...,n), a < b, la re-

lation *
n
(b, -a )x &
k
k=1 k
entraine
n -
z F(b, ) - Fla, ) | <.
k=1" k L

On peut démontrer que toute fonction absolument continue est pres-
que partout différentiable et €gale a l'intégrale indéfinie de sa déri-
vée,

Dans la plupart des applications les valeurs possibles
d'une v,a, continue sont tous les points d'un ou de plusieurs inter-
valles réels,

Exemple 7. La durée de vie de certains tubes électriques est bien
représentée par une v.a. continue ayant pour f,fr.

flx) ={ n e ¥ pour x > 0 b>0
0 pour x < 0

On en déduit :

§ 6. VARIABLES ALEATOIRES DU TYPE MIXTE.

On rencontre dans les applications des v.a. X : @ —A /R
ol A peut Eétre décomposé en une partie dénombrable D de probabi-
lité Py, (D) # 0 et oit sur A-D la v.a. X se comporte comme une v.a.
continue., La f.d. F d'une telle v.a, est alors une combinaison liné-
aire du type

F = ?\F1+(1—?\)F2 <0 A <1
F, étant la f,d. d'une v,a,discrete et ]:"2 la f,d, d'une v.a, con-
tinue.
La f.d., définie par
F(x)={i-pe’(xua') x < a 0<p<1
0 x3a

présente une seule discontinuité au point a et on a :

P[X =a] =1-p=gq
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Pour tout intervalle dont les extrémités sont strictement
supérieures & a, on trouve la probabilité de cet intervalle en
intégrant la fonction :

fx) = [pe (e-2) N
0 x < a
On voit que si on pose
-Fi(x) =|0- x < a
i X 2 a
Fox)=1|0 x < a
. -(x-a)
1-e X2z a

on- trouve F(x) = q Fi(x) +p Fz(x)

On rencontre de telles v.a. dans certains types d'assu-
rances ol le montant du sinistre est une v.a. qui prend la valeur
0 avec une probabilité strictement positive et qui se comporte com-
me une v.a. ayant une f.fr. exponentielle décroissante en dehors
du point 0. Le cas ol a est strictement positif correspond au cas
des assurances avec franchise,

La représentation graphique de la f,d. F est donnée par:
F

(0,4)

9

il
a x

Remargue : Deux v.a. définies sur deux ( @, @, P) peuvent
avoir la méme f. d.

1) Je considire une pitce de monnaie parfaitement ré-
gulitre. -Q = { pile, face | . Je prends =F( Q) Lav.a X
est définie par X (pile) = + 1 X (face) = -1,
Alors la v.a, X est caractérisée par
-1 +1

X 472 1/2

2) Je considdre un dé & 6 faces parfaitement régulier.
Q = {1,2,3,4,5,6\ . Je prends & =$P( Q) La v.a. Y est
définie par :

Y(1) = ¥(3) = Y(5) = -1 Y(2) = Y(4) = Y(6) = +1.

Alors la v.a.Y est caractérisée par
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-1 +1
+ 1/2 1/2
Les deux v.a, X et Y ont évidemment méme f,d.
La v.a., Z définie par :
zZ(1) = 2(2) = 2(3) = -4
Z(4) = z(5) = z(6)

a encore méme f.d. que la v.a. Y.

z

1
-

§ 7. FONCTION D'UNE V.A.

Soit X une v.a. sur ( %, &,P). Soit g une application
mesurable de (JR ,(B) dans (@ , 03 ). Alors g o X est une v.a.Y
qui sera notée plus facilement Y = g(X). On a, en effet, le schéma

Y
(o, )—% (R.@) “T~(R.B)
yIB)=x1ghB) ¢« xHB)ea

Cette propriété est exprimée dans

Proposition 47 Si X est une application mesurable de ( @ , @ ) dans
( R', @'); si X' est une application mesurable de ( Q', @') dans
(Q", ") alors X' o X est une application mesurable de ( @ , &)
dans ( Q", @").

Pour connaitre la f.d., de Y il faut chercher
Fyly) = P (Y < y) = P(w: Y(w) <y) =P ( w:gX(w)<y)
pour yYER .

Dans les applications, g est le plus souvent continue et
monotone, ce qui facilite les choses.

Exemple 8., Soit X une v,a., avec

F (x) = i—e-3x x>0
X
0 x< 0
Prenons : Y = VX si Xz20
0 si X<0

On voit que g n'est ici définie que S“‘-’R_,_ mais ]R+ est tel que
Py (lt+) =1,

Fyly) = Py Y < y]= Py (VX<y) = P, (X < %) VEIWB

. B
IFY(Y)=:l-e3Y y >0
0 y <0
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Dans le présent cas, on parlera plus simplement de la v.a. Y =\/;( on a finalement :
On remarquera que 1
=f_(h o =
= — = dx
fY(Y) o 6ye
0 y< 0 Si la fonction g jouissait des mé&mes propriétés mais était stricte-
ment décroissante, on aurait :
Exemple 9. Soit X une v.a. Soit Fy sa f.d. Soient a et b deux con- 1
stantes avec a > 0, Prenons : Y =23 X + b fY(y) = fX (h(y)) ‘E (1)
Nous avons Idxl
-y-b -b
= ; s < L] = 3 e Ll
FY{V) Px[a‘ K+ s y] PX[X a FX ( a ) velR Remarque. Cette formule est en fait celle du changement de varia-

ble dans une intégrale. Pour la retenir facilement, on peut utiliser

Si X & une f.05, fX’ dloEs. T B ussl ane L 45, denves. pax un procédé approché commode dans certaines applications.

d d y-b q y-b z Gl
= = — =—f Soit X .a, ayant £ our f,fr, On t éeri la re-
fY(Y) o FY(V) v Fx ( = ) S & { = ) ation i une v yant £ p b peut écrire re
Si a était strictement négatif, on aurait : PlaeEdx b dx] ~ f_(x) dx
y-b ) X
FY(Y) - PX (@X+b<y)= PX (x > a ) Si Y = g(X) a pour {f.fr. fY’ on a aussi :
2 - ¥-b y=b ' ~
=P, Xx=L2)+1-F ) Ply< Y<y+ay | = £,09) ay
i y-b, _ 1 y-b Mais en prenant y = g(x), on a :
= - == f = —_
£, (y) s S ig=o L)

P[x( X g x+dx] = P[Y <Y ;<\y+dy]
Ce dernier exemple suggere la formulation générale qui

permet d'obtenir la f.fr, de Y 4 partir de celle de X, quand elle d'olt la relation

existe, sans passer par la détermination de la f.d. de Y,

fY(Y) dy = £ (x) dx

Soit X une v.a. ayant fy pour f. fr. Soit g : ]E -/ con- X

s i 1
tinue et strictement croissante (il est facile de vérifier qu'une telle fY(Y) = fX (x) et
application est mesurable). Alors & toute valeur de x correspond une Eﬁ

seule valeur y = g(x) et, réciproguement, a4 toute valeur y correspond
une seule valeur x = h(y) telle que g(x) = y. La fonction h est la
fonction réciproque de g.

Il reste 4 exprimer le tout en y dans le second membre et & tenir
compte du fait que les deux f.fr. sont positives.

Supposons de plus que la dérivée de g existe et est conti- Exercice . Retrouver les fonctions de fréquence des exemples 8 et 9
nue., Alors, la dérivée de h jouit des mémes propriétés. Soit en utilisant la formule (1).
Y = g(X). On a
Quand la fonction g n'est pas monotone, on peut parfois

FY(y) =PylTg y) =P, (g(X)gy) = Py [X < h(y) ] décomposer son ensemble de définition en sous-ensembles sur les-
X quels g est monotone. Ainsi l'application g : B -=J/R définie par
= Fy (h (y) ) g(x) = x2 est strictement croissante pour x > 0 et strictement dé-
croissante pour x < 0,
et dF
Y _d ,
- =3 = , E le 10, .a, f, fr.
fY(y) Ty "oy P ((y)) £, (h(y)). k' (v) xemple 10, Prenons une v.a, X ayant pour f,fr
: _ 1
Comme = oLl 4 58 = =) T < x < e
) G T T W ) ,

dy et prenons Y = X
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Pour y » 0, on a :
Fyly) = PL(Y<y) = B [X*<yl= PL-F<X<yT )= B VT) - Ty (V)

et par dérivation, pour y > 0

d -1 1
f = — F f - — T — i
Pour v > 0, on a évidemment FY(y) =0 car 1'événement [Y < 0]=] X2< 0]

est vide et donc aussi fY(y) = 0.,

Dans le cas o X et Y sont deux v.,a. discrites et ol Y = g(X),
il n'est pas nécessaire de chercher la f.d. de Y. Il suffit de chercher
les valeurs que peut prendre Y et les probabilités correspondantes,

Exemple 14. Soit X la v.a. caractérisée par

-2 0 2

X 1/4 1/2 1/4

2 £iok
alors la v.a. Y = X7 + 3 est caractérisée par :

3 7

¥ 1/2 1/2

29

g 8. FONCTIONS PARTICULIERES DE V., A.

Ce paragraphe a pour but de montrer directement que -cer-
taines fonctions de v.a, sont des v.a,

1) Si X est une v.a. et si a est une constante réelle,alors

a X est une v.a.
Sia=0 {w:ax(w)gx}z{CP six< 0

R six> 0
Sia>0 {w:aX<x}={w:X<§:
Xéx}zlw: X}E]sa,
} a
V.a,

2) Si X est une v.a,, alors X2 est une

Sia< 0O {w:a

8ix< 0 {X2<X}=® '
Six >0 [¥2<x) = {-vr<x <k} = x<ykfo { x>k} el
3) Si X est une v.a. positive, alors \/;( est une v.a.
Six <0 {VX<x)= @
Six >0 [Vxex={x<x®} = @
4) Si X et Y sont deux v.a., alors Z = X + Y est une v.a.
(Rappelons que Z est la v.a. qui, au point W , prend la valeur

z(w) = X(w) + Y(w) ).

Il suffit de montrer que si r parcourt l'ensemble des ration-
nels, on a :

{ou : Z(w)<z}= U{Lo:X(u))<r}ﬂ{ w: Y{w)< z-r}

b

Il est clair que l'ensemble du second membre appartient a a puisque
I'ensemble des rationnels est dénombrable. Il est contenu dans l'en-
semble du premier membre. Réciproquement, .1'ensemble du premier
membre est contenu dans celui du second car si W est tel que

X(w) + Y(w)< z, il suffit de préndre un rationnel r tel que
X(w)<r<z - Y(w) car alors we { W : X(w)<r}n.{w: Y(w)<z -r} .

5) 81 Y est une v.a. telle que{w: Y(w) = 0} =® alors -1?
est une v, a.

On peut écrire :

(F<x) {({Fex) o {xooh)o(l fex)n{v<o))

ce qui donne immédiatement le résultat,
: 6) Si X et Y sont des v.a. alors max (X,Y) est une v.a.
et min (X,Y) = - max (-X, -Y) est une v.a.
La v.a. Z = max (X,Y) est celle qui au point ® prend
la valeur Z(W) = max (X(w), Y(w) ) et
{max (X,Y)< }={ X<z}n {Yéz}
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7) si A € {, alors I, est une v.a, car
{1 <xl=(92 si x < 0
A c . CHAPITRE III. MOMENTS DES VARIABLES ALEATOIRES.
A si 0< x< 1 .
2 si 4 <x
Remarquons que si A # alors IA n'est pas une v.a.
+ ~ Dans tout le chapitre, les v.a. sont définies sur un méme
8) Si X est une v.a. alors les fonctions X et X définies espace probabilisé ( @ , @&, P).
par :
xt = x I{X>O}= sup (X, 0) § 4, ESPERANCE OU MOYENNE D'UNE V., A.
=
X" =X I{X<O}= sup (-X,0) Définition 4., Si X est une v,a., discrete caractérisée par (Xj) et (pj),
+\ _ n _ : on appelle espérance mathématique de X (ou simplement espérance de
sont des v.a, On a alors : X = X - X et l Xl = X +X est aussi ‘ X), notée E[X], ou moyenne de X, notée my, le nombre réel défini
une v.a. par :
E[X] = mX=' T x. p.
9) Si X et- Y sont des v.a. alors XY est une v.a. ; [
‘ ooz 's rz P
Les propriétés 1,2,4 et l'identité algébrique pour autant que l'on ait '
XY = 1 [(X + Y)2 - (X-Y)Z] Iixil p, < 4o
4 RN A

donnent le résultat : ;

Exercice : Vérifier de. plusieurs fagons que
Définition 2. Si X est une v.a. continue ayant fy pour f.fr., on ap-

a) la fonction constante est une v,a, pelle espérance de X, notée E[X], ou moyenne de X, notée m_, le
b) si X et Y sont des v.a. et si{ w: Y(w) = 0} = @ alors nombre réel défini par : X
X
= est une v.a,
k> une v

+ co
E{x] = m_ ={-00 x fX(x) dx

pour autant que l'on ait :

+oo
x | £ (x) dx < +
f_co[ ] x o

Définition 3, Si X est une v.,a., si g est une application mesura-
ble de (R, G} ) dans (JR,(03 ), on appelle espérance ou moyenne
de 1a v.a, Y = g(X), notée E[Y] = E(gX)) = my, le nombre réel
défini de la manieére suivante :

a) si X est discrdte et caractérisée par (xj) et (pj), alors
E[Y]=E [gX] = my = z gkx,) p;
Y 3 37

pour autant que l'on ait :

z|g (xj)lpj <+ oo,
J
b) si X est une v.a. continue ayant f pour f.fr,, alors
00
E[Y] = E[gx)] = m, =f g6x) £,(x) dx
~00
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pour autant que l'on ait :

+oo
I oolg(x)l fX (x) dx< +o0

Remarques : 1) Pour chercher E[g(X)], on peut procéder d'une. autre

fagon : Dans le cas discret, on cherche d'abord (y;) et (q;) avec
q; = P[Y =y;] et on définit :

E(Y] = E[g)] = my = Zy; q

pour autant que l'on ait :

Tyl 93 < * .
1

Dans le cas continu, on cherche d'abord fY et on définit :

: + 0o
E[Y] = E[gix)] = my =f y £, (v) dy

- 00
pour autant gque l'on ait :

+ oo
j 1yl £y (y)dy<+ .
- Q0

Par un théortme général de la théorie de 1'intégration, on
peut montrer que les deux procédés sont équivalents, mais dans
les applications, la définition 3 est plus commode.

2) D'apreés la définition 3, E[X] n'existe que si E[|X]]
existe c'est-d-dire si E [|X]]<+ oo

Exemple 1. Soit X une v.a, ne prenant que la valeur a avec
P[X =a]= 1, alors : E[X]= a. 1 = a,

En particulier, 12 moyenne d'une constante &gale cette
constante.

Exemple 2. Soit IA 1'indicatrice d'un événement A € {.

1 0

Ta PA]=p P[AC]= ¢ 0gp<t ptqg=1

Alors_, on a :
E[IA] = 1x P[A] + 0 x P[a®]= P[a]

Ainsi, la probabilité d'un événement égale l'espérance
mathématique de son indicatrice.

Exemple 3. Soit X une v.a, Binomiale de parametre (n,p) (en
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abrégé Bi (n,p))

0 , 4, 2 3 PR TP 4 §
X Cs pas
P[x]=j =clp g™
n ; n. j n n iy .
E[X]=ZJCanq J-—-ZJCanq J_ZJ I_‘Ip\]q .
j= j= = J =]
J=o J~1 J"i
n
n-1 ! j=1 (n-1)-(j-1)
=np I o
j=1 (J 1) v (neg)!
n-4
=np I n-1) | i (n-1)-i - n-d _
izo 1! (n-t-1)! P 4 np (p+q) n p

Exemple 4, Soit X une v.a. de Poisson de parametre A > 0

- +00 J _ +co 3 _ _ +00 7\_]‘-1
g I e
j! . j! - j-11
j=o j=1 =1
+00 i
=7\e}\2%=7xe_>\e7\=7\
i=0 :

Remarque : Dans ces quatre exemples E[X] existe puisque
E[X] = E[IX|]<t .

Exemple 5. Soit X une v.,a, discréte caractérisée par

; J
(-1)) -73—- i=1,2,3,,
X o, = 4
i
+c )
On a bien Z ——Jr= 1 comme somme des termes d'une progres-
=1 2
sion géométrique.
+co . 5] +oo J
E[X]= ¢ (-1)33.~ L s 3 (—Q— = -log 2
j=t b2 =

par le développement de Taylor de Log_ (1+x) au point x = 1.
Néanmoins, E[X] n'existe pas, car

+0o

z —1- = +oo

E[Ix|]= ;

j=1

‘Exemple 6. Soit X une v.a, exponentielle ayant pour f. fr.
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_MX
flx) =} u e x 20 b>0
0 x <0

e[x] = [Ix1] =f+ooxue'“" dx =

par intégration par parties.

Exemple 7, Soit X une v.a, de Cauchy ayant pour f{f, fr.
f(x) = ——1—5 - < x< +00
(4 +x)

Une telle v.a. n'a pas d'espérance, car :

oo 1% oo X 1
EUX]]=[ —— dx = Zf ———m—— dx = =
° I

+oo
2 Y
o T{1+x T {1+ x7)

Il est intéressant de remarquer qu'on a :

+a % d
-a 1 +x%)

puisqu'il s'agit de 1l'intégrale d'une fonction impaire prise entre
des limites finies symétriques, Des lors, on a :

+a
lim —xdx _

a-=+tm Y-a (41 +x2 )

Proposition 1. Si F est la f,d, d'une v.a, X, si E[X]existe et
si a> 0, alors on a :

im a P[Ix{>a]=0
a=e+0
ou ce qui est équivalent :
lim x [1 -F@x)] =0 lim x F(x) = 0
X ==+ 00 X o= = QD

Démonstration (faite dans le cas continu seulement)
Puisque E [X] existe, on a E[[X[]<+ @ et

nfixt] <[ 121 160 wef  Ixl 160) e e 0 ax

=00 +a

> af_a f(x) dx + a/+oof(x) dx = a P[]Xl >a<]

~00 a

d'ol le résultat puisque E[[X[]<+ o implique
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+co
I f(x) dx =0 quand a —e+00
a

-a
f f(x) dx —=0 quand a —=+c
-

Proposition 2. Si Fest la f.d. d'une v.a. X, si E[X] existe,alors

+0o o
E[X] =f (1-F(x)) dx -f F(x) dx (1)
[o]

-

Démonstration,

a) X continue ayant f pour f.fr, Intégrons (1) par parties,
il vient :
+oo o

E[X]= [x (1 —F(x))] +J‘+°° x f(x) dx -[ x F(x)]i +f x f(x) dx

o] -0

et on a le résultat en'appliquant la proposition 1.

b) X est discréte caractérisée par (x.) et (p.). Intégrons (1)
par parties, il vient ] J
+co o
E[x] =[x (1-F(x))} + Y X, ps = [x F(x)] + hX X. p
o (5> 0) 3 -0 (%;<0) J
d'olt le résultat en appliquant la proposition 1.
Graphiquement, la formule (1) montre que E[X] est la diffé-
rence entre les aires I et II,

¥
(0,1

i

Exercice : Si X est une v.a, positive (P[X>0]=~1) ayant F pour f{. d.
(F(x) = 0 pour x < 0) et si m = E[X] existe et est différente de O,
alors

X
1
G:R—=R G(x) = gf (1-F(y)) dy
o
est la f,d. d'une nouvelle v,a,

Proposition 3, Si X est une v.a,, si E[X] existe,  si a est une
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constante, alors : Ela X] = a E[X].

Proposition 4. Si X et Y sont deux v.a. et a,b,c des constantes,

si E[X] et E[Y]existent, alors
ElaX+bY+c]=aE[X]+bE[Y] +c

Nous admettons cette proposition qui est un théoréme gé-
néral de la théorie de 1'intégration.

Corollaire : Si X est une v.a. et si E[X]= m existe, alors

E[x - E[x]]= E[X-my] = 0

Des propositions 4 et 5, on déduit immédiatement :

Corollaire : Soient X et Y deux v.a. telles que E[X] et E[Y]exis-
tent. Si'P[X2Y] = 1 (c'est-d-dire si P[ w : X(w)2¥(w)] : 1) et,
en particulier,si X »Y, alors E[X]|>E[Y].

Corollaire :  Si E[X] existe, on a |E[X]]| € E[IX{]

Remarque : Cas d'une v.a. de type mixte.

Soit X une v.a, de type mixte ayant pour f.d.

F(x) = [1-0,5 o "0x-3)
0 x <3

x 23

Alors ;

Ex]

+co
3x0,5 +f 0,5 x e 03) gy

3
1,5+ 0,5 x 4 = 3,5

+ -
Exercice : Si E[X] existe, il en est de méme de E[X Jet E[X ],

§ 2. MOMENTS D'UNE V.A,

Définition 4, On appelle moment my d'ordre k (ke N), d'uf(’le
v.a. X, l'espérance mathématique, quand elle existe, de X .
On a donc

. k

si E[l X] ] <+

m, = E[x]

En particulier, on a my = i, m,

= E[X]
La relation [X_l‘}g ]Xlk + 1 (j,keN, jgk) montre que si

E[[XIk existe, alors E[XJ] existe pour tout jgk, puisque
j k
E[1xI"] < e[1x1*] + 1.

Définition 5, Soit X une v.,a. dont on suppose que m_ = E[X]
existe, On appelle moment centré pj, d'ordre k (ke N), 1l'espé-
rance mathématique quand elle existe de (X-m)K

On a donc :
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k1 . k
By = E[(X—m) | si E[{X-ml ]<+ o
En particulier, on a : By = i, p.i = 0.

Définition 6. On appelle variance d'une v,a. dont on suppose que
la moyenne existe, le moment centré U, quand il existe, La va-
riance de X, quand elle existe, est notée 0% ou var X,

On a donc : X

Cf( =var X = E[(X-mx)z] quand E[(X—mx)2]<+ 0.

Définition 7. On appelle écart quadratique ou écart type d'une v.a,
X dont la variance existe, la racine carrée arithmétique de la va-
riance, Cet écart est noté GX

La variance d'une v.a. jouit de deux propriétés fondamen-
tales. Prenons a € J et cherchons E[(X-a)z] On trouve

it

E[(x-2)%] E[(X-rgx+ mX-a)z
= E[(X-mx)z] + 2 (mx-a) E[ X-mX]-l- (mX-a
)2 = Gi + (m}ia)‘2

= 2 _
= E[(X—mX) ]+ (mX a
De cette derniere relation, on déduit :
. . 2 2
1)S1a74mX, on a : 0X<E[(X-a)}

2

2)Sia =0, ona :
X

E[XZJ = 0)2( + m

Proposition 6 : Si X est une v.a. dont la variance existe, on a :

2 = B[x] mZ = £[x%]- 2¥x ]
e = - = -
< El X mX ElX ETIX
Proposition 7 : Si X est une v.a. dont la variance existe et si a
et b sont des constantes réelles, on a :
var (a X + b) = a? var X.

Tax+b 12 oy

Démonstration :
var (a X+b) = E[(a.X+b - amX-b)2]= E[ a.?‘(X~rnX)2

Proposition 8; Si X est.une v.a. telle que P[X=a]= {1 et, en par-
ticulier, si X est une comnstante, alors var X = O.

a2 var X,

Démonstration.
On a : P[X‘2 = a2]= 1 et donc E[X2]= a?‘. On en déduit :
62 = az - aZ = Q

Proposition 9 : Si X est une v.a. ayant une variance différente

)2
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X-m
de 0, alors pour la v.a. Z = = X ona: E{z] = 0 et var Z =1.
2 . X
Démonstration : 1
E|Z E| X~ 0
(2] = § B[x-m ]
2 1 2
o = = 4
Z o2 ox
X

Définition 8. Une v,a. ayant une moyenne est dite centrée si cette
moyenne est nulle.

Définition 9. Une v.a. ayant une variance est dite réduite si sa
moyenne est 0 et si sa variance est 1.

Remarque : Tout moment centré d'ordre k peut s'exprimer a l'aide
des moments d'ordre inférieur a k. En particulier, on a :
by = m, - 3m,m_ + 2 m3
3 3 1772 1
B o =m, -4 mm +6m2m —3m4
4 4 173 172 1

Définition 10, Pour une v.a. X dont le moment d'ordre k (k& N)
existe, on appelle moment factoriel d'ordre k, l'expression

m = E[X (X-1) (x-2)... (X-k+1)]

k1
On en déduit :
_ 2
var X = m + m_ - m
[2] X X

Exemple 8. Soit IA I'indicatrice d'un événement A € CI/
2
)

2 2 2

(1-p)”“ p+ (0-p)” @ =q“ p + p"q = pa(p+q) par la

définition 1.

ou ~ 42 2 2 _
varIA—i.p—p=p-p—-

var IA

Exemple 9. Soit X une v.a. Bi (n,p), alors
n

s
E[x(x-1)]= £ (-1 cl o "7 =
J 0 n 1 . 2 .
= n (n-1) pZ s n-2! pJ-Z qn-— -(j-2)
j=2  j-2! n-j!
2 n-2
= n(n-1) p° (ptq) " =n (n-1) p

par un procédé entidrement analogue & celui utilisé dans la re-
cherche de la moyenne, On en déduit :

var X-= n(n-1) pZ +np - (np)2 = np - np2 =np (1-p)=npgq

p(1-p) = pg par la proposition 6.

Exemple 10, Soit X une v.a. de Poisson de parametre A> 0,

+o0 ; + } -
Ao _ @ ,j-2
E(x(x-1)] = 2 jG-1)fpe =% 2 A
i=o v o =z 3-2!

varX=7\2+7\,-}x2=)\

Exemple 141, Pour la v.a. X de -l'exémple 6, on a :

£[x?] =J'00 K pe™MFax = 2
o

e
[a¥]

va,rX=—1'—2
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§ 3. INEGALITE DE CHEBYSHEV.

Soit X une v.a., de moyenne m et de variance 02.

CYZ
va>o0 P[lx-ml>a]<;—2

ou la formulation équivalente :

va >0

Démonstration :

Il suffit de démontrer la prermere partie. Considérons la

v.a, Y définie par :
Y=10

2
a si |X-ml>a

si lX—m:I <a

On trouve immédiatement :
EfY] = a? P[lx-m|>a]

Mais on a aussi :

(X-m)?

2 Y

comme le montre la représentation graphique. On en conclut :

= E[ (X—m)z] >E[Y] = a’
d'ou le résultat, \

p[lx -m|>

(xrn

(0,2%)

m-a m . m+a

On a :
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Corollaire, - Si X est unerv.a, ayant une variance nulle, on a

P[X=m]= 1

Démonstration, Puisque o= 0, par 1'inégalité de Chebyshev, ona:

va > 0 0 < P[IX-m]>al< 0
0 < PlIX-m|>0] <0
Donc P{IX-m|>0] = 0
et PlIX-ml= 0] = 1
Remarques : Si GZ # 0, on peut donner 3 1'inégalité de Chebyshev
une autre forme. Posons a = kO k > 0 , alors
vk > 0 P[[X—m[>kc] <L
2
k
En particulier ,
pour k = 4 P[IX-ml>c¥]$1
pour k = 2 P[IX—m])Zcf]é%
pour k = P[1X-ml >30]< )

Ces résultats sont valables quelle que soit la distribution de la v.a.

utilisée. On peut les améliorer en précisant la distribution de la v.a.

ou en supposant que la v.a, possdde des moments d'ordre supérieur
au second. Néanmoins, dans la classe des v.a. ayant un moment
du second ordre, 1'inégalité de Chebyshev est la meilleure qui soit.
En effet, la v.a. X caractérisée par

-k s 0 ,

k k>0
X 1 1 1
2

— 3 1 - 3
Zkz kz 2k

conduit & 1'égalité dans 1'inégalité de Chebyshev.
Pour cette variable, on a : E[X]: 0, E[Xz]z 0}2( = 4,

Et en prenant dans I'inégalité de Chebyshev le méme k que dans la
définition de la V.a., on trouve

P[IX-m] >k ]= P[IX| 2k] = P[X =k]+ P[X = - k]= “12‘
k

L'inégalité de Chebyshev montre l'importance de la variance d'une
v.a. qui mesure la dispersion des valeurs prises par la v.a. au-
tour de sa moyenne., Ainsi, on a :
P[IX-mlg 30]> 2
J 8
a =~ de trouver une valeur

9

Il y a donc une probabilité supérieure
de la v.a. entre m-30 et m+ 30,

Définition 14. Si la variance d'une v,a. existe et est différente
de zéro, on appelle précision de la v.a, llinverse de la variance,
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8 4. COVARIANCE DE DEUX V.A. ET VARIANCE D'UNE SOMME
DE V.A.

Définition 12, La covariance de deux v.a., X,Y dont la variance
existe est définie par
cov'(X,Y) = E'[ (X-mx) (Y-mY)]

Il est immédiat que cov (X,Y) = cov (Y,X) et cov (X,X) = var X
D'autre .part on a :

cov (X,Y) = E[XY - _me - XmY + meY]
cov (X,Y) = E[XY]- myE{Y]- mYE[X]+ m m
cov (X,Y) = E[xY]- E[X] E[Y]

De cette dernitre relation, on déduit

Proposition 10 : Si a,b,c,d sont des constantes et X,Y des v.,a.
dont la variance existe, alors

cov (a X+b, c¢Y+d) = ac cov (X,Y)

A partir d'ici, on va utiliser des résultats du chapitre 4. Il faut
donc lire d'abord le chapitre 4 avant de terminer le chapitre 3.

Proposition 14. Si X et Y sont deux v.a. indépendantes dont la va-
riance existe, on a cov (X,Y) = 0,
La réciproque de cette dermitre proposition est inexacte.

Donnons-en deux exemples

1) Soit X une v.a. telle que E[X]= E[X3]= 0 et E[|X|3]<+oo
Alors, > 3 2
cov (X,X%) = E[X ]- E[x] E[X ]z 0
pourtant X et X“ ne sont pas indépendantes,.

2), Soient W et V deux v.a. de méme fonction de distri-
bution, ayant un moment du second ordre. On a donc :

E(W) = E(V) et E (W2) = E(V2), Posons : X =W + Vet Y=W-V,
On a : E[Y]= 0 et

cov (X,Y) = E[XY]- E[X].E[Y] = E[WZ—V2]= 0.

Pourtant, si W représente le résultat du premier lancer

© d'un dé et si V représente le résultat du second lancer du méme

dé, il est impossible que X et Y soient indépendantes puisqu'elles
prennent en méme temps des valeurs paires ou des valeurs im-
paires..

Proposition 12, Soient X et Y deux v.a. dont la variance existe.

alors

var (X+Y) =var X + var Y + 2 cov (X,Y)

.Démonstration :

var (X + Y)

E[{(X+Y) - (mX+mY)}2:l
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)2+2(Xm)(Ym

B[ (x-m_ )+ (v-m)? ]

Y
var X + 2 cov (X,Y) + var Y.

Corollaire : Soient X,Y deux v.a. indépendantes dont la variance
existe, alors

var (X + Y) = var X + var Y.
La propriété 12 s'étend immédiatement au cas de n variables.

Proposition 13. Soient X1,X2,. . ,Xn des v.a, dont la variance
existe,alors on a :

n n
var (X1+X2 + ...t Xn) = '2 var X; + 2 cov (Xi,’Xj)
i=1 i,j=1
i 7‘ J
n
= LvarX;+ 2 Z cov (Xl,XJ)
i=1 j=1
i<j
Remarque : La sommation double comporte n (n-1) termes tandis
n
que la sommation I comporte C2 termes.
j=1
i<j

Corollaire : Soient Xi’XZ""Xn n v.a. satisfaisant a 1'une des
trois hypotheses

a) Les n v.a. sont indépendantes
b) Les n v.,a. sont 2 & 2 indépendantes
¢) La covariance de tout couple de v.a. est nulle,

alors n
var (X, +x2+...+xn) = I var X,
g i=1
Exercice : 1) Soient Xi’XZ ..X, nv.a. de méme moyenne m,
Si on pose :
_ Xy X h X
X = , on a
n n
vn & N¥ E [)—Z ]= m
n
2) Soient X,,X,,...,X_n v.a. indépendantes de
o . 2 1°°°2 n
méme variance 04, On a : 02
var X = — .

n
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§ 5. COEFFICIENT DE CORRELATION,

Définition 43. On appelle coefficient de corrélation de deux v.a.
X,Y, dont on suppose que la variance existe et est différente de
zéro, le nombre réel p (X,Y) défini- par :

cov (X, Y

o) (X,Y) z,‘.‘d______) Gy & ?é 0.
9% %

11 est immédiat que si X,Y sont de plus indépendantes, alors

p(X,Y) = 0.
Nous allons montrer :

Proposition 14 : Si X,Y sont deux v.a, dont la variance existe et
est différente de zéro, on a :

A< p (X Y)< 1

Démonstration :
Posons : U= x - E[X] , V=Y - EI[Y]
Nous avons '
vteTR 0< E[(u-tv)2]= EIWY) - 2t E V] + 2 E [V

Puisque le trindme du second degré en t doit &tre positif,
on a :

2 uv] - 2% E (V3 <0

Clest 1'inégalité de Cauchy-Schwarz pour des v.a,ayant
un moment du second ordre. Elle est équivalente a :

2 2 2
ov X,Y) - O g 0
) - o &<

ou 2
p” (X,Y) < 1.

Si pZ(X,Y) = 4, 1'équation du second degré en t a une racine dou-
ble t donnée par :

_EUV] _ cov (X,Y)

t =
° (v} Gf(

o

Si p =+1,0na:cov (X,Y)=0 o ettt = X
X Y o a

Y
Co ) _ ¢
Sip=.-4,ona :cov (X,Y)= - O G et ty = 7

Y
Pour ces Valeurs det, ona: E[(U-t V)Z] = 0, Comme on avait
déja E[U- V]= 0, par la définition de U et V, le corollaire de

1'inégalité de 0Chebyshev appliqué a la v.a. U - ty V donne

P [U-to V= o} =
On en déduit :
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-Ef Y - E[Y]
sip =1 p| XEXL . - }1
GX ¥
G oo o= P[X—E[X] Y-E[Y]:IZ L
a g
X Y

Proposition 45. Si X, Y sont deux v.a. dont le coefficient de cor-

rélation P (X,Y) existe et si a,b,c,d sont des constantes (a>0,c¢ >0),

on a

0(aX+b, cY+d) = P(X,Y)
Démonstration :
. _acecov (X, Y) _
plaX+b, ¢ Y+d) = aGXé - = p(X,Y).
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CHAPITRE 1V INDEPENDANCE

Dans tout ce chapitre, l'espace probabilisé ( Q, a , P)
sera fixé,

g 1. INDEPENDANCE DES EVENEMENTS.

Définition 1. On dit que les n sous-tribus ﬁi @ ﬁ/ de la tribu
sont indépendantes (sous-~-entendu relativeme % a P) 51 pour tout
ch01ydeA1€a1,1—12 ..,h , on a :

n n
P[ﬁ Ai} = 7 P!:A.]
=1 i=q !

Remarque : De cette définition, on déduit : si pour i =4,2,...,n
g. est une sous-tribu de @i’ alors les sous~tribus ﬁy sont aussi
indlépendante's N

La définition montre &galement gue si ﬁ @@; alors
ﬂa et ﬁz ne sont pas indépendantes sauf dans le cnc _Lwal ol

o ~{e-9 -

Si les tribus @ “’@n sont indépendantes, alors m
{(m<n) d'entre elles le sont aussi.

Définition 2 : On dit que les n événements A, A, A de @son“‘u
indépendants (sous-entendu relativement & P) 5i lés n sous=tribus
associées

. c
ai—{Q,Ai, Ai,Q}
sont indépendantes.

Proposition 1, Pour que deux événements A et AZ deiz soient indé-
pendants, il faut et il suffit que

P{AiﬁAZ} = P{A@ P{Azji (1)

Démonstration:

C.N. Evident d'apres la définition 2.

C.8. Il faut voir que la relation (1) entrafne les autres
relations de la définition (2). C'est une vérification facile en utili-
sant les relations entre les opérations d'ensembles.

- P[AgﬁAZ] = FlA,}" P[A nA,]=P[a,] -Pla,l]
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Cc

21
c c

- P[AinAZ]

- Plana P[Ai].P[A;](_par symétrie).

Fl(a,va)f]=1 -[P A vA,]

1 - P[A(]- P[A,] + P[A)] P[a,]

PAf] - P[A,] P[A]]= P[A]] P[AS]

- Pla;n Q= P[Ai] =P[a]P[Q] i=1,2.
-Pl2aa; 1=Pla]l=P[2]P[a] i= 4,2
_P[2a R ]=Ple]l=Pr[2]lP[Q].

Remarque : la définition 2 montre clairement que la seule condition

Pla,nA,an ] = P[A]. PlA] P[A3]

2
ne suffit pas pour assurer l'indépendance entre les 3 événements
Ai’AZ’AB‘ 11 faut y ajouter les conditions

PlA,

nAj1=P[Ai]P[AJ.] i#j i,j = 1,2;3.

On en déduit que si trois événements sont indépendants,
deux d'entre eux sont également indépendants. Plus généralement,
si n événements $ont indépendants, m (mn) d'entre eux sont éga-
lement indépendants. Mais si trois évémnements sont deux & deux
indépendants, les trois événements ne sont pas nécessairement in-
dépendants. Il se peut méme, dans ce cas, que 1l'événement (Aif\Az)
ne soit pas indépendant de A, comme le montre l'exemple suivant.
On considére les quatre poings de TR3 ayant pour coordonnées
(1,0,0) ; (0,4,0) ; (0,0,1); 1,1,1). On associe & chacun la proba-
bilité 1/4. Soit A, 1'événement : la il®Me€ coordonnée du point est
1 (i=1,2,3). On'a :

i=1,2,3

™o =

Pla;] -

P[AinAJ.] =% = P[4,]. P[Aj] 1 #9 5 Lj=4i2:3,
Pla,n A, Al =% # Pla,] PlA,] P[A,]

1 L
P [(AinAZ)AA3]A T #PlanA ] PA]= ¢
Pour que les n événements A,,A,,..., A soient indépen-
dants, il suffit que pour k = 2,3,...,n on ait :-
P[AinAi AA AL A ] - P[A.i] P[Ai ... Pra;

1 2 '3 k ! 2] [ k]
ou (i,,i,s...,i ) désigne une combinaison quelcongue des nombres
de la’ suite 1,2,...,n pris k & k. Comme il y a CK pareilles combi-
naisons, pour voir si les événements A,,A_,...,A_  sont indépen-

dants, il suffit de vérifier 2"-n-1 conditions de ce type convenable-
ment choisies.
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§ 2, INDEPENDANCE DES VARIABLES ALEATOIRES.

Définition 3. On dit que les n v.a. X,,X5,...,X_définies sur
(Q, @& ,P) sont indépendantes (sous-entendu relativement a P) si
les sous-tribus assocides X-1 ( (3 )(qui sont des sous-tribus

de (L) sont indépendantes. !

Ici aussi, si n v.a. sont indépendantes , alors (n-1i) d'entre
elles sont indépendantes mais la réciproque est inexacte. En parti-
culier, n v,a. deux a4 deux indépendantes ne sont pas nécessairement
indépendantes.

La définition 1 est équivalente a& la suivante

Définition 1': Les sous-tribus a:l’ az, vees an de & sont indépendan-
tes si pour tout choix de v.a. positives Y; telles que Yi‘fl (03) gﬂf

(c'est-d-dire pour tout choix de v.a. positives Yiai mesurables) et
dont l'espérance existe, on a :

n n
E|:7r Yi:|: n E[Y,]
i=1 Y i=1

11 est facile de voir que 1' implique 1 en prenant Y, = I

Ay E‘.wi. On a en effet : A4
n n
E[n i }=[E1,\ ]: P[nA.]
i=1 i s 1
n
W[EI_]= nP[A.]
jmp b Al .
Donc : n a )
P[ﬂ Ai] = 1 P[Ai] pour tout choix de A]._Ea1

1

C'est la théorie de 1'intégration qui montre que 1 implique 1'. Nous
ne pouvons pas le faire ici.

i=1

Proposition 2, Si X,,X,,...,X, sont des v.a. indépendantes, si
gy:8p1- .18 sont des applications mesurables de &2 dans R, alors
les v.a. g4 rb(i). gZ(Xz)... o By (Xn) sont indépendantes.

Démonstration : Ce résultat est évident en utilisant la remarque
qui suit la définition 1. En effet, on a :

(gf_oXi)-i (B) = Xi_i (@)

» X

1
et les sous-tribus Xi-1 (@ ) sont indépendantes puisque Xy Xpoen X

le sont.

Remarques : 1) Une constante est indépendante -de toute v.a. car la
sous-tribu associée est{ @, Q }qui est indépendante de toute tribu,

2) Si X est une v.a. et si g est application mesurable
de IR dans JR , alors X et g(X) ne sont pas indépendantes car
(go X)1 (B) ¢ x-4(@).
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Proposition 3, Si X XZ"' ., X, sont des v.a. indépendantes et si

E [X;] existe pour'i ='4,2,...,n alors on a : CHAPITRE 5. PROBABILITE CONDITIONNELLE ET FOR-
n n
E[ m xi] = n E[x] , MULES DE BAYES.
i=1 i=1

Démonstration. Il suffit de faire la demonstratlon pour deux v.a,
notées X et Y. Posons : X+= Xt ox-, ¥ =v".¥". Alors X' et
X" sont mde-p.endantes de Y' et de Y™, leur espérance existe et el- Soit (2, (I, P) un espace probabilisé fixé.
les sont positives, Alors

ExY] = E [x"-x7) (v" - ¥7)] ‘ § 1. PROBABILITE CONDITIONNELLE.

- ~rFot -t +r - I

= BRIV - XY -ty 4 X0y Définition 1. Soit A un événement fixé de & . Supposons P[A] >0,
= E [x'] EY"]- E[x] E[vY] - E[x}] ElY 1+ EIXTIE[Y) On appelle probabilité conditionnelle de B € (¢ sachant que A est
réalisé, notée P[B/A] , (& lire P de B si A), l'expression

= E [X] E[Y"] - E[X] E[Y]
P [BnAl
= E[X] E[Y] .-
P [B/A] BIA]
Définition 4, On dit qu'une suite (X; )i e de v.a. est une suite in-
dépendante de v.a. si pour tout~ » 2 (n €§), les n v.a, Xy Xpeo o X La définition 1 n'a pas de sens si P[A] = 0.

sont indépendantes. Proposition 1 : P [./A} est pour A € { fixé avec P[A > 0], une nou-
velle probabilité sur (f.
8 3. APPLICATION.

Démonstration :
Considérons une pitce de monnaie parfaitement régulitre Il faut voir que la fonction P [, /A] définie sur (& satisfait
qu'on lance 2 fois. L'ensemble des résultats possibles est aux axiomes de Kolmogorov,
Q = { Pir\FZ, PinPZ, Fian, FoP, } ol P, représente '"obtenir pile o <P [B/Al <1
ou lancer i et F; représente "obtenir face ou lancer i'" (i = 1,2). On 1) vBe =
supposera que les quatre événements élémentaires de & ont pour pro- 2) P [Q/A =1

babilité 1/4. 3) (By) el ie i eti #j B;aB, =20

: ) . .. 4

Un bop exercice pour\ le le'cteur c’on31ste d écrire les 2 —‘16’ P[(UBi)"A] P[\i(BinA)]
sous-ensembles de P () et a les interpréter dans le langage des évé- P|UB,/A =
nements. ’ s i PlA] P [A]

s P (B, aA)

Prenons: ; ={ @, F F.C=P,Q }i = 1,2, Les deux i (B;

sous -tribus & 1 e‘ca.Z de P ) sont 1ndependantes car = PIA] = ? P [Bi/A]
1
P[F aF,l= 7 = P[F,] P[FZ]=%'% )
De la définition 4, on déduit immédiatement :

On peut associer aux deux sous-tribus  , et @, deux v.,a. Proposition 2 : Si A et B sont deux événements indépendants et si
indépendantes, X, et X,, ne prenant que deux valeurs et telles que P [A]>0, alors P [B/A] = P [A]
X; soit mesurable par rapport & ai (i =1,2). Par exemple, X; prend y .
la valeur 1 sur F; et 0 sur F{ (i = 1,2) c.a.d. X; prend la valeur Proposition 3 : Si A et B sont deux événements et si P[A]> 0,
1 (0) si face (pile) sort au lancer i. : alors

. . . P [A ~ B] = P[A]. PIB/A]
On a maintenant le sens précis de l'expression : les deux

lancers de la_pidce sont indépendants. Cela signifie que les deux
sous -tribus a, et sont indépendantes. Le sens qui a &té défini
ici pour des lancers indépendants sera maintenu dans la suite.

On peut généraliser la proposition 3 sous la forme

Proposition 4 (Théoreme du produit ou théordme des probabilités
composées).
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Pour n événements A ,A,,...,A tels que PlanAnp.. 'nAn,-il >0 -
on a :
PAaA nA, .. aA = VW P[AZ/A1] P[A3/A1ﬂA2] ..
Démonstration. .P[A /AinAZ" . 'AAn-il .
Puisque n
&...8A nA_cA
AppA,n. . nhA e nhyn.. ah, oE 1M Bae Ay
on a :
0<P[A al n. .. "An-iK P Ajnalsa. .. An_z]\é .. <P[A11\A2]< P[Ai]
On peut procéder par récurrence en supposant la propri.é?é ,
vraie pour les ensembles Ai’AZ"" ’An-i' On a, par la proposition 3,
s A
P(ana,n.. cnb )aA ]-Plaas,a . na TP (A /A)n Ay ol

§ 2. FORMULE DE. DECOMPOSITION.

Prenons A ¢ ([tel que 0 < P[Al<4, alors 0 < P[A®]< 1.
Pour BAEa, on a :

P[B]=P [BnAa] + P [BnaAC]
= P[A] P[B/A] + P[A°] P[B/AS)

Cette formiule est un cas particulier de la formule de décomposition.

Proposition 5. (Formule de décomposition ou théoréme des probabilités
' “totales).

Soit (A,) i e N un systéme contradictoire d'événements € & tels

que 0<P[Ai] <%l i€ M. Soit B un événement de (&, alors :

Y
&)
1

T P[B AAi]

o]
)
]

% Pla] P[B/Ai]

Cette formule de décomposition est tres utile pour 1'évaluation |
des probabilités. Elle permet de plus de rencontrer dans un cas élé-
mentaire la vraie définition de la probabilité conditionnelle.

Considérons une v.a. X sur ( &2, &, P) définie de la fagon

suivante
N . P [B A~ A4]
X est une v.a. discrdte , si W £ A, alors X(w) = —Pp:-l]—
P [Baa] p
et X prend la valeur -——I-D——[K—T avec la probabilité P [Ai]

1

La v.a. X est ainsi définie sur tout & . Elle est mesurable

514

par rapport & la tribu a engendrée par Ie systéme contradictoire
(Ai)' La tribu L, est une sous-tribu de Jl
L'espérance mathématique de cette v.a, X existe. Elle est
donnée par :
P [BaA.l

= =
E [X] . P 2] -PIA] P [B]

La vraie définition d'une probabilité conditionnelle peut main-
tenant &tre formulée pour le cas particulier qui nous occupe.

Soit I, la sous-tribu de & engendrée par le systéme con-
tradictoire (Ai) d'événements de @, alors la probabilité conditionnelle
de 1'événement B € {, par rapport a la_sous-tribu a1, est la v.a. X
définie plus haut, habituellement notée P 1(B).

Remarquons qu'on retrouve bien la définition du & 4.

& P [BNA,]

Nous limiterons & ces quelques considérations 1'étude fonda-
mentale mais difficile des protahilités conditionnelles.
Indiquons encore une conséquence de la formule de. décomposition :

inf P[B/Ai] < PIB] € sup P[B/Ai]

1 1

§ 3. FORMULES DE BAYES,

Soient A et B deux événements de & tels que
0 < P[Al< 1 0 < P [B] <1.
On a :
PIAAB] = P{A] PIB/A] = P[B] PIlA/BI
d'oll la premitre formule de Bavyes.

P[A] PIB/A]

Pla/B] = B8]

Si (A.) est un systdme contradictoire d'événements de &
tels que 0< P[A;] <1 et si Be @ satisfait 0< P[B] <4, on a :

PIA;] P(B/A]

P[Ai/B] = BIB]

En appliquant au dénominateur la formule de décompo-
sition, on ‘obtient la seconde formule de Bavyes

PlA]l P [B/Ai]

b P[AJ.] P[B/Aj]
]

P [A.] BI
i
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Remarque : Aucun résultat de la théorie des probabilités n'a susci-
té plus de cantroverses. Notons que, puisqu'il est déduit correcte-
.ment 3 partir des axiomes, ‘il est parfaitement valable, Si je con-

nais les P[A.] , appelées probabilités a priori des A;, je peux cal-
culer les pronab111tés PlA; Bl , appelées probabilités a posteriori
des A. . Mais on peut vouloir utiliser le théoreme sous la forme

suivarte : ayant observé que B est réalisé, proposons-nous de sa-
voir dans quelle mesure A; est la cause de B. C'est de 1d que
vient le nom de théordme des probabilités des causes. Dans la pra-
tique, on ignore les probabilités a priori et on veut utiliser la for-
mule de Bayes pour voir dans quelle mesure la réalisation de B
confirme ou infirme certaines hypotheses.

Les formules de Bayes jouent un r0le prépondérant & 1l'heu-
re actuelle, spécialement dans l'analyse statistique des phénomenes
économiques. Elles permettent d'introduire des probabilités subjec-
tives dans le choix des probabilités a priori. Par probabilités sub-
jectives, on entend des probabilités qui, pour un méme événement,
peuvent varier d'individu & individu, Jusqu'ici nous n'avions ren-
contré que des probabilités objectives : quel que soit 1'événement A,
la probabilité P[A] est la méme pour tous les individus. Nous ne
rencontrerons des probabilités subjectives que dans les applications.

Signalons encore le fait suivant : la premigre formule de
Bayes peut s'écrire

P [BIA] _ P [AIB]
PIB]  PIA]

Ainsi si P [BVIA] = 2 PI[B], on a aussi P[AIB] = 2 PJA] .
Ceci illustre le fait important suivant : le fait que B soit réalisé,
ne modifie en rien la probabilité de A ni celle de AAB mais ce
qui est modifié dans le concept de probabilité conditionnelle c'est
1'unité de mesure,

Signalons éncore que Renyi a construit, a partir du con-
cept de probabilité conditionnelle, une axiomatique qui contient .celle
de Kolmogorov comme cas particulier. On peut trouver des indica-
tions sur cette question dans l'ouvrage de Renyi cité dans la bibli-
ographie.

8§ 4. APPLICATIONS.

1) Une classe de 20 éleves, appelée classe 41, contient 40
bons éleves, 5 moyens et 5 médiocres, Une seconde classe de 20
éleves, appelée classe 2, contient 5 bons éleves, 5 moyens et 10
médiocres., Un inspecteur, au jugement infaillible, se présente
dans 1'établissement., Il entre, au hasard, dans l'une des deux clas-
ses et interroge un éleve pris au hasard dans cette classe., I1 fait
ensuite de méme pour l'autre. Il en conclut que 1'éléve interrogé
dans la premiere classe visitée était meilleur que celui interrogé
dans la seconde. Quelle est la probabilité que le meilleur éleve
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interrogé soit un éléeve de la classe 1 ?
Soit Aj l'événement ''choisir la classe i'" (i = 4,2). Par hy-
pothese du choix au hasard, on a P{A.] = 1. Soit B I'événement

""le premier éléve interrogé est le me111eura'. On a :

P . P[B/Ail
PlA] P[B/Ail + PA] P[B/AZ]

PlA,lB]

Evaluons P[B/A,l. Il y 2 20 x 20 choix possibles d'un-éltve de la
classe 1 et d'un” éleve de la classe 2. Si on a pris un bon é&leve de
la classe 1, alors B est réalisé si on prend l'un quelconque des 5
moyens ou des 10 mauvais de la classe 2, Si on a pris un éleve
moyen de la classe 4, alors B est réalisé si et seulement si on
prend l'un des 410 médiocres de la classe 2. Si on a pris un éldve
médiocre dans la classe 4, alors 1'événement B est impossible,
Par dénombrement, on a donc

_10+5x40)+5x40 _ 200 _ 4
PIBlA, = 20 x 20 400 T2
Le méme raisonnement donne
75 3
I = = o =
PIBIA,] = 06 = 16
On peut obtenir le m&me résultat par une décomposition plus fine,
Posons Cy 1'événement '"choisir un bon éléve de la classe 1", C
1'événement "choisir un éléve moyen de la classe 1", C3 1'événe-

ment 'choisir un éleéve médiocre de la classe 41! On a alors

P[BIA1]= P[Ci] P[BIAin C:t] +P[C2] P[BleinCZ] +P[C3] P[B]’AinC

10 45 5 40 5 0 _ 200 _ 14

T20% 207 20207 20 *20 T 200 " 2

Finalement, on trouve pour résultat cherché

__1/2 1/2 8
PlaIB) = 5 T4 o3
2 272 16

et on en déduit :

= = 2
PlAJJB] =1 - P[A B] = 7

Reprenons le m&me probleme en supposant que l'inspecteur interroge
deux éleves différents par classe visitée, Supposons que les deux &It~
ves de la premikre classe visitée sont supérieurs aux deux éleves de
la seconde classe visitée. Si A; (i = 1,2) représente toujours 1'évé-
nement ''choisir la classe i'' et si B' représente 1'événement 'les
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deux éldves de la premi®re classe visitée sont les meilleurs', on
trouve : 2 2 1 1 .2 2 .2
, Clo %45 * €10 % Ci0F S5 Cy0  7.425
PIB'IA] = -
1 CZ CZ (Cz )2
20 20 20
2 2 1 1 .2 2 .2
c. ¢C
N 10+ Cs Cs Gz * CoCp g0
2% , CZ CZ - (CZ )2
PlA 1B = 1225 20 720 20
1 8225

Cet exemple montre combien la répétition des observations modifie
la probabilité conditionnelle, Mais il faut remarquer qu'il ne s'agit
pas des’ mémes événements,

2) Tirage dans une urne de composition inconnue.

Une urne contient N boules blanches ou noires. On effectue
n extractions dans cette urne mais on remet dans 1'urne la boule
extraite lors de l'un des tirages avant de procéder au tirage sui-
vant (tirage ou extraction sans remise). On suppose le procédé alé-
atoire : .clest-a-dire qu'il donne @ tout moment a chaque boule la
méme probabilité d'étre extraite, Sachant qu'on a obtenu une boule
blanche & chaque tirage, que peut-on dire au sujet de la composition
de 1l'urne ?

Ainsi formulé, le probldme est mal posé puisqu'on ne dit
rien sur la fagon dont l'urne a été constituée: Il y a N +14 composi-
tions possibles : (0 blanche, N noire ), (1 blanche, N-1 noires),...,
(N blanches; 0 noires),

Premier cas : Supposons que les N+i compositions sont
également probables, Soit Ay 1'événement '"l'urne est composée de k
blanches et de N-k noires. Sous l'hypothese formulée, on a :

1
N+4

P[Ak] = k=0,1,...N.

Soit B 1'événement 'les n boules. extraites sont blanches!'. - Alors,on a:

k\n
PIBIA] = (N)
En effet, puisque le procédé d'extraction est aléatoire, on a la pro-

babilité _11%. d'extraire, au premier tirage, une boule blanche de l'urne

qui contient k blanches et N-k noires. Comme le procédé est avec
remise, cette probabilité reste la mé&me a tous les tirages; Enfin,
puisque les tirages sont indépendants, on a la probabilité (__,)n d'ex-
traire n blanches de cette urne.

Par la seconde formule de Bayes, on trouve :

1 k\n
ey K
P[A \B] T et e =
k N . N
T = Ly DI
- N+4 "N z

j=o j
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En particulier, si n = N = 6 , on trouve
6
_ 6 46,656 1
PlA,IB] = = > =
6 18420430540 45048 67.1474 7 2

Ainsi, sous les hypotheses formulées, la composition 6 blan-
ches et 0 noire est la plus probable de toutes les compositions pos-
sibles.

Second cas : Supposons que l'on constitue l'urne de la facon
suivante : on effectue dans une urne qui contient autant- de boules
blanches que de boules noires, N tirages avec remise. On supposera
que les tirages sont indépendants et puisqu'il y a toujours dans ll'urne
autant de blanches gque de noires, on supposera qu'd chaque tirage,
la probabilité d'avoir une blanche égale = comme celle d'avoir une
noire. 2

Avec les notations du premier cas, on trouve
1)N

PlA] = clliT G

En effet, sous les hypotheses formulées pour la composition
de 1'urne, il y a 2N compositions possibles, toutes également proba-
bles. Parmi celles-1a il vy en a ck qui fournissent une composition de
k blanches et N-k noires. On pe&\g retrouver facilement le résultat
par le schéma de Bernoulli (Chapitre VII.§ 2).

Par la seconde focrmule de Bayes, on trouve :

k AN k
cx G & ck K
_ N N N
P{Akl B} = =
? ool GNP 1 ool dyp
7 2
B (.;N (2) (N) .Z CN (N)
J=o J=o
En particulier, si n = = 6, on trouve
6
PlAIB] = 6 - 46, 656
6 6 6 6 6 6 6 247.392

6. 1°+145.2°+20.3°+45.4°+6.5°+4. 6

Un calcul analogue donne

PIAI B] _ 6.5° 93,750
6.16+15.26+20.36 +15.4=6+6.56+4.66 217.392
) _ 61,440 |
PIAABY = 217392

Ainsi, sous les hypotheses formulées dans le second cas,
on voit que la composition 6 blanches et 0 noire n'est plus celle
"qui a la plus grande probabilité. On apercgoit ainsi l'importance
du choix des probabilités a priori,
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3) Loi de sucession de Laplace.

On dispose de N pitces différentes, portant les numéros
4,2,...,N, et on suppose que la pikce numéro j (j = 4,2,... ,N)
a la probabilité p, de domner face. -Soit (C;) (1< j<N) un systeme
contradictoire d'événements. On cheisit la pitce numéro j avec la
probabilité P[C;]. On suppose qu'il existe un j (41<j<N) tel que
p; PIC.]1 # 0. On effectue n lancers indépendants de la pidce choi-
sle. Sachant qu'ils ont fous donné 'face', gquelle est la probabilité
que les r lancers indépendants de la mé&me pidce, effectués ensuite,

donnent encore ''face’ en supposant que les ntr lancers sont indé-
pendants (r >1).

Définissons:
B = 1'événement 'les n premiers lancers du probleme ont

donné '‘face'™!,

D = 1'événement 'lles r lancers ultérieurs du probléme
ont donné 'face'",

Avec les notations antérieures, on peut écrire

B = FynFon...AF_ et Dr = F__,aF o a...AF

Par la premietre formule de Bayes, on a

N
4 P[D_aBIC,
P[D, nE] j:ziP[CJ] P[D_ J]
P[Dr!B] = 5E] 0N
vy Plc.] rBIC,]
j=1 j i
N
s rlc.l pr.l+r
_ =t i
N n
b P[Cj]p.
j=1 !
Supposons maintenant que
1 .
= = =4,2,...,N
P[Cj] N j= 4,2
L= d j=4,2,..., N
P; N j

Ces hypothtses donnent au probléme iraité umne formulation
éguivalente 3 celle du premier cas de la seconde application. Ceci
illustre 1'intérét de la formulation de certains problémes par des
modeles d'urnes.

Insistons sur le fait que dans le contexte du probleme, la
probabilité d'obtenir face &tait une v.a. et que les nouvelles hypo-
thtses formulées en font une v.a, prenant chacune des valeurs
1 2

iz . N
NN’ N
worme,

avec la probabilité —iﬁ gu'on appelle v.a. discrete uni-

On trouve maintenant

Supposons encore que N soit grand, alors, on peut approxi-
mer les sommes par des intégrales. On a en effet

N . q 1

1 - n __4
N_Z(N)_fxd_x—n_i_i
j=1 o

On trouve finalement pour la loi de succession de Laplace

n+1

ar——— r=1,2,...

P[D,IB] =

La loi de succession de Laplace correspond au cas r = 1,

Le probleme traité a encore regu la présentation suivante :
si n expériences indépendantes ont confirmé une théorie, quelle est
la probabilité que les r expériences suivantes, telles que les n+tr
expériences soient indépendantes, confirment encore la théorie. Il
ne faut pas perdre de vue l'ensemble des hypotheses qui ont con-
duit 4 la loi de succession de Laplace, Vouloir l'utiliser, sans tenir
compte de cette précaution €lémentaire, conduit & des résultats ab-
surdes. Considérons, par exemple, un enfant de 8 ans. Puisqu'il a
déja vécu 8 ans,,la loi de succession de Laplace lui attribuerait

une probabilité —90— d'atteindre son neuvieme anniversaire. Son grand-
pere qui a 98 ahs verrait la méme loi lui attribuer la probabilité
1—96% d'atteindre 1'4ge de 99 ans.

Un autre exemple célebre d'application erronée est attri-
bué & Laplace lui-mé&me. "Puisque le soleil s'est levé pendant
5.000 ans, c'est-a-dire 1.826.243 jours, je suis prét a parier 1
franc contre 1,826,214 francs qu'il se levera demain, Si on veut
appliquer la loi de Laplace & ce probleme il faut se rendre compte
du fait suivant : puisque le soleil s'est levé pendant 1.826.213 jours,
la probabilité qu'il se leve chacun des 4.826.2414 jours a venir est,
d'apres la loi de succession de Laplace

1.826.243 + 1 i

1.826.243 +1.826.244+1 2

Ceci implique que la probabilité qu'il ne se leve pas pendant l'un
au moins des 1,826,214 jours & venir est >
Ce sont des applications de cette nature, traitées sans véri-

fication préalable des hypotheses, qui ont jeté un certain doute sur la
validité de l'utilisation des formules de Bayes.
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4)

Le gardien d'une prison annonce & trois prisonniers notés A,B,C
la chose suivante : un des trois prisonniers a été choisi au hasard
et sera exécuté, les deux autres seront libérés. Le prisonnier

A a étudié la théorie des probabilités, Il conclut qu'il a la proba-

bilité 1 d'étre exécuté. Il appelle le gardien et le prie de lui

dire 1eq3uel de ses -deux camarades sera exécuté argumentant

qu'il soit déja que l'un des deux au moins sera libéré. Le gar-
dien refuse de répondre & cette question car il lui semble que

si A savait lequel de ses deux compagnons sera libéré alors sa
probabilit§ d'8tre exécuté deviendrait 2 . Montrez que le ardien
se trompe et que la probabilité que A2 soit exécuté reste méme
si le gardien répond & la question en supposant toutefois que lors-
que A doit &tre exécuté le gardien choisit au hasard B ou C com-

‘me devant 8tre libéré (PARZEN, p.126).
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CHAPITRE Vi, - FONCTION CARACTERISTIQUE ET CONVOLUTION

§ 4. CONVOLUTION,

Définition 4 : On dit qu'une v.a, discrete X est une v.a, qui ne
p{cené que des valeurs entiéres et positives (en abrégé v.a. e.p.),
si I'image de @ par X est & ou une partie de A

Soient X et Y deux v.a.e.p. indépendantes et posons

p; = PIX =] r. = PLY =j] j eN

Considérons la v.a. Z = X + Y, Il est clair que E est une
v.a.e.p. et il faut chercher

j,EN s

Mais on a

I
o]
N

n

—

j
[z =j1 = Y {(x=i] ALY = j- ]}

N .y
ou les événements du second membre sont deux a deux incompa-

. N ;

tibles. Des lors, puisque les deux v.a. X et Y sont indépendantes,
on a

J
Plz =j] = _Z PIX=i] PlY = j-i]

i=o
ou j
ieN s. = % p. T, .
j iz o 3-1
Définition 2 : Omn dit que la suite (s.) est le produit de convolu-

tion de la suite (pi) et de la suite (r]) et on &crit
» J

(s.) = ) o {r.

y = ) x (x))

, i
E =
vie N s; = % py ot

En particulier, si vj e, r.=p., on introduit la nota-
tion J J
_ >}<2
(pj) (pj) (pj)
avec
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e

(pj) = (4) ol (4) représente la suite 1,0,0,0,...

De la définition, on déduit que
) % (x.) = (r.) = (p,
(b)) * (@) = () * (7))
Si X et Y sont deux v.a. continues indépendantes ayant pour f,fr.
f’X et fY alors la f{.fr, fZ de Z = X + Y est donnée par :

+oo ) +0o
i, (2) j y (2-y) £, (y) dy = f £, (o) () ax
-0 -Q0

I1 n'est pas possible de le montrer ici. Nous ne l'utiliserons pas
dans la suite.

§ 2. FONCTION CARACTERISTIQUE,

Soient X et Y deux v.a. définies sur (Q, {,P). Alors,
Z = X + iY est appelée une v.a. complexe sur (®, ,P) pour la-
quelle on définit :

E[z] = EX] +1i EIY

pour autant que E[X] et E[Y]existent. L'espérance des v.a. com-
plexes jouit des propriétés élémentaires de l'espérance des v.a.
réelles, Attirons seulement ll'attention sur la démonstration de la
propriété,

ez < eliz1]

Pour cela, nous passons aux coordonnées polaires et nous
posons

7 =R e @ R et @ sont des v.a,réelles
9

Elz]l= p et ' p et (@ sont des constantes réelles

On trouve alors :
o=e ¥ E&Rei ®]: E \:R ei[®’q”}

E[R cos ©- ¢] <EIRI = ELZI]
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It

Remarque : Le terme v.a. est réservé pour les v.a. réelles.

Définition 3 : Si X est une v.a. sur ( @, ,P), on appelle fonction
caractéristique de X (notée en abrégé f.c.), la fonction Py du para-

metre réel t définie par
te R Py (t) = E[eitx] = E[cos t X] + i E[sin t X]

Il est clair que la définition a un sens car si X est une
v.a., il en est de méme de cos t X et de sin t X pour tout te JP .
La f.c. existe pour toute v.a. ainsi qu'il résulte de la proposition
suivante .,
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Proposition 4. Si X est une v.a., alors
a) ch(O) =1 e vte]R l:g((t)l <1

Donc la f,c, existe pour toute v.a,
b) 9y

c) Si a,b sont des constantes réelles, alors

est partout continue

ithb
Pt = 9 (at)

Démonstration
itX
Sl

a) Evident puisque Ieltxlgi donne IE [ <1

b) Pour tout hEYB, on a :
I E[ei(t+h)x]_ B ‘[eitX ] l
lE[e it X (e ihX 1)],

E[ |eitX (eihX _ 1)1]

9y (6 +1) = py(®) |

H

Mais comme on a :
itX , ihX ihX-
[ X (1B X ) < [FBX L]
on voit que

iPX(t+h) - q)X(t)l tend vers 0 quand h —0

c) [ it (aX+b)] ith itaX ith
t = - -
(an+b() Ele e Ele = e CPX(a.t)
Définition 4. On dit que deux v.a. complexes sont indépendantes si
et seulement si les parties réelles sont indépendantes et les parties
imaginaires sont indépendantes.

la notion s’étend facilement au cas de plus de deux v,a.

Proposition 2. Si X et Y sont deux v.a. indépendantes, alors

(t) = cpX(t) o (&)

? Y

X+Y

Démonstration : Pqisque X et Y sont indépendantes, il en est de
méme de eltX et eltY | Des lors, on a :

E [eit (X+Y)] - E[ei’cX . itY] - E[eiog] E [eitY]

ce qui est équivalent au résultat 4 démontrer.

Remarque : Cette propriété de la f.c. permet de remplacer 1l'opé-
ration difficile de convolution, dans 1l'important probleme de 1'addi-
tion des v.a,, par I'opération simple de produit ordinaire des f.c.
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Cette remarque acquiert toute son importance grdce au théoreme
suivant :

Théoreme d'unicité.

La connaissance de la f.c. d'une v.a. est équivalente &
celle de la f.d. ou, en d'autres termes, deux v.a. ayant des f.c.
distinctes ont des f,d. différentes.

Ce théoreme est évident dans un sens puisque la f.c. est
une espérance mathématique. Dans l'autre sens, il constitue ce que
i'on appelle le théoreme d'inversion de Fourier dont le rdle est
primordial dans de nombreux domaines,

On peut citer le corollaire suivant :

Corollaire : Si est la f.c. d'une v.a. X et si

Px
+0o
I—OOI ch(t)l dt <+

alors la v.a, X a une fonction de fiéquence donnée par :
+co .
_ 1 -itx
fX(x) =3 o e p(t) dt .

Nous ne démontrerons pas ce théorzme ni son corollaire. Il en sera
de méme du théortme de continuité qui suit. On peut trouver d'élé-
gantes démonstrations de ces résultats dans le tome II de l'ouvrage
de Feller cité dans la bibliographie.

Théoreéme de continuité.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite
(F,) de f.d. d'une suite (X,) de v.a. converge vers la f.d. F d'une
v.a., X, en tout point de continuité de la fonction F, est que la suite
(CPn) des f.c. des X, converge vers une fonction 9 continue a l'ori-
gine. La fonction ¢ est alors continue partout et ¢ est la f.c.de X.

Nous rencontrerons plus loin des applications de ces deux
importants théoremes.

La proposition suivante montre que par dérivation de la f. c.

d'une v.a., on peut trouver les moments qui existent de cette v.a.

Proposition 3 : Si E[XY] existe, alors la dérivée d'ordre k de Py
existe et est continue, Elle est donnée par

CP(;;) (t) = E [eitx (ix)k] kel
et
@g) (0) = i~ E[Xk] x €N

Démonstration : Il suffit de faire la démonstration pour k=1. Par
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1a définition de Py» on 2

ch(t+h) - ch(t) e [eitx JBX :l

et comme

on a le résultat.

Remargue. La démonstration fait implicitement appel & la possibilité
d'intervertir, .sous les hypothtses données, les signes lim et E.

En utilisant le développement de Taylor et la proposition 3,

on a :

Proposition 4 : .Si my = E[Xk] existe, alors
o (t) = 1+itm, + +9—Q}jm +0(It|k-)
X 1 k! k

ol 0 (ltlk) représente une fonction qui tend vers 0, quand jtl -=0,plus
rapidement que [ti™,

§ 3. FONCTION GENERATRICE.

Pour des v.a.e.p., au lieu de la f.c., on utilise souvent
la fonction génératrice (notée f.g. en abrégé). Elle est définie par

+co :
selR Gls) = £ p; s si p, = P[X =]
+oo j=o J
Puisque £ p. = 1, la série converge absolument au moins pour

i J
-1<s <1.J ® pDonc la série dérivée converge au moins pour -1<s<1.5i

E X existe, alors

0
G"(1)= T jp; = E[X]
jo
De méme, si E['XZ] existe, on a :
(0:0]
G"(1) = 5 ji(-1) p; = E [X (X-1)]
j=o
et )2
var X = G'"(1) + G'(1) - G “(1)
A _ _ +o )
Posons : 4 = P[X>jl et pH(s) = ‘2 q s’
j=o

On a la relation :
(1-s) H(s) = 1 - G(s) -1<s< 1

et si E[X] existe, on a :
+co A
H{4) = G'(4) = EIX] = 2 jp,
= 5

On trouve une nouvelle formule pour évaluer E[X], a savoir
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+a
z

E[X] = q.

j=o

On pouvait d'ailleurs 1'écrire directement a partir de la
définition de E[X] puisque :

+co
I jp. =
j=1_]p_J p1+p2+p3+p4+...
+p2+p3+p4+...
+p3+p4+...
+p4+.

et la premiére ligne est , la seconde , la troisidme g5,...
P g 9 q 2

Remarquons que H n'est pas la f.g. d'une v.a. mais que _E-J-}_[I_X-] 'est,
+o0
si & p, s converge pour um s, >4, alors le moment de
j=o ‘
tout ordre de X existe et
s +oo sk k
L(s) = G (e”) = kZ_o my by Ou.mk = E[X"]

La fonction L s'appelle la fonction génératrice des moments
de X puisque :

k
L( )(0) = my
La fonction L est liée a la f.c. de X puisque

L (is) = 9yls)

Pour une v.,a. continue X, la fonction ¢ ]B——R est appelée
la fonction génératrice des moments de X (en abrégé f.g.m), s'il
existe un sy > 0'tel que 1'intégrale
s+00

¢ (s) =j e ¥ £ (x) dx
X
-00
converge pour s} < 8o On trouve alors
o®) (o) = B 1

Remarque., La f.g, et la f,g. m, jouissent d'une propriété analogue
a celle qui figure dans la proposition 2 pour la f.c.

g 4. SOMME D'UN NOMBRE ALEATOIRES DE V.A.

Soit {X.) une suite de v.a.e.p., indépendantes, ayant toutes
la méme f.d. Soit N une v.a.e,p. indépendante de la suite (Xi)'
Cette dernitré partie de phrase signifie que pour tout k€ A/, les
v.a. N, Xy XZ" . ’Xk sont indépendantes.
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Posons
Sy T Xyt Xyt ..+ Xy Se = 0
Alors; SN est une v.a.e.p. et
+00
P[SN=J]= £ P[N=n] P[X1+X2+...+Xn=3]
n=o
o
P (t)= Z e P [s, =il
SN j:o N
to  to .
= 2 I ™ p[N=n] PX,+X,+. .. +X,=]]
j=0 n=o

et, en intervertissant les signes de sommation, ce qui est légitime,
puisque, pour tout t EJP on a I(PS ()} € 1, on trouve
N

+00 +co it
9. () = £ P[N=n] 2 e''J[P x, +X,+...+X =]
S . 1 2 n
N n=o j=o

et en vertu de la proposition 2, on a :

+00
05 © = I P [N 9% (®)

n=o

Soit G la f.g, de N, On trouve alors
Pg (t) = G @ft)
SN X

Remarquons qu'on peut avoir P[SN= 0] >0 méme si on a P[Xi=0]=0.
Les v.a, de type S) se rencontrent dans de nombreux problémes :
dans les files d'attente ol les personnes arrivent par ''grappes''.

(N est alors le nombre de grappes et X le nombre de personnes par
grappes); en biologie (N est le nombre d'esptces animales et X le
nombre d'éléments de l'espece); en théorie des assurances (N est

le nombre d'accidents et X le nombre de blessés par accidents),

Supposons que E[XZ] et E[NZ] existent, On peut alors
trouver la moyenne et la variance de Sy On trouve

o £ ] [
t=o0

ElN] iE[X] = E{N]. E[X]

t=o

e g

C'est le résultat auquel on s'attendait, Il ne faut cependant pas en

déduire que E[S;] = E[N]. E[XZ]. On trouve en effet :

12
Bfs] = - 95 @ = Lo (34 30 + Grloyl0) o)

t=o
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=-(c;"(1)i'2 E4[x] - G (1) E[XZ]]
- B[N (N-1)] E2[x] + E[N] E[X]
= g[N] E%x] + BN {E[XZ] -[EZ]X}
- £|N] EX[X] + E[N] var X
d'od
var Sy= E[N] E%[x] + E[N]var X - e?[N] E%[x)

= E[N] var X + EZ[X] var N

Dans le cas particulier olt N est une v.a, de Poisson de parame-
tre A >0, on trouve :

o AR A+ A
9 ®) = T & efm =" Px ()
N n=o
“AL - 9y (1))
= e

Dans ce cas, on dit que la v.a. S est une v.a, de Poisson géné-
ralisée. La v.a. binomiale négative rentre dans ce cadre comme
on le verra plus loin.
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CHAPITRE ViI. CONVERGENCE DES SUITES DE V.A.

L.OIS DES GRANDS NOMBRES. THEO-

REME CENTRAL LIMITE,

Les v.a. utilisées dans ce chapitre sont définies sur un
espace probabilisé fixé (@, 4, P). Nous étudierons deux types de
convergence pour une suite de v.a. Avec chacun de ces types, on
exprimera une loi des grands nombres.

§ 1. CONVERGENCE EN PROBABILITE OU CONVERGENCE
STOCHASTIQUE.

Définition 1, On dit que la suite (X,) (ne /) de v.a. converge en
probabilité ou converge stochastiquement vers 0, et on écrit :

plim X =0,
n-=-+00
si @
vE>Q lim P[w :\xn(w)|> £ ] =0
n 4o

Cette formulation est équivalente & la suivante .
On a : plim Xn = 0 si et seulement si :
n-=+o

ve >0, vO>0 Ing (£, 8) tel que : V n>n (€, 8) on ait:
P[w X (wPe] <8
n

Remarque : Dans la suite, on écrira le plus souvent P[an|> € ]
ay lieu de P[w :|’Xn(w)l< £

Définition 2 : On dit que la suite (X,) (n e }) de v.a. converge
en probabilité on converge stochastiquement vers la v;a. X, et
on écrit :

plim X = X

n-et00

si la suite (X, - X) converge en probabilité vers 0.

Remarque : La convergence en probabilité ne demande aucune
condition sur l'existence des moments., Si, pour toutne A/, E{Xn]
existe, la convergence en probabilité de-la suite (X_) n'entraine
pas pour autant la convergence de la suite des nombres E|X /.
Considérons, par exemple, la suite (X,) (nej/ *) de v.a. e
prenant que deux valeurs, caractérisées par :
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<
]

On trouve :

1
P-[Ian > e] = P[Xn = xn]= = —= 0 quand n—+w,

On a donc bien :

Prenons divers exemples pour x

a) x = v, E{Xn]=—1— — 0 = E (0]

Vn

La suite E[X,] converge vers E (0]
b)x_ =1, E[Xn]=1

La suite E[X,] converge, mais elle ne converge pas vers E [0]
. n
c) x, = (-1)" n, E[Xn] = {-1)

La suite E[X_] est une suite oscillante.

d) X, = n? . E[Xn]= N —s= +00,

La suite E[Xn converge, mais elle ne converge pas vers E (0]

11 est aussi intéressant de remarquer que :
YV wef lim X, (w) = a implique plim X, = a .
1N ==+ 00 1 ==t QO
En effet, l'hypothése implique
Ve >0 EInO(E) tel que Vn>ng, { w :IXn(w) - al< € }=Q.
Des lors :
vn >n_ P[u):an(w) - al} s:]: 0

Proposition 1, Si (Xn) est une suite de v.a. telle que

lim (var Xn) =0
n-w+00

alors, la suite (X - E[Xn]) converge en probabilité vers O,

Démonsgtration

Par 1'inégalit€ de Chebyshev, on a :
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var Xn
v ESD Plix_ - E[Xn]|>s S 0 sin—io

Corollaire 4 : Si aux hypothtses de la proposition 1, on ajoute la
suivante

lim E[Xn] =a.

1 =t QD
alors, on a :
plim [xn]= a
n =e»+Q0
Démonstration.:
On a :

o -] < 5o - = bl

€
Prenons n assez grand pour avoir I‘E[Xn] -a l <37 - Alors

‘w:an -a|>s} s l w:‘xn - E[Xn] 2"‘3 ‘

Application : Loi faible des grands nombres au sens de Bernouilli,

Nous n'aborderons les lois des grands nombres qu'au para-
graphe 3. Mais & cause de son caractére élémentaire et de son im-
portance, nous déduirons d&s maintenant la loi des grands nombres
de Bernoulli, ’

Soit X une v.a. binomiale de parametres n et p. Posons :
X
U, =73, = v.a. fréquence du succds (Ch, 8 § 2)
Nous avons
= - Bg. £ -
E[Un] P var IJn oS 4n—v0 quand N =00 ,

et deés lors
P[“Jn -pl> ¢ ]—v‘O guand n —s=+00 ,

Ainsi, si nous effectuons n expériences identigues indépen-
dantes et si chacune de ces expériences n'a que deux résultats pos -
sibles :réaliser 1'événement A (succes), ne pas réaliser 1'événement
A (échec), il y a une probabilité aussi voisine de 4 que 1'on veut,
que la différence, entre la fréquence de la réalisation de A dans
ce schéma d'expériences et la probabilité de A (généralement incon-
nue), soit aussi petite que 1'on veut, pourvu que n soit assez grand.

Proposition 2 : Si (Xn) est une suite de v.a. et si X est une v.a.

telle que plim X = X'; si g est une application continue de J@ dansJp,

. n =2=+ 00

alors :
plim g (X,) = g (X)
n-+ao
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Démonstration : .
ve>0 IM = M(E) tel que P[IXI M]<’z

Sur l'intervalle fermé [-M,M] , la fonction g est uniformément o
continue. Il existe donc O ( &; M) tel que, si |Xn- Xl< & , on ait:

lg (X,)- g X)|<e
Des lors, nous avons
{w: lg(Xh)-g(X)|<e} 2{,w:]XI<M}n{®:IXn-XI<6}
et, en passant aux complémentaires, nous avons
{w=lg(Xn)—g(X)l>e} c {w:lXI>M}U{w: X, -XI> 0}

En passant aux probabilités, on voit que
H E: I
P{|g(Xn) - g(X)I>8} 25+ P[an -Xl> 6 ]
ce qui acheve la démonstration,
La proposition sui‘van"ce donne la liaison entre la convergen-

ce stochastique de. la suite (Xn) de v.a, vers la v.a. X et la con-
vergence de la suite correspondante'(Fn) des f.d. des X, vers la

f.d. F de X.

Proposition 3 : Soit {X,) est une suite de v.a, qui converge en pro-
babilité vers la v.a., X. Si F, est la f.d. de X, et si F est la f.d.

de X, alors

lim F_(x) = F(x)
n-e+00

en tout point de continuité x de F.

Démonstration :
On a pour tout € > O
{w.‘: X <x}5 { w: X<x +s}u{w:lxn - Xi> € }

On en déduit :

n

P[Xn<x} < p[xgx 4 e}+ 5
ou, a l'aide des f.d.,
Fn(x) £ F (xte)+79
De méme, on a
{w: Xn>x}g {w: X >x -e}u{ WX - X|>s}
On eri déduit directement

1—Fn(x) £ 4 -F (x-g)+ 6

Fx-¢)-0<F, ()
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Et en combinant les deux relations, on a
Flx -€) -9 <Fn(x) KFx+e)+ 6

Puisque € >0 et O >0 sont arbitraires, en prenant pour x, x + € ,
x -~ & des points de continuité de F et en faisant tendre n vers +oo,
on a le résultat.

La proposition 1 et le théoréeme de continuité donnent :

Corollaire 2. Si plim X =X, si §, est la f,c, de X, et ¢ Ia f.c.
n-et 00
de X , alors on a

vteER lim, cpn(t) = o (t)

n-#+oo

On rencontre souvent dans les applications le cas particu-
lier ol P[X =al= 1 et donc Py (t) = eitd On a dans ce cas
. . . _ , . ita
Corollaire 3 : Si plim X = a, alors lim ot) = e
n ==+ n ~s=-+00

Remarque : La réciproque de la proposition 1, n'est pas nécessai-
rement exacte, Ainsi, si (X_) est une suite de v.a. et méme si,pour
tout x réel, on a lirf F,(x) = F(x), cela n'implique rien sur la con-
N0
vergence en probabilité de la suite (Xn) Pour nous en convaincre,
prenons une suite (Xn) de v.a. indépendantes ayant toutes la méme
f.d. F et soit X une v.a, avant encore la f,d. F, Il est clair, que
pour tout x £/ on a lim E‘n(x) = F(x). On n'a cependant pas plim (X,-X)=

RN )
. n—
car ceci demande oo

P[an—Xl>s :]< 3
ou puisque tous les v.a. ont la méme f.d.
p[lx1 -X,l> € jlg 5

Or on peut démontrer 1'inégalité suivante :

Inégalité de symétrie,

Si X, et X, sont deux v.a. indépendantes ayant la méme £.d.
Si a 2 0 est choisi~ de fagon telle que

P [Xi > a]<1 -0 et P[Xig-a] > 1 -0 i=1,2;0<0< 14
alors on a

P[lXi-X2!> s}>ap[axig>a+s] i=4,2

Démonstration .

On a

{ w: X >8+anX<a}v{X1<—e -anX2>-a}§{:JX1—X2‘>s}

1 2
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et puisque les v.a. X1 et 'X2 sont indépendantes, on a :

P [Ixi-xz|> e] >P [x1> e + a]p[x2< a] + P[X1<— €- a.] PI:X2>—a.:'
P[Ixi'le> e]> P P[X1> €+ a]+ p p[x1<- £ - a]
Néanmoins, avec les notations habituelles, on a :

Proposition 4.
Si, v x # a, on a : lim Fn(x) = F(x)

n-p-+0o
ol
F(x) :{1 pour x > a
0 pour x < a
alors
plim Xn = a,
N-=+00
Démonstration :

On a, pour tout € >0,
PUXn - al> 8] P[X <a - € ]+ P[Xn>a + e]

n

- £ - =
F_(a-€) +1 Fn(a+€)+P[Xn a +

Or, on a :

lian(a—E):F(a_s):o

Nee==-+00
lim (1 -F (a+€)) =4 - F (at €) = 0
N went 0O
. R £ . £
llmP[X =a+ Ejghm P[X >a»+"]= m (1-F_{a+ 3))= 10
n n 2 n 2
1 et QO Il ==t OO n —et00

d'olu le résultat.

Remarque : L'hypothése de la proposition 4 peut encore &tre

formulée & l'aide des f.c. sous la forme

Lim ¢ (t) = e ' 2
n

N .ot 0O

Le corollaire 3 et la proposition 4 réunis donnent maintenant:

Proposition 5. Une condition nécessaire et suffisante pour que la
suite (Xn) de v.a. converge en probabilité vers la constante a est
que la suite correspondante des f.c. converge vers e 1

g 2. CONVERGENCE PRESQUE SURE.
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Définition 3. On dit qu'une suite (Xn) de v.a. converge presque sii-
rement vers 0 et on écrit :

si :
vV €>0

X p. S, 0
n

im P [U) ! sup le( w)‘; €
n-e +00

k>2n

Proposition 6 : Si Xn—-E'-E" 0, alors plim X _ =0
Nemsmrt- OO

En effet, on a

la relation :

]:0

N I Ll el o I

k>

On peut donner deux expressions équivalentes de la définition 3.

(1) Définissons une suite (Y,) de v.a. en posant :

Alors

Y =
n

sup IX

k>n

x|

Xn—P'—S«;- 0 équivaut & plim Y, = 0

A (ege)=u Bk(a)

kzn

A(e)=1m A (e)="ALC(e)

n

n -+ 00

)]z P[n

n k>n

(2) Posons
B, (&)=
n
La suite (A () et on a
An( €) ={ W :
Posons
On a :
Pla(e)=Hlim A _(e)]=P[nA (¢
F{n-m ? } [n °
= lim PlA (€)= lim P [Y > €]
N0 T e} OO
si X B o
n

On peut en déduire

Y>e}={w:

T ==t GO

{oepoel] >

k>n

n

J Bk(e

0

sup |xk(w)|> E}

I fumsee )
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V. 0>
6>0 3n, (e, 6) tel que Si PID] = 0, alors P[A ()] = 0 pour tout & >0 et X B¢
vn > n_ (e,8) P[An ] < 6 2) La suite (A (k i D quand k —=+00,
ou . Si Xn—P—-—- 0 , alors P[A(k)} = 0 pour tout k E/W et
P[An(s ] 1-6 P (Dl = lim P[A(%)]= 0
ou c kee=tc0
u B (¢€) M Bk >4 -8 .
k>n Corollaire 4 : X -B:5% 0 si et seulement si Prlim X = 07= 1.
n nes+co ]
ou
P|IX <eget X < € et |X l< cet ... 24 - 90 Remargue : En analyse, la convergence presque slre porte le nom
n_+1 n_+2 n_+3 ) . . . e 2
o} o o de convergence presque partout, Cette terminologie est justifiée par
. iece o ition 7.
Cette dernidre relation montre bien l'importante différence la proposition
qui existe entre la convergence en probabilité et la convergence En analyse, la convergence en probabilité porte le nom de
presque sfire. La convergence en probabilité demande que chacun convergence en mesure,

des événements R .
Donnons deux critéeres de convergence presque siire.

{ w :IXDOH( w)i< s} ;{ w:EXno+2(w) i< e} Critére 4 : Si la série 7;1 P[[X,| >¢lest convergente pour tout
i i1itd £ 5 ; £>0, alors X 2% o .
ait une probabilité supérieure & 41~ 0 ,mais la convergence presque n
sire demande que l'intersection de ces événements ait une probabi- En effet, avec les notations introduites plus haut, on a
1lité supérieure a 1- & .,
, P[A(E )]< P[An( £) ]: p[ U B ( s)]< 5 P[Bk( s)]: 5 PUXkI > 5]
Cherchons maintenant la relation qui existe entre le con- k>n k>n k>n

vergence presque slire de la suite (X,) de v.a. et la convergence
de la suite (X, ) considérée comme une suite de fonctions. On ap-
pelle ensemble de convergence vers 0 de la suite (X ), U'ensemble
C défini par

Le dernier terme est le reste d'une série convergente, il tend donc
vers 0 quand n ==+00,

a
Critére 2 : Si pour un @ > 0, E anl] existe et si la série

c :{w : Xn(w) _"'0} s E (x| ¢ converge, alors X B2 0,
nl n
et ensemble de divergence, l'ensemble D défini par n On se ramene au critére 1 grdce d 'inégalité de Markov,
_ . E} X
D-{w.Xﬂ(w)-;L-O} ; VE >0 P[an|>8]< !
[
On remarque de suite que : D = U A(€) , mais puisque
£>0 ‘ qui est immédiate puisque
v £ < € An(e)gAn(S') ; o
. ; o o = o
on a : ' E[‘an ]>E[lxn| Iy (&) ]>e P[Bn(s) ]- e P[[x,] >e.]
ve<e Af(e)2al(e) : n

Montrons maintenant par un exemple que les deux notions
de convergence introduites ne sont pas équivalentes, Pour ce faire,
nous considérons une suite indépendante (Xn) de v.a. caractérisées

qui montre que A(€ ) croft de fagon monotone quand € tend vers
zéro, on peut remplacer l'union non dénombrable par une union
dénormbrable, On a donc :

par :
p= VY a(d) < ={ o s
k 8N4~ n B .
1 1 1 n g /V‘
Avec ces notions, on peut montrer " n ’ n
Proposition 7. Xn—E'——sv' 0 si et seulement si P[D] = 0 '? On a plim X = 0, car :

. N0
Démonstration : -+

1) On a : P[Dl> PFlAa(e)] pour tout € > 0.



P[IXn]> sJ= p[xn= 1 ]=%
P [sup|xkj>a]= p-[An(s) ]= 1 - [/‘\B ]

ken

et en vertu de l'indépendance de la suite (Xn) on a :

1
PIN B |= n (-1)
k>n k>n

Mais

1
1 o Tk
1 - T e
on en déduit : .z 4
no(1-<e FPRE
k>n
Comme la série X -11; diverge, on a : 7t (4 -% ) =0 quand
Newt+00 k>n k>n

Ainsi, cette suite (Xp) ne converge pas gresque srement vers O,
Cependant, la sous-suite (X ,) oun' = converge presque sire-
ment vers 0, car rna1ntenant on a

- 1
P['Xn,l> s] ==
n
et la série L LZ converge . On peut donc appliquer le premier cri-
n
téere de convergence.
Cette derni®dre partie résulte d'une propriété générale que nous ne
démontrerons pas ici.

Définition 4 : On dit que la suite (X ) converge presque sfirement

vers la v.a, X si la suite (X -X) converge presque siirement vers 0,

§ 3, LOI FAIBLE DES GRANDS NOMBRES.

Dans la suite de ce chapitre, on considérera une suite (X )
de v.a. pour laquelle on définit :

_ %
Sn—§1+X2+---+Xn ne
- S, N
Xn—n n€N

Dans la suite de ce chapitre, toutes les suites (X ) sont
définies pour nE/V* seulement,

Une loi des grands nombres est la traduction de la conver-
gence vers 0 de la suite (Xn -E IX ] ) suivant 1'un des types de
convergence introduits, A 1a convergence en probabilité, correspond

7

la loi faible des grands nombres. A la convergence presque siire,
correspond la loi forte des grands nombres.

La forme la plus utilisée de la loi faible des grands -nom-
bres est la suivante

Proposition 8 : Si (X_) est une suite indépendante de v.a. ayant la
méme f,d. et dont la moyenne m = E[Xn] et la variance 0% = var X,
existent, alors

plim X = m,
n =e=t00

Démonstration : Sous les hy otheses formulées, nous avons vu que:
P
2

]=m et var X_ = — ¥ n
n n

E[X
n

Par la propusition 1, il en résulte immédiatement la th2se.

Corollaire 5 : (Bernoulli),

Si (Xn) est une suite indépendante d'indicatrices caractéri-
sées par

P q

on a : plim X = P
Nest0O

On retrouve ainsi la résultat de l'application de la proposition 1
car au chapitre VIII on indique qu'on peut interpréter une v.a,
Bi (n,p) comme une somme de n indicatrices indépendantes de
parametre p.

Les hypotheses de la proposition 8 sont trop fortes, on
peut les réduire comme on le verra dans les trois propositions
qui suivent,

Proposition 9. Si (X ) est une suite de v.a. ayant la méme moyen-

nem=E[X ], V n, et la méme variance 6% = var X_ , vn , et
si de plus, pour tout i # j cov (X;, X.,) = 0, alorsplim ')'(n = m
J Nt 00

Démonstration : Les hypothéses suffisent encore pour assurer:

E[}?]=m varf(-:%l—- Vn
I1 suffit encore d'appliquer la proposition 1 puisque var X —-—0
quand n-e+0.

PrOpos1t10n 10, (Markov), Soit x, ) une suite de v.a. ayant toutes
une variance et telle que pour tout i 7j , cov (X XJ) = 0. Po-
sons

a = E[X ] , Ui:vaan
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n n
a = 1 oo s B = .1 hX 0‘_2
n n i=4 1 n n i=1 1
et supposons : lim -&n = -00< o< +oo
ne+00
Iim B_n = 0
n=+oo
Alors, on a : plim }?n = o

Démonstration . On a :
E[i - ]= 0 vn
n n |
var[X -7, |- B2
n n n
En vertu des hypotheses, on déduit :

plim [}_(n - &_n] =0
nNe=+C0

ce qui équivaut a :

plirn}—f = o,
netoo

Dans les propositions 9 et 10, on a remplacé les hypotheses d'in-
dépendance et de mé&me distribution des v.a, qui figurent dans la
proposition 8 par des hypothtses plus faibles mais on a toujours
supposé l'existence de la variance,

Dans les démonstrations, on a en fait utilisé chaque fois
l'inégalité de Chebyshev. La proposition 411 est une amélioration
qui ne suppose plus l'existence de la variance.

Proposition 11 : Si (X_) est une suite indépendante de v.a. ayant
toutes la méme f,d, et si m = E[Xn] existe, alors plim X'n= m,

. 12 . s . ,=tco
Démonstration : On utilise les fonctions caractéristiques,

Il revient 4 montrer :
lim (ch (t) = eltm
n=e=t0 "N
Or, on a en vertu de l'indépendance des X, et des propriétés des
f.c.

Tt
Pz W)= 95 (®) = 9. ()
n -1
n
Mais puisque m existe, on a : > n
n oty . ot =
CPXEn)—(iﬁ-lmn-i-O(nz))

et en prenant le logarithme des deux membres, on a :
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n ot . t ’c2
Log CPX(;):nLoge[i tim>=+ 0 (—-?:)
n

et par le développement de Taylor de Log, (4 +x) on a :

t tz
n Loge[i +im= o+ 0 (—2 )] —=i mt.
n

§ 4. 1.OI FORTE DES GRANDS NOMBRES.

Les problemes rencontrés dans la loi forte des grands nom-
bres sont plus difficiles que ceux rencontrés dans la loi faible des
grands nombres. Nous ne montrerons pas ici, que sous les hypothe-
ses de la proposition 11, on a :

}_( P. S, m
n

Nous nous limiterons a la proposition suivante

Proposition 12 (Kolmogorev),

Soit (Xn), une suite de v.a. telle que, pour tout n, Gi =var X

existe et telle que, pour tout i # j, cov (Xi, XJ) = 0. Posons

— n .
a = E[X,] et a = % .2 @, et supposons que la série
i=1
2
oo o
L T2 ()
n=1 n
converge, Alors, on a :
>—< B - P.8; 0
n n

Remarque : Dans les applications , on rencontre souvent le cas ol
les variances sont uniformément bornées, Il en est ainsi pour les
indicatrices, Dans ce cas, la condition (1) est satisfaite puisque la

00
série I —5 converge.
2
1 n
Corollaire 6 : Si (Xn) est une suite d'indicatrices caractérisées par
1 5 0
X
n -
P o 9, Py tq, = 1
et si, pour tout i # j, on a cov (X;,X.) = 0, alors en posant
@ == X p, , ona
n n . 1
i=1 = 1 1 S
X -= 5 p B2y
n n .- i

i=1

LN

puisque var Xn = P, qn <



80

La condition (1) est également satisfaite lorsque toutes les
v.a. de la suite (X ) ont la mé&me variance. En par*iculier, on a
1'analogue de la pr0pos1t1on 8.

ProEos1t1on 13. Si (X, ) est une suite indépendante de v.a. ayant la
méme f.d. et dont la moyenne m = E[X_] et la variance 0% = var X,
existent, alors

nl
X Belapy
-

En particulier, si (X ) sont des indicatrices, on a :

Corollaire de la proposition 413 (Loi des grands nombres de Borel).

Si (Xn) est une suite indépendante d'indicatrices caractéri-
sées par :

. -0
vn Xn'= : pt+tqg=1
P q
on a .:
% PS5 P
n

Venons maintenant & la démonstration de la proposition 42.
Indiquons d'abord que pour démontrer cette proposition, Kolmogorov
a introduit les importantes inégalités qui portent son nom et qui gé-
néralisent 1'inégalité de Chebyshev. Il n'en reste pas moins que la
démonstration de la proposition n'est pas encore triviale.

Par les inégalités de Hajek-Renyi, on peut démontrer immé-
diatement la proposition 12, mais toute la difficulté est reportée sur
la démeonstration des inégalit€s. Grdce a une inégalité élémentaire
que j'ai obtenue récemment (cfr.J. PARIS : Une généralisation des
inégalités de Bimbaum et Marshall et applications 4 la loi des grands
nombres., Annales de la Société Scientifique de Bruxelles, T 83,11,
1969), on.peut maintenant obtenir les inégalités de Hajek-Renyi par
des moyens élémentaires,

Inégalité de base,

Soient Y,,Y,,...,Y, n v.a. positives. Posons Y = 0, A = @

et définissons :
ay =[vs vy51 ]

Ak ={w:Yj<1f 1,2,. k-i;Yk>1} k=2,3,...,n,
n
A = () ) B = Q
kziA‘k 1
3
Bk ={ w Y.<1, j=1,2, ,k-i} k=2,3, ,n

Alors, on a :
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Démongtration,

Puisque la probabilité du premier membre est l'espérance
de I'indicatrice de A, il suffit de vérifier que

I, < kzi (Y - ¥, )1 (B)

puisqu'on obtient le résultat & démontrer en prenant l'espérance
des deux membres de cette dernitre relation,
Pour faire la démonstration, distinguons deux cas :

a) Pour k=1,2,,..,n, W § A

> alors I(A) = 0 et I (Bk) =1

pour k = 4,2,...,n et ona = 0 <Yn

: b) Soit h le plus petit indice tel que W € Ay, alors I(A) = 4,
I(Bk) =4 pour k = 4,2,...,h et I(By)'= 0 pour k = h+4,...,n
Onaainsi:1<Yh.
Remarque : L'événement A, est réalisé lorsque, parmi les v.a,
Yi’YZ"" , Y , la v,a, Y, est la premi®re qui satisfait Y. >1. On
remarquera que les A, sont deux a deux incompatibles mais qu'ils
ne forment pas un systeéme contradictoire, Néanmoins, si on pro-
longe la définition des By jusqgu'a Bn+1 , on voit que Ai’AZ"' .An,Bn

forment un systéme contradictoire, Enfin, on remarquera que :

/’\ AS

=t

Il importe de remarquer que si T - Yk-:l 20, alors on peut rem-
placer E [(Yk-Yk_i) 1 (Bk)] par E [Yk-Yk_i]b puisque

- Y

(Y-v, JI. < ¥ -

k-1" "By

Corollaires ¢ Inégalité de Chebyshev.

Si X est une v.a. et si m = E[X] et o?=var X existent,
alors on a :

2
2
v a> o0 P[|x-m|> a.]= P[IX—mI >a2]<6—2
: a
X-m 2
I1 suffit de poser Y =( Py ) s Yk = 0 .pour k = 2, 1

dans l'inégalité de base.

Inégalités de Kolmogorov,

’ Si X,,X,,..., X, sont des v.a, telles que 0y = E[X;] et
Cff: = var X, existent et si pour tout i #3, cov (Xi’Xj) = 0,
alors on a : n 2
A kzi N var Sn
VEDO p_[max S - E‘[Sk}{}/ s] < — >
- H<kgn € €

il



Pour la démonstration, on peut sans restriction aucune, Démonstration de la proposition 12,
= = 1
supposer O, 0 k=1,2,...,n, On pose alors PrenonE = c’k= == £50, k¢ Afk, par les inégalités de
S Hajek-Renyi, on a :
=—ceto a - 0 -
N Tz tonemarane e Nt N 2 0 g n |Bicn = ElSial]
: M= 1 +n +n _ = =
On a alors . P[ max Iskl >,€J‘ P[ max 31 §_2 z E[Si-sli P| max — w+n =& |7 P| max [Xk+n - UCk.ml p <
1<k<n i<k<n € €% k=4 -1 1< k<Y 1€<k<y d N
2
i - + n+4 a;
-4 Efe2)- e L. e
82 n EZ n — _—_2 ¥ Uj + z “h;z‘
| €L (mr1)® =1 j=n+2  j
Remarque : L'inégalité de Chebyshev donnait seulement -
var S | i3
Ve P[ls,. - E[S ] I 3 E]<_n Si on fait d'abord tendre £ vers +oo, le second terme de la dernizre
l n n =2 relation tend vers 5
+o0o a,
Les inégalités de Kolmogorov donnent la méme limitation pour 5 —g—
Isk—E[Sk]l , k=1,2,..., n, j=n+2  j
Inégalit€s de Hajek-Renyi. qui est le reste de la série (1). Si maintenant, on fait tendre n
Soient (Xn) une suite de v.a. telle que, pour tout n, &_ = E[X ] vers +oo, alors les deux termes de la dernitdre relation tendent
existe, 02 = var X_ existe et telle que, pour tout i # j, cov (Xi,X.) = 9. vea, O
Soit (Ck) une suite décroissante de réels positifs, Alors on a :
[ § 5, APPLICATION DE LA LOI DES GRANDS NOMBRES A L'ANA-
P[ max C. IS, =~ E[S . ] ;1]g LYSE.
Lickgy k+n l k+n k+n I ===
nt+d n+f Nous allons donner une démonstration élémentaire du fameux
2 2 2 2 . . . . .
C L o + I Cc, o, . théoréme d'approximation de Weierstrass, Nous aurons besoin du
60w T n i J J i
=1 j=n+2 lemme suivant :
Pour la démonstration, on peut sans restriction supposer a =0 Lemme . Soit Zan) une suite de v.a. telle que, pour tout n, & = E[Xn]
T T ep— R c? g Adows, e, par Dinspaiisd et var Xp =0 (a ).2 Soit g une application continue et bornée de /g
. k kin "ktn dans J@. Si lim of (a) = 0, alors on a :
de base : n
N —2=+00
2 . _
p[ max G |S. | > 1]= p[ max Cf 8% > 1}< lim E [g (X)] =g (9)
1< k<L 7 1< k<L n-=+oo 5
L et la convergence est uniforme en & lorsque O tend vers 0 uni-
I E (Cz SZ - g SZ ) 1(B,)|< £ é t et t if ément continue n
e Tt “loba Tedtied E4s.4 s ormément et g est uniforméme .
£ 2 2 2 Remarque : En vertu des propositions 1 et 2, on a plim g (Xn) =gla)
z Ck+n E [Sk+n - sk-}-n-i] mais on sait que cela n'implique rien sur la convergence des moments.
k=1 Seulement, nous n'avons pas utilisé toutes les hypotheéses.
; e F 3 2 2
uisque la suite (C. ) est décroissante et S -5 =20.
R : N kin kin-1 ~ Démonstration : Nous avons
puisque Y_ = 0, la derniktre somme est encore égale a
° 5 5 P, " lelg x)]1-g(a)l < Ell gx) - g (a)ll
C E|lS + z C =
n+d [ n+1] k=2 kin Tk+n Pour tout £€>0 , 36>0 tel que
n+i n+i
&2 x O’Z + Z & 02 | X, -o < & entraine | g (X,) - g (%) | < ¢
L= T B L |

| en vertu de la continuité de g. Mais puisque g est bornée, on a
aussi :
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|Xn-06|> ) entrafnelg(xn)—g(oc)IQZM
Définissons la v.a, Y par
Y=]€ si an"x‘l<5
2M  si | X - [>28

Alors, on a :

Ellgx)-g(a)l] <E[Y] ="

o (a)
£ 8+ 2M L
52
par 1'inégalité de Chebyshev,

Application .: Prenons, pour X une v.a. Bi (n,¢ ) et posons

=X .
Xn- i Alors on a :

E[g(x) 1= cX oNu-a )N g )

i B

k=0

l.e second membre de cette relation est le polyndme de Bernstein
B, () pour la fonction g et de degré n. Appliqué 4 ce cas, le
lethbhe donne

VE>O B (a)-g(a)|< € 0< agt .

n, g
On peut donc énoncer :

Théoredme d'approximation de Weierstrass.

Si g est une fonction continue sur l'intervalle fermé [0,1],
alors les polyndmes de Bernstein de g convergent uniformément
vers g.

Cette démonstration est due & W, Feller.

§ 6, THEOREME CENTRAL LIMITE.

Ce théoreme est un des résultats fondamentaux de la théorie
des probabilités. Il a suscité de nombreux travaux et est 4 la base
de nombreuses méthodes de statistique,

La lecture de ce paragraphe suppose comme le paragraphe
8 du chapitre VIII traitant des v.a. normales,

La loi des grands mombres indique que, sous certaines
conditions, on peut avoir :
VE>O Pf[]}.(—n.—ml>€ ] =0 quand n-etw .
mais elle ne donne pas un moyen pour évaluer facilement la proba-
bilité P[|X - m| > €] et voir ainsi rapidement si elle tend
vers 0, Le théortme cerntral Ilimite remédie a4 cet état de choses.

eP[IXp-a|<8] + 2 M P|[X -a]>28]
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Nous ne donnerons du résultat que sa version la plus simple.

Théortme central limite,

Soit (Xn) une suite indépendante de v.a. ayant la mé&me
f.d. et telles que m = E[Xn] et o2 = var [X_]existent, alors on a:

S - rrin X - &
. n 1 2
lim P — £x | = - e dz,
n-— +m 0 n -0 V2T
. S_-mn
Démonstration: Remarquons d'abord que la v.a. est réduite,
n
Sans restriction, on peut donc supposer des le départ m = 0, 62= 1.

Le théoréme veut monirer qu'il y a convergence de la f.d.
Sn-mn

de la v.a. vers la f,d, de la v.a. N(0,4). En vertu du théo-

0 u
reme de continuité, il suffit de montrer qu'il y a convergence des

f.c. correspondantes. Il suffit donc de montrer :

£
?g (t) ——e quand N —etco,
=
7=
En vertu des hypotheéses , on a :

n ¢t t2 t
cpsn(t)= Py \/_‘;‘):(1"23+0(—§1_)
7a

En prenant le logarithme des deux membres et en utilisant le déve-
loppement de Taylor de Loge (1+x) au voisinage dé x =:0, on a

2
t t
Loge Pg (t) = n Loge ch \-/-;)_—:-E- quand n- +o0.
n

Vn

Remarque : Le résultat exprime que, sous les hypotheses indiquées,
Sn—mn ’
la v.a, ——=— est approximativement N(0,1). Il en est de méme de
ova |
X -m
la v.a =
.a. 5

‘Les hypotheses formulées sont celles de la version la moins
générale de la loi faible des grands nombres (proposition 8),” La dé-
monstration qui vient d'étre faite rend également ce résultat. On a
en effet : ' ’ '
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eV

% E g _Z_Z.
-m -
— 8\/11 1 2
ve>0 PlX -mi<e]=P |- B—|<2 e
T
n 7E -£Vn
o

et l'intégrale tend vers 1 quand n +co. Mais le théorgme central
limite apporte un complément fondamental.

Il importe également de remarquer combien le fait de ré- R
duire la v.a. est important. En effet, sous les hypotheses du théore-
me central limite, c'est la suite (X_) qui suit la loi des grands nom-
bres et pas la suite (Sn). On a, en effet :

£ 2

a T

1
- U 2 d 1 d n-=+co,
P[lsn nm‘} E:l i . \/é_n e Zz -1 quand n

ovn
Cependant, la suite (a_ S ) ol lim Vo a_ = 0, suit la loi des grands
nombres car : n ~=+00

& Z
Y S

Plla. S -~a_nmi>E|l —=i~ ‘ e dz .

l:n n n l/] 3 v

c5|a'n|\/1;

Application: On veut évaluer une grandeur physique inconnue m. Pour
ce faire, on fait n mesures indépendantes aussi précises que possible
de cette grandeur. Soient X,,X,,...,X c¢es mesures. On suppose

que ce sont des v.a., indépendafntes ayaht la m&me f.d. et telles que

Un probléeme intéressant est le suivant : combien faut-il effectuer

de mesures pour avoir, avec une probabilité donnée, un écart | Xn-ml

inférieur 4 une quantité donnée.

Proposons-nous de trouver n tel que :
= m

P[IX -m|<

m o7
n 100]/ 0,95

Ceci suppose évidemment m> 0. On adapte facilement l'écriture si
m < 0., Par l'inégalité de Chebyshev , on a

2
- m o“ 10,000
—— - — Z
PIIX -mi< S50 21 -5 = 2 0,95
On trouve donc n par la relation :
¢ 10.000 _ 5
n 2 100
m

ou encore
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g 2
n > 200. 000 (E)

(¢}
Le nombre n dépend du coefficient de variation o Plus 0 est pet
moins il faudra faire de mesures,
En appliquant le théoréme central limite, on a

m\/l: 2

= m 100 © 1 ) EZ—
P[IX -m| < —]= e dz > 0,95
n 100" m \/r: V2T
100 ©

ILa table de la loi normale N(0,1) domne

m Va

100 =196 ~2

et donc G 2
n =~ 40, 000 (—)

m
Cette relation montre que le nombre n fourni par 1'inégalité de
Chebyshev est trop grand.

Cas particulier du théoréme central limite

Théoreme de De Moivre-Laplace.

Si (Xn) est une suite indépendante d'indicatrices de param?-
tre p, 0<p<1, alors S est une v.a. Bi (n,p) et

X - np ZZ
Spm P X-np]f\/npq . "3
Pls_<x]=P < e dz
n - VR Pq \/nquj - o 270

Ce théoreme affirme qu'une approximation de la valeur de
la f.d. d'une v.a. Bi (n,p) au point x est fournie par la valeur de

la f.d. de la v.a. N(0,1) au point ==L . Puisqu'il s'agit de l'ap-
proximation de la f,d. d'une v.a. V" P9 discrete par la f d.d'une
v.a. continue, on peut montrer par des calculs assez laborieux
qu'une meilleure approximation de P[Snéx] est fournie par

-I~1 n
X S5 - np
2
ZZ
vanpgq 1 "2

——= e dz.
- V 2n

Il n'est plus intéressant aujourd'hui de développer ces calculs. En
effet, si n est grand, le terme 1 e joue aucun rdle et si n'est
petit, on dispose de tables qui donnent la valeur exacte.

(Havard University Computation Laboratory : "Tables of the Cumu-
lative Binomial Probability Distribution " , Harvard University Press,
Cambridge, Massachusetts 1955),

On peut également montrer que si X est Bi(n,p), on a :
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1 X~ n z
- S F=E)
=x]= 1 1 2 npq
Vnpq V27
1 X-np

2
- =)
ol 7—2-_1?— e 2 oP9  €st la valeur au point 3(-?%}3 de la f.f{r,

: v q
d'une v.a. N(0,1), Cette quantité a &t tabulée,.
Application : Proposons-nous de trouver n tel que

PlIX_-pi<0,04] > 0,95
Par 1l'inégalité de Chebyshev, on trouve

PIX - pl <0,04] > 1 -
Des lors,

SR .

on trouve

n (0,01)%
P 9 100
n > > 5
(0,01)
ou encore 5
n > 5 = 50.000
(0,014)
Par le théoréme central limite, on trouve
eVa 2
P[IX -mi<e]l VPQ \/1__ e 2 dz =095
n &:\/1; 2T
ce qui,

vV P49
dans le cas présent, donne

CHAPITRE VIII,

PRINCIPALES VARIABLES ALEATOIRES

g 1.

INDICATRICE D'UN EVENEMENT,

A tout événement A €, on peut associer une v.a, discrete
prenant la valeur 1 quand A est réalisé et la valeur 0 quand A n'est
pas réalisé. Cette v.a.

est caractérisée par

appelée indicatrice de A et notée I, ou I(A)

1 0
I c
A |p=PlA] P[A"] =q=1-p
On a
E[IA]=1xp=p PlA]
varIA=pq "
9, () =q+pe
A
§ 2.

SCHEMA DE BERNOULLI ET V.A. BINOMIALE,

On considére un schéma d'expériences répondant aux hypothe-
ses
1) on effectue un nombre fixé n d'expériences.
2) chaque expérience se termine de deux fagcons seulement
1'une qu'on appelle conventionnellement ''succes', l'autre qu'on ap-
pelle conventionnellement "échec!,

3) la probabilité p du succes est la méme a chaque expérience
4) les expériences sont indépendantes (au sens du chapitre IV)

Un tel schéma d'expériences s'appelle un schéma de Bernoulli.
On a une représentation d'un tel schéma quand on extrait des boules
d'une urne dont la composition ne varie pas et qui au départ ne con-
tient que deux espéces de boules.

L'ensemble

£2 des résultats possibles comporte 2" points.
Soit X la v.a. que représente le nombre de succks obtenus
dans ce schéma. Cette v.a,

Cherchons P[X =j], j = 0,1,.

peut prendre les valeurs 0,1,2,,..n
R s N

Pour obtenir j succes et donc n-j échecs, on peut obtenir

J J P
d'abord les j succes et ensuite les n-j échecs, Désignons par S;
J J 18 P

l'événement qui consiste & obtenir un succes & la ji®Me expérience
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N

et par E; 1'événemernt qui consiste a& obtenir un échec a la jieme
expérience, (j = 1,2,...,n). En vertu des hypothéses, on trouve:

n-j

AS.A NS, A = )
P[s,ns,n ... anEan... En] p’q

1

Mais il est immédiat que la séquence obtenue en permutant un S
et un E, sans déplacer les indices, fournit le mé&€me nombre de
succes et a la mé&me probabilité. Or, on obtient toutes les écritu-
res possibles par des permutations avec répétition de n éléments

dont j sont du type S et n-j du type E. Il y a donc 'j_'nn_-‘]r = C;’l
séquences possibles représentant des événements deux a deux in-
compatibles mais ayant la mé&me probabilité. Ainsi, la probabilité

d'obtenir exactement j succeés est

Plx=jl=c) o g’ j=0,4,2,...n.

On appelle binomiale de parambdtre (n,p) (en abrégé Bi(n,p)) la v.a.

discr®*e caractérisée par :
O s 1, 5 s v e 3 j > n

X qn ol n-j n

j n

It est immédiat que P[X=j] >0 et
o j
PPqg " = (ptq

j n
CJ ) = 4, -
- n
J=0 j=o
Pour trouver la moyenne et la variance de X, remarquons qu'on
peut écrire :

X=Y1+Y2+...+Yn

ol Yj est l'indicatrice de l'expérience j caractérisée par

¥ 1 0 j=14,2,...n
P q
et ou les v.a. Y » Y5, ..., Y sont indépendantes.
On en déduit :
E[X] =np var X = npgq
ity n
Pylt) = (@+pe )

Remarque : Il existe des tables qui pour diverses valeurs de n
et p fournissent P[X =j]Jou P[X<j]. On a :

P[X<j] = ;J: P |X=i]

Pl x=j]=P[X<j]-P[X 1]
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Les tables sont limitées & U< pg 0,5 car si X est Bi (n,p), alors
la v.a., qui représente le nombre d'échecs est Bi (n,q).

A la v.a. X Bi {n,p), on associe la v.a. discrete LJ appe-
18e la fréquence du succes et définie par

u=2
n
0, =, L,
iz n n
est caractérisée par .. .
c? PJ qn'J
n
car P[X-=l]=P[X=j]
n n
De la définition de H , on tire
E [Ul=p var U =2
.t
i= n

n
9y ®) = (a+pe ")
On peut considérer un schéma plus général ol l'hypothese 3 est
remplacée par l'hypothese

3') la probabilité du succes a l'expérience j est P; et celle
de 1l'échec est qj-

I1 devient laborieux d'évaluer P[X = j] d&s que n est grand.
Ainsi, pour n = 3, on a déja :

Cependant on a encore la représentation

X =Yy +Y¥,+... +Y
ol Yj est caractérisée par 1 0
Pj qj
On en déduit encore :
n n
E[X]=ZpJ ;o var X = % p. q
j=1 j=1 7

n .
t
Px®) = Tt <" pj)
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§ 3. VARIABLE ALEATOIRE GEOMETRIQUE.

On considére un schéma répondant aux hypotheses 2,3 et 4
du schéma de Bernoulli. On s'intéresse & la v.a. L} qui représente
le nombre d'échecs précédant le premier succeds. D'apres les hypo-
theses, cette v.a. est du mé&me type que celle qui représente le

nombre d'échecs séparant deux succes. La v.a. |} = est appelée v.a.

géométrique de parametre p. Elle peut prendre toutes les valeurs
de N et

PIU=k]-= P[EinE r\...nEk/\S

)= g
2 k+1 4 p

La v.a. géométrique de parametre p est caractérisée par

0, 4, 2,..., k, ... 0<p< i,
) k
u 9 P
On a
+o0
£ ap =11
k=o -4
® ok itk
gyt =z g peltt s —B—
k=0 1-qe
d'ob on déduit
E[X] =4 var X :—%
P p

8 4. VARIABLE ALEATOIRE BINOMIALE NEGATIVE,

On effectue des expériences.répondant aux hypothéses 2,3,4
du schéma de Bernoulli et on exige la condition :

. 4') obtenir un nombre fixé c de succes.

lLa v.a. qui représente le nombre d'expériences a faire pour obte-
nir ¢ succes est appelée v.a. binomiale négative de parametres
(c,p) (notée en abrégé : Bin (c,p)). Une v.a. V Bin (c,p) peut

prendre les valeurs c, ct+i, c+2,... ¢ S/V
Cherchons P [V=j] . L'événement
AL, N n . .
Sin Spn. Sc_inEC r\EJ_ir\SJ

donne exactement c succes. Il faut remarquer que pour avoir exac-
tement c succes, la séquence doit se terminer par un succes. (Il
est entendu que lorsqu'on a obtenu les ¢ succeés, on arréte les ex-
périences). Une séquence obtenue en permutant un S (autre que Sj)
avec un E, sans déplacer les indices, fournit le méme nombre de
succeés et a la méme probabilité. On obtient toutes les écritures
possibles par des permutations avec répétition de j-1 éléments
dont c-1 sont du type S et j-c du type E. On trouve donc

c-1 ¢ j-c

Plv=sjl = Cj-i P g
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la v.a. V Bin {(c,p) est caractérisée par
c , ctl , J s
v .
c-1 ¢ j-c O<p<1
C. 4 P, 4
On a
too c-14 ¢ j-c oo c-1 c i p_\°
z CJ-i P q - ; c+i-t P4 :(1—q) =1
j=c i=
-c T o4 i
car (1-q) = = . Cc+i-1 4
i=o
+co inls C
c-1 ¢ -c¢ it(j-c
cPv(t)—zc'iqu eJ)’———Ei‘r
j=e 7 1-qe

Par dérivation, on trouve E V et var V. Mais on peut inter-
préter V comme étant :

vV = Ll1+u2+ ...+UC

o les U,, U,,..., 1l sont des v.a. indépendantes et géométriques
de parametre p. On en déduit :

c
E(V) = =% var (V)= =&
P 2
P
Plus généralement, on définit une v.a. Bin {(c,p), sans supposer
que ¢ est un entier, en la caractérisant par
0, 4, 2, ..., i, ... 0<c

v c-1

c i O<p<t
Ceti-g P9

§ 5. VARIABLE ALEATOIRE DE POISSON.

On rencontre une v.a. de Poisson 4 partir d'un schéma de
type suivant. On considi®re un événement qui peut se réaliser au moins
une fois dans l'intervalle de temps ]0,T]. Le nombre de fois que
cet événement est réalisé dans le sous-intervalle ]ti’tZ] (0 <ty<t
est une v.a, On suppose

2<T)

1) Les v.a. associées a4 deux sous-intervalles disjoints sont
indépendantes.

2) Les f.d. associées 4 deux v.a. correspondant & des inter-
valles de méme longueur h- sont identiques ala f.d. de la v.a. cor-

x

respondant a l'intervalle 10,h ] .

3) Pour tout intervalle de longueur non nulle, il y a une
probabilité strictement positive qu'il se produise au moins un évé-
nement mais il n'est pas certain qu'il s'en produira un .
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4) Quand h tend vers 0, la probabilité qu'il se produise
au moins deux évé-iements dans ll'intervalle 10,h] est un infiniment
petit rapport & la probabilité qu'il s'en produit exactement un. On
peut interpréter cette condition sous la forme : dans tout intervalle
suffisamment petit, il ne peut se produire qu'au plus un événement
«ce qui revient encore & dire qu'il est impossible pour deux événe-
ments de se produire simultanément.

5) L'origine n'est pas uu instant ol un événement s'est pro-
duit. Sous ces conditions, on peut montrer que la probabilité pour que
le nombre N(t) d'événements qui se produisent dans I'intervalle
10,t 1 (0<tgT) soit égal & k est :

k
- >
P (k,t) = PIN@t) = k] = o~ Mt %)— A >0
k=0,1,2,...

En particulier,on a : P(0,t) = e M et A = - Log P(0,1)
On en déduit :

k k

k
P (k,t) = (-1) 'ET 5 P (0,t)
K a¢E

On appelle v.a. de Poisson de parametre A >0, la v.a. caractérisée
par :

X 0,1, ... , k ,
A LA AK
€ 3 ; € _k.'!- 3
On a : +go A 2K to o,k _=A A
AL A s S me e e
L e T T e keo X°
k=0 . =0
k itk it it
AP AR A -
(PX(t) = e 5 .——elz—'—_ = e e e = e (1-e )
k=0 :
et par dérivation de ¢y on trouve
EIX] = A var X = A,

On peut arriver 4 la v.a. de Poisson de la manitre suivante 3

Dans la matidre qui sert & la fahrication d'un produit se trouvent
des impuretés. Lorsqu'une impureté se trouve dans un produit, ce-
lui-ci est mis au rebut. Supposons qu'il y ait & impuretés dans la
quantité de matidre nécessaire pour fabriquer w00 produits. A pre-
mitre vue, on est tenté de penser que le pourcentage des rebuts
est o . Mais comme un méme produit peut contenir plusieurs im-
puretés, ce pourcentage est généralement inférieur a o

Appelons ''succes'' le fait pour une impureté quelconque de
se trouver dans un produit et supposons que chaque impureté a la
mé&me probabilité de figurer dans la matidre qui sert a la fabrica-
tion de ‘chaque produit., Ainsi, si on fabrique N produits, la proba-
bilité du ''succes'' est N Supposons encore avoir la condition
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d'injependance du schéma de Bernoulli, Alors, s'il y a n impuretés
réparties dans les N produits, la probabilité qu'un produit contienne
k impuretés est :

n~k

)

Z 1w

Placons dans le cas d'une fabrication de longue durée et posons

o . n
— = A = = A .
100 . On a aussi N et
5 - n(@-1). .. (n-k+1) ( A )k (- A )n-k
k k! n n
T k! “n . “n
j=1
Dans le cas d'une fabrication de longue série, n-=+4o et
lim T 2 Mo p
net oo k k!
A\~ - A
car lim. (4 _E)n ko e
n-=+00
k-1 .
et lim 7 (1—i) =1,

neto - j=1

La probabilité pour qu'un produit contienne au moins une impureté

est 1 - P_=1 - e~ Puisque A= 1%—0, le nombre de rebuts par
100 produits est : o
100 (4 -e 100
&
Si O est petit, alors 100 (1 - e 100) ~ o %.
Si o = 20, alors 100 (1 - e-o,z) ~ 18,127 % .

Une question se pose: quand on a une matiere qui contient beau-
coup d'impuretés vaut-il mieux fabriquer des ''gros" produits ou
des "'petits" produits.

Ainsi, si on fabrique des produits qui demandent 5 fois
moins de matiere, A sera remplacé par A = 2 puisque N est
remplacé par 5 N, Le nombre de rebuts par 4100° produits devient:

100 (1 - e 500)

et si @ = 20, on trouve seulement 4% environ de rebuts. Il est
donc plus intéressant de fabriquer de petits produits. :

Cette présentation montre en plus que si p dépend de n
dans la loi binomiale et si lim n p(n) = A , alors
n-+0o
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) k k n-k A Ak
lim Cn P q = e 17
n ==+ Q0 :

On peut le démontrer en utilisant le théordme de continuité
et les f.c. On a en effet :

. . it
Loge (q + Pe1t)n = n Loge 4 -p (1—e1t))"'— A(t-e™)

Remarque : L'approximation d'une loi binomiale par une loi de
Poisson est bonne quand p est voisin de 0 et quand n n'est pas
tres grand., Si n est grand ou si p-est voisin de 1, l'approxima-~
tion par le théordme central limite est meilleure.

8 6. VARIABLE ALEATQIRE HYPERGEOMETRIQUE.

Une urne contient N boules dont N, sont blanches et N, sont
noires. On extrait successivement n boules sans jamais remettre la
boule déja extraite dans l'urne. On s'intéresse 4 la v.a. qui repré-
sente le nombre de boules blanches qui figurent parmi les n boules.
Pour traiter le probleéme, nous supposerons que le procédé d'extrac-
tion est aléatoire, Ceci conduit & affecter chacune des C% combinai-
sons possibles de la probabilité —

Remarquons qu'on arrive au méme résultat en supposant
qu'd chaque tirage la probabilité conditionnelle de tirer l'une quel-
conque des boules restantes est la méme pour toutes les boules. En
effet, la probabilité d'obtenir un arrangement donné, pris parmi les
A% arrangements possibles, est

1.1 i .1
N N-1 "' N-ntl  ,n
Ax
H
La probabilité d'avoir une combinaison donnée est alors __n_n_ = —1?
AN CN

On appelle v.a. hypergéométrique de paramsdtre (N,Ny,n) la v.a,
discrete représentant le nombre de boules blanches figurant parmi
les n boules et caractérisée par

0 ., 1.,..., k, »
x Ck Cn—k
N:l N2 :
Cl =0si j>N, i=1,2
ck Ni 1
N
On vérifie que
n
k n-k
C C
Ny Ny o
k=0 n -
CN

Pour chercher la moyenne et la variance de cette v.a. remarquons
encore que :

~2+...+Yn
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ol Y, prend la valeur 1 si la jiéme boule extraite est blanche et

la valeur 0 si elle est noire., On a

N

2

=0 =
P[YJ ] N

Seulement, les v.a. Y:l’ Yz, v Yn

i #j cov (Yi,Yj) = E[Yin] - E Y] E[YJ.]

et la v.a. discrete Y.Y. est caractérisée par

1]
1 0
YiYJ'
E\L1 Ny-1 ) &,.Ni—i
N N-1 "N N-1
: N N, -1
1 1
.Y_] e e
E [Yl J N N-4
N, N,-1 N, 2 N, N
1 1 i 2
cov (Y,,Y.) = == ——— - (=) = -
: N N- .
i) 1 N NZ(N—i)
var X = npgq + n(n-1) (- 2L )
N-1
- [1 _n-17_ . N-n
Pa N-1 ] PAd gy
Remarquons que : sin =4, ona : var X = npq
sin=N, ona:var X = 0
. -n
1< , : <
si n<N, on a : npgq N1 npq
Chacun de ces résultats s'interprdte aisément,
Ecrivons
Cn Cn-k
N1 N2 ) Ck N—_1 N1-1 Ni-k+1 N2 NZ—n+k+4
cn n N N-1 """ N-k+1 “N-k N-nt+i
N
Supposons maintenant que N —=+00, Ny —=tco de fagon telle que
N
wg = p reste constant, alors on a :

=1,2,...

ne sont plus indépendantes.
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lim ——'——————1 2 = Ck pk qn-k
n n
Nee=+00 CN
N =t

Cette remarque permet d'approximer la probabilité d'obtenir k boules
blanches dans une loi hypergéométrique par la probabilité d'obtenir
k boules blanches dans une ‘loi binorniale.

8 7. VARIABLE ALEATOIRE UNIFORME,

Une v.a. X est uniforme sur 1l'intervalle a-h,ath , h>0, si
sa f,fr, donnée par :

1
—_ - <
2h pour a-hgx< ath
f(x) =
0 ailleurs
On trouve pour la f.d
0 pour x < a-h
£(x)= x-(a-h pour a-h<x <a+h
: 2 h
1 pour at+h<x
. it i -
o) L a+h gtk 4 Jit(ath) it (a-h)
X 2h - 2h it
a-h
- ita sin th
¢ th
Par calcul direct, on trouve :
h2
E[X] = a var X = Y
Par la transformation
_ X - (a-h)
Y= 2h
on se rameéne 4 une v.a. uniforme sur (0,1) pour laquelle, on a :
1 1
E[Y]—2 va,rY-12

8§ 8. VARIABLE ALEATOIRE NORMALE,

Une v.a. Z est dite normale réduite (en abrégé N (0,1)) si

sa f,fr. est 2
. _Z
4 e 2 -00 < Z £ +00

Van

fZ(z) =

99
On acceptera le résultat : 2
z
+0 -
[T w v
-0 )
qui montre que f est une fonction dé fréquence. 2
fee) . EE __t.g. + z-it
¢ (t) = > eitzev-zdz=ezj.oo-ie- 2 dz
R FY I o VI
£2
T2

car, par intégration dans le plan complexe, on a :
_{=-i t)z

+oo e —
1 2
— e dz = 4.
f—oo V2T

Puisque ¢_(0)} = 1, on vérifie que f, est bien une f.fr.
11 est facile de vérifier directement que E(Z) et E(Z2) existent.
Par dérivation de ¢, on trouve alors

E[Z]=0 var Z = 1.

11 existe des tables pour les v.a. N(0,41) qui permettent de calculer
soit P (Z<z) ; soit P (-z€2<z) ; soit P(0K Z <3z)
On voit que :

P [121 <1] = 0,6826
P [1z1 < 2] = 0,9544
P 121 < 3] = 0,9974

Une v.a. X est dite normale de moyenne m et de variance 62 (en
abrégé N (m, 02)) si la v.a.

X-m
Z = 5 g# 0
est N (0,1).
On vérifie immédiatement que
E{XlI=m var [X]= 2

6
. 2,2
-1
(Px(t) - CPGz+m(t) - itm _ZG t

Par la formule du changement de variable, on a :

{x‘-m)z

2

™o =

1 -

fX(x) :072=n e

I
On trouve directement si X est N (m, 62) , alors

PlIX-mi ¢ 0 1= 0,6826
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ol= 0,9544

PIX-ml € 2
< 30]=0,9978

P [X-mi

§ 9. VARIABLE ALEATOIRE. GAMMA.

Une v.a.X est appelée une v, a,

gamma de parametre (A, Q)
(en abrégé Ga(A, a)) saf, fr.

est donnée par :

A% A4 -
—f.-—(—o?)xaie X x>0 A>0 a>0
f.(x) =
X 0 x £0
' R
ol F(OL):] x Tt e ax @ >0
o

Pour tout & >0, on voit en intégrant par parties que

' (a+t) =al (a)

On en déduit que si @ est un entier > 0, on a :

T(a+1) = o !
Par le changement de variable A x = u, on voit que fX est bien
une f. fll‘.
On a :
© 04
itx A a-1 - A
ch(t) =/' e F(on)x e * dx
o
o
oA /°° Lot O A -it)x ax
I'{a) o
. A% {a) _ 1
PEO (g™ gt
Par dérivation de QOX ou par calcul direct, on trouve
[e o] o7 [s o} o1
A -1 - Ax a A a  -Ax
EIX = = = ———
[]/;Xr(a)x e dx =3 r( oat1) * ¢
o
o{a
E[XZ] -'-‘—J—-Fil varX=—O*C“

Cas particuliers

v 1) Une v.a. Ga ( A,1) est appelée v.a.exponentielle de
parametre A ; Sa f.fr. est donnée par

Ae_?\x pour x > 0

£ (x) =

N
=}

0 pour x

>R
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Pour une telle v.,a., on a :

1
E[X] = N var X =L
}\2
S S
Px(t) = 53
-
1 * :
2) Une v.a. Ga (= .5 ) neff” est a%pelee une v,a. chi-
carré avec n degrés de liberté (en abrégé X
Pour une telle v.a., on a =
E[X] =n , var X = 2 n

n

9 (t) = (1-2i1)?

§ 10. ADDITION DES V. A. INDEPENDANTES.

Les v.a.

introduites dans ce chapitre jouissent des proprié-
~tés suivantes '

)SlXest Bi (n,,p), si Y est Bi (n,p) et si X et Y sont
indépendantes, alors X +§? est Bi (n1+n . P)

2) Si X est Poisson (A), si Y est Poisson (U) et si X et Y

~ sont indépendantes, alors X + Y est Poisson ( A +p,)

3) Si X est N (m, 02), si ¥ est N (m’, o'z) et si X et Y
sont indépendantes, alors X + Y est N (m + m', o2+ G148y,

4) Si X est Ga (A, ), si Y est Ga (A, a') et 5i X et Y

sont indépendantes, alors X + Y est Ga (A, a+ a').
. Ces propriétés se démontrent de manidre identique. Démon-
trons la troisieme, par exemple
On a :
: 1 2.2 . 1 2 2
itm - 5 Ot itm' -= o' ¢t
Py lt) = e 2 P (t) = e 2
. i 2 2y ,2
B it (mim')-= ( "+ ¢t
Py () = Px(t) 9 (t) = e 2

Comme la f, c. caractérise la distribution d'une v.a., on voit que

X 4+ Y est N {m+m', o + 6'2),
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CHAPITRE IX. APPLICATIONS.

Exercice 4. 'Une urne contient b boules blanches et r boules rouges.
On en extrait simultanément deux boules. Quelle est la probabilité
qu'elles soient de couleurs différentes ?

Premitre solution par dénombrement des cas possibles et
des cas favorables.

Si on suppose que les deux boules forment un échantillon
ordonné, alors @ contient A2 résultats possibles supposés équi-
probables, Il y a alors - 2br Cas favorables a la réalisation de 1'évé-
nement "obtenir deux boules de couleurs différentes' dont la probabi-
lit€ p est :

. 2br _ 2br _ _br
P="2" 7 (b+r) (btr-1) .2
Ab-i—r Cb+r

La dernitre formulation montre qu'on peut aussi travailler
avec un échantillon non ordonné,

Seconde solution par la formule de décomposition,

De51gnons par B; l'événement ''tirer une boule blanche au
tirage numéro i'" et par R 1'événement ''tirer une boule rouge au
tirage numéro i" (i = 4, 2) On a alors

b T T b.

p=PlBARIVRNB)] =T s v o B

Exercice 2. Paradoxe du Chevalier de Méré.

Le chevalier de Mé&ré pensait qu'il y avait égalité entre
les deux probabilités suivantes

a) Probabilité d'amener le point 6 au moins une fois en
langant 4 fois un dé a 6 faces

b) Probabilité d'amener le couple (6,6) au moins une fois
en langant 24 fois deux dés a 6 faces,

Le raisonnement du chevalier de Méré était le suivant: en lancant
un dé & 6 faces, il y a 6 résultats possibles que nous supposerons
equlprobables En langant deux dés a 6 faces, il yv a 36 résultats
possibles que nous supposerons également probables. Obtenir double-
six est donc six fois moins probable qu'obtenir 6. Par conséquent,

il sera aussi probable d'amener double-six (au moins une fois) en

6 k lancers des deux dés que d'amener six {au moins une fois) en

k lancers d'un seul dé,
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Comme '"la pratique' ne confirmait pas son raisonnement
(au grand détriment de sa fortune), le Chevalier de Méré écrivit
a4 Pascal qui trouva l'explication de ce paradoxe. Ce fut le début
de la théorie des probabilités.

Venons-en a la solution du probléme. En lancant 4 fois
un dé a 6 faces, il y a 64 résultats possibles du type (41 az,a3,a4)
avec aj; = 1,2,3,4,5,6 et i = 1,2,3,4, Parmi ceux-la, ne con-
tiennent pas le chiffre 6. Donc 64- 54 contiennent au moins une fois
le chiffre 6. Ainsi, la probabilité d'amener le point 6 au moins
une fois en langant 4 fois un dé a 6 faces est :
6t - 5*

64

5 4
=4 - (g) = 0,547747.
En langant 24, fois deux dés a 6 faces, il y a 3624 résultats possi-

bles du type {(ai’bi)’ (aZ’bZ)""‘(a24’ b24)} a-,b~ =14,2,3,4,5,6

et i,j=1,2,....,24. Parmi ceux-1a, 3524 ne contiennent pas le
résultat (6,6). Donc 3624 - 3524 contiennent au moins une fois le
résultat (6,6). Ainsi, la probabilité d'amener double-six en lancant
24 fois deux dés a 6 faces est :

3624 _ 3524

35)24
3624

= 0,494404 # 0,517747

Pour la petite historie indiquons que ce qui contrariait le chevalier
de Méré &tait le fait suivant : il avait l'habitude de parier d'amener
le point 6 (sous-entendu au moins une fois) en 4 lancers d'un dé et
il comstatait qu'il gagnait plus souvent qu'il ne perdait. Ceci était
normal puisqu'il avait une probabilité de gagner strictement supé-
rieure a . Comme ses adversaires avaient fait la méme constata-
tion, ils refusaient de jouer., Alors le Chevalier de Méré a proposé
le second jeu et il a été fort étonné de constater qu'il perdait plus
souvent qu'il ne gagnait. Pourtant la différence entre les deux pro-
babilit€s n'est que de 0, 026343,

On pouvait arriver a la solution par un autre raisonnement,
Puisque les lancers sont successifs, on peut les supposer indépen-
dants. Alors la probablhte de ne pas avoir 6 en quatre lancers d'un
dé est (2)%. De méme 1a frobablhte de ne pas avoir (6,6) en 24
lancers de deux dés est ( )4, Comme 1'événement dont on vient
de trouver la probabilité est le complémentaire de celui dont
on cherchait la probabilit€, on retrouve le résultat,

Exercice 3. Quelle est la probabilité d'obtenir au moins une fois

le point 6 en jetant 3 dés ayant respectivement les probabilités
P4 Py P3 d'amener 6 ?

On peut supposer les 3 lancers indépendants, On trouve
alors comme réponse : 1 - (1-p1) (1-pp) (1—p3)
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Exercice 4. Dans un schéma de Bernoulli, quelle est la probabi-
1ité ‘que le nombre de succeés soit pair ?

La probabilité cherchée est :

n-2

n 2 2 _
+Cnpq + ... =

Crol q
[(p+a)” + (g-p)" ] =

[1 + (g-p)"]

[N

Une autre fagon d'obtenir la solution est d'établir une équa-

tion de récurrence dont la probabilité cherchée est la solution., Soit

T la probabilité que le nombre de succes soit pari en n expérien-
ces, On a par la formule de décomposition :

Tliizq

w=amn, , tpl-n_)=lg-p)m , +p n=23,. ..

I1 reste & résoudre cette équation. Remarquons d'abord que si une
suite (pn) de nombres satisfait 1'équation

Py, = 2P, 4 n=2,3,... (1)
oll a est une constante donnée, alors

Py =P 2 m=t12,..
Par conséquent, l'équation

pn=apn1+b n=23,... (2)

ot 2 et b sont des constantes données, a pour solution

_ b n-4 b .
pn—(Pi——r—a)a t1-a sia #1

pn:(n—i)ber1 sia =1

En effet, si p  satisfait 1'équation (2), nous posons

pil = Pn - 41 -a a # 1
et nous obtenons
o= + o - =2 . =2b
PhnT23Pyy "1-a %Pnq "1z
b
=aP, 4 - T -a) T *Phy

ce qui montre que la suite (p]'n) satisfait 1'équation (1).

Finalement, on trouve

=g - —P oyt B
T Tl 1 - (q-p)) (a-p) "1 (q-p)
=31+ (qp"]
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Exercice 5, - Dans un schéma de Bernoulli,on demande la proba-
bilité P(2n) d'obtenir le mé&me nombre de piles que de faces (n>1).
Montrer que P(2n) est une fonction décroissante de n. Si un joueur
regoit 2n quand il y a n succeés en 2 n parties et 0 pour tout autre
résultat, montrer que l'espérance de la v.a. représentant ce gu'il
recoit est une fonction croissante de n,

Le nombre de parties est nécessairement pair. On a
n 4.20
P(2n) = CZn (2)

P (2n+2) _ 2n+td < 4
P(2n) 2n +2

E[XZn]z 2n P(2n) + 0 (1 - P{2n))= 2 n P(2n)
(2n+2) P (2n+2) _ 2n+4 1
2n  P(2n) 2n

Exercice 6 : Un joueur joue a pile ou face, avec une piéce parfai-
tement équilibrée, de la manikre suivante : il parie toujours pour
pile et, si face sort, il double sa mise pour le lancer suivant.
Quelle est l'espérance de son gain ?

Le joueur qui a mise 1 franc en regoit 2 quand pile sort
et 0 quand face sort. Son gain apres la premiere partie est donc
1 franc si pile est sorti et -1 franc si face est sorti,

Y
Si pile sort pour la premidre fois au n'®™€ Jancer, le

joueur qui avait mise 4 franc au premier lancer et avait ensuite

doublé sa mise regoit 2 francs. Son gain & ce moment est donc :

2 -
2" . (1+2+ 2 + 42t 1) = 2" - (2"4) = 1.
] Puisque la probabilité d'obtenir pile la premiere fois ou
nl®Mme lancer est —— , l'espérance du gain est
o0
T oS=
n=1 2

Il semble qu'avec cette stratégie le joueur aura trouvé
un systéme pour gagner, Mais ceci n'est valable que si le joueur
dispose d'une fortune ‘infinie. Si sa fortune est limitée .l'espérance
de son gain est nulle comme on le voit facilement. L'espérance
de son gain est en effet nulle pour chacune des- parties,

Exercice 7. Modele durne de Polya:

Une urne contient b boules blanches et r boules rouges.
On extrait au hasard une boule de l'urne. On remet la boule dans
I'urne et on ajoute c boules de méme couleur que celle de la
boule extraite avant de procéder au tirage suivant. On suppose
qu'd chaque tirage, chaque boule a la méme probabilité d'étre
extraite,
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Désignons par B;

1'événement ''tirer une boule blanche au

tirage numéro i" et par R; 1'événement '"tirer une boule rouge au

tirage numéro lin

__r r+c r+ 2c
DIPAR AR, AR =00 T Trer 2o
2) P[R2]=P[R1AR2]+P[B1HRZ]

. I r+cC b r
b+r bi+r+c b+r b+r+ c
__r [ r+c b ]
b+r b+r+ ¢ b+r+c
5 r
b+r
3) P[R_]Z =
[ n]_ b+r
On a -
P[RR, ]= P[R AR, ]+ P[Bn_1an]

et si on désigne par @ le nombre de boules rouges contenues dans
l'urne au moment d'effectuer le (n-1)'*™® tirage, on a -

PR ] = o o+ c b+r+(n-2)c-a o4
n' T b+r+(n-2)c b+r+(n-i)c b+r+(n-2)¢ bt+r+(n-i)c
_ o b+r+(n-1)c
b+r+ (n-2)c b+r+(n-1)c
= P[Rn_1]
Par induction, on a le résultat. r e
P [R, nR._]
1 b +
4) P[RIR ]= 2 - T b+r+c
1 2 P [R ] by
2 b+r
- rtc
T b4r+tc
5) Pour i<j, ona :
b b+c
fal . = =
P[B;~B;]=P[By~B,] = pogrtpree
b T
< A = T commemmmen e ——
P[Bl Rj] P[BihRZ] b+r+b+r+c

6) De ce qui précede, on déduit immédiatement :

P [Bile]=

7) si ii,iz,...,in

Pl Bj!Ri.]

est une permutation de 4,2,...n, on a :
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P[B.AB.A...AB. AR, n...AR, ] =
1 1 1. 1

1 2 k k+1 n
,‘ =

p[B1 an.../\Ran...nR]
k n-k

7 [ b+ (i-1)c] =w [r+ (j-1)c]
i=1 j=1 -
n

v

[b+r+ (2-1) ¢]
=1 .
b (bte) ... (bt (k-1) ¢) r(r+c) ... (r+ (n-k-1)c )}
(bt+r) (b+r+c) ..... (b+r+ (n-1)c)

]

Appelons T, . le nombre ainsi obtenu.
8) Probabilité d'avoir exactement k boules blanches en n
tirages.
Soit Pk o Cette probabilité, Par la partie 7, on trouve
_ ~k
Pk,n - Cn Tck,n

Si on définit :

T [r+ (j-1)c]

T - 4=

o,n n
T [b+r+(-1)c]
£=1
k
T [b+ (i-1)c]

. - i=1

n,n n
T [ btr+{g-1)c]
£=1

On voit que la suite (P Yk = 0,4,2,...,n définit une distribu-

tion de probabilité d'une’v.a., discrite prenant les valeurs 0,1,2...
k,...n et P [X=k] = P, -

D'apres la définition des Pk n’ il est clair que

El

Une vérification directe est plus laborieuse.
La distribution de la v.a. ainsi définie porte le nom de
distribution de Polya.

9) Espérance mathématique et variance de la v.a. X défi-
nie 4 la partie 8 et qui représente le nombre de boules blanches
en n tirages,
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Une évaluation directe est laborieuse. Il faut en effet
chercher :

n
EiX] = ¢ k Pk,n
k=0
n
E [X2]= z k2 Pk
‘K, D
k=0

Il est plus facile de prvcéder comme pour la loi hypergéométrique

et de définir l'indicatrice Y; du jte™e tirage par :

1 si le ji®Me tirage donne une blanche

Y. = :
J 0 si le j'©™M€ tirage donne une rouge.

D'apres la partie 2, on a :

PlY=t] =55 PlY=0]= ¢33
br
E[Y.]= var Y. =
J b+r (b+r)2
b b+ c b, 2

i) eov (Y. Y5) 25T Birae - Gors)
brec

(b-l~:r)2 {b+r+c)

Puisque
X=Y1+Y2+... +Yn
on trouve
n b
E[X] = b+ r
b
var X = _r_1_’p___r_2_ +n(n-1) Zrc
(b+r) (b+r)“(b+r+c)
nbr

C
(bir)2 [1 + (n-1) b+r+c}

nb r b+r+nc

(b+r)2 b+tr+c
Si on pose :
b+r p b+r 9 b+r
On trouve
E[X]=np
i+nx

VarX=npq-—1—_+—_—a—
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En jarticulier, si on pose ¢ =-1 {ce qui revient & ne pas
remplacer la boule extraite) et N = b+r, on retrouve la loi hyper-.
géomé ..que.

Supposons que dans la distribution de Polya, b,r et b+r =N
tendent vers +oo de facon telle que b reste constant, clest-a-dire

que 'b—Er = p reste constant et donc b-{r = g = 1-p reste aussi
constant,
Supposons de plus que lim < = 0. Cette condition est

N~+o0
satisfaite lorsqu~ c reste ¢ rstant et N tend vers +oo. Alo.s il est
facile de voir que :
k « n-k
Lim Pk = C, P q
g o s] g

Exercice 8, Réalisation (¢ m parmi n événements,

Soient A ’AZ’ “e ,An n événements de & .Proposons-nous de
chercher, pour m<n,
la probabilité P de Ila réalisation d'au moins m des événements,
la probabilité P de la réalisation d'exactement m des n événé-
ments. ()

I1 est clair que pour m > 4, on a :

Pm: P(m) + P(m+1)+ el P(n) .

Commengons par chercher P1 ce qui revient d chercher
Plajva,v...va ]

Utilisons la méthode des indicatrices, nous trouvons
n
I (igiAi) =T(A)) + (1-I(A)) (A )+ . +(1-1(A)))(L-I(A5)). . . (4-I(A__ DI(A )
n n n

= % I{A,) - T I(Aif\Aj)+ b I(AinAjAAk) + ...
j=1 i,j=1 1,5, k=1
i<j i<j<k
+(-1)n_1 I(AgnA,n. .. f\An)

Pour trouver P,, il suffit de prendre l'espérance mathéma -
tique des deux membres. Définissons

S, =1
n

S, = ‘z P[AJ.]
j=1
n

S, = T Plajnal]
i,j=1



110

n
S, = )
ig,i50 0004 =1 1 1 k

i1<iz<. .. <ik

s,=Plagna,n.. 04 ]

k
La somme S, comporte C_ termes.
On trouve finalement la formule de Poincaré.

-« n-4
P, =8 -5,+5; -5, + ... + (-1) s

a -
On en déduit :

=4 - =4 - -5 - n
P(O) 1-P; =1-5; +85, 3+s4r...+(1) S, -

Cherchons. maintenant P .
(m)

Appelons B
lement si m des n

1'événement qui n'est réalisé que si et seu-

m/)  gyénements Ai’Az" .. ’An sont réalisés.

L'événement B(m) est la réunion d'événements deux & deux incompa-
tibles du type. =

A{NA A LLLAALAAT AL NAS
1 2 m  m+l 'n
ol (ig,ipsn. ,im) est 1'une des C™ combinaisons sans répétition
‘des n nombres 1,2,...,n pris m ra’i m, Par conséquent :.
I(B, ) = I (A, )...I1{A. ) (1-I (A, ) ... (a-1(A, ).
(m) Y ‘m bt *n
La somme du second membre comporte des termes du type :
' K
(-1 A ). T (A )I(A ). T(A))
1 m 1 Ik
ot (j4,... ’jk) est l'une des Cﬁ-m combinaisons sans répétition

des (n-m) nombres (i y...,i ) pris k & k. Remarquons que k
. N m+1 n

peut varier de 0 a n-m,

m Ck

n n-m

Des termes de cette nature se retrouvent donc C
fois,

Pour trouver P , il suffit de prendre 1l'espérance ma-
P . m)
thématique de I(B(m)) (()

0 'voit donc apparaftre dans P des ter-
mes du t ' (m)
ype

P[A N...AA nA . NA...0A )
1 m N1 ul

qui figurent dans Ser compte C;n+k termes,

Comme S
. m
et puisque :

k' +k

? 8
3
)
x
8

Cc
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on trouve finalement :

n-m k m
P = 3 (~1) C S
(m) K=o m+k “k+m
ne-m K m-4
Pm - kio (-1) Cm-l-k-i sk+m

FExercice 9, Le probleme de la rencontre,.

Supposons avoir n urnes numérotées de 4 & n et n boules
numérotées de 1 & n, On distribue aléatoirement les n boules dans
les n urnes de fagon que chaque urne contienne exactement une
boule et on suppose que chacune des n! permutations des n boules
a la probabilité .ﬁj.'.,. . Lorsqu'une boule se trouve dans l'urne qui
poirte le méme nuniéro qu'elle, on dit qu'il y a rencontre. On de-
mande la probabilité d'avoir une rencontre au moins et la proba-
bilité d'avoir m rencontres exactement pour m = 0,41,...,n.

Ce probleéme est célebre. On le rencontre sous de nombreu-
ses formes, Premitre forme : n personnes déposent leur chapeau
au vestiaire avant un spectacle. Un incendie survient, chaque per-
sonne se précipite au vestiaire et prend au hasard un chapeau. Quelle
est la probabilité qu'une personne au moins retrouve son chapeau?
Seconde forme : n couples vont danser. En supposant que chaque
homme a la méme probabilité de danser avec chacune des femmes,
quelle est la probabilité qu'au moins m hommes dansent avec leur
partenaire ? Troisitme forme: une secrétaire farfelue écrit n let-
tres., Elle fait ensuite les adresses sur les enveloppes. Elle glisse
une lettre dans chaque enveloppe en laissant & chaque lettre la
méme probabilité de figurer dans chaque enveloppe. Quelle est la
probabilité que m personnes exactement recoivent la lettre qui leur
est destinde ?

Posons A = l'événement "une rencontre a lieu au numéro
k', Cet événement est réalisé si la boule numéro k se trouve dans
1'urne numéro k et si les n-1 boules restantes sont réparties dans
les n-1 urnes restantes, Nous avons

n-4)! 1
P[Ak] =—(n—!—)— = k=1,2,...,n.

De mé&me, pour 1#j, on a

(n-2)! 1
s NA L = = = 5
P[4 AJ] n'! n (n-1) Lj=1.2 n
On trouve alors
_ o~k (n-k)! _ 1 _
Sk Cl’l n: “k! k-—i,Z, , I
et
- S S n-1 4
Py =1l-57 + 33 veee +(-1) o
~ 4 - L 0,63212 lorsque n est grand.
e
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P =3 -1 ¢™ 4
(m) k=0 m+k (k+m)!
I N
" m'! kzo (-1) k!
1
2—m—; e lorsque n-m est grand

Exercice 16. ‘V'érifier que dans le probleme de la rencontre, on a

Pla-1) 7 °
-4
P'(n) " n!

Modeles d'urnes.

On peut résoudre de nombreux problemes en définissant
convenablement un modele du type suivant : une urne contient N
boules différentes, numérotées de 1 & N par exemple. On en ex-
trait un ensemble de n boules appelés é&chantillon de taille n, L'é-
chantillon peut &tre obtenu par un procédé avec remise si on remet
dans l'urne la boule extraiteé lors de 1'un des tirages avant de pro-
céder au tirage suivant, L'échantillon est obtenu par un procédé
sans remise si on ne remet pas la boule extraite lors de l'un des
tirages avant de procéder au tirage suivant. Il faut encore distin-
guer si 1'échantillon obtenu est ordonné ou s'il n'est pas ordonné.

Une formulation équivalente est fournie par le probleme
suivant : répartir n boules entfe N urnes distinctes. A Ia notion
d'échantillon avec remise correspond la suivante : une méme urne
peut contenir plus d'une boule. A la notion d'échantillon sans re-
mise corréspond la suivante :une méme urne peut contenir une bou-
le au plus. A Ia notion d'échantillon ordonné correspond celle de
boules distinctes, a la notion d'échantillon non ordonné correspond
celle de boules identiques,

Le tableau suivant donne le nombre de possibilités pour
extraire’' n boules d'une urne qui contient N boules distinctes quand
on le lit de haut en bas, Les spécifications appropriées figurent
alors sur le c6té gauche. Le méme tableau donne le nombre de
possibilités pour répartir n boules entre N urnes distinctes quand
‘on le lit de bas en haut. Les spécifications appropriées figurent
alors sur le c8té droit.
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Extraire n boules d'une urne
qui contient N boules distinctes

Avec I Sans
remise l remise
]
Echantillon n n boules
. e l A
ordonné N N distinetes
Echantillon n n boules
) v | c
non ordonné N | N identiques
Répartition I Une boule au
libre plus par urne
Répartir n boules entre
N urnes distinctes.

On a ainsi défini le nombre de résultats possibles de &
I1 est généralement facile d'écrire l'un de ces résultats. Il est
en général fastidieux et inutile de vouloir les écrire tous, Pensons
qu'il faudrait écrire 10400 rgguitats pour décrire complétement l'ex-
traction d'un échantillon ordonné de taille 100 pris avec remise d'une
urne qui contient 10 boules distinctes. Dans tous les problémes ra-
menés a des modeles d'urne ol il n'y a qu'un nombre fini de cas
possibles, on prend £ = £( Q).

Dans chacune des situations rencontrées dans le tableau on
dit que 1'échantillon est aléatoire lorsque chacune des dispositions
possibles a la mé&me probabilité,

Un premier exemple d'applications des modeles d'urnes est
rencontré dans ce que 1l'on appelle 'les statistiques de la physique'.
Ici le mot "statistigque' doit &tre pris dans le sens de répartition,

En physique statistique, on s'intéresse 4 la détermination
de 1'état d'équilibre d'un systéme physique composé d'un tres grand
nombre, n, de particules de mé&me nature (électrons, protons, pho-
tons, mésons,...). Pour la simplicité de la présentation, on sup-
pose qu'il y a N états possibles pour chaque particule, correspon-
dant, par exemple, aux différents niveaux d'énergie. Chac- n de
ces niveaux est symbolisé par une urne. L'état du systéme peut
alors &tre caractérisé par le vecteur (n,,n,,...,n ) oll n, est le
nombre de particules a l'état j, symbolisé “par le nombre de bou-
les se trouvant dans l'urne numéro j.

L'état d'équilibre du systéme correspond a la répartition
qui a la plus grande probabilité,
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En faisant des hypoth®ses sur la nature des boules et sur
le mode de répartition, on trouve différents modeles. Le plus an-
cien .est celui qui porte le nom de 'statistique de Maxwell-Boltzmann',
On y suppose que lzs boules sont distinctes, qu'une méme urne peut
contenir plusieurs boules et que toutes les répartitions sont équipro-
bables. Elle s'applique, en mécanique statistique, aux molécules de
gaz par exemple, Le nombre de répartitions possibles est alors de
oclr\lI = N™ supposées équiprobables.

Mais pour les particules élémentaires la statisuque de Max-
well-Boltzmann ne s'applique pas, car pour aucun type de ces parti-
cules, les N arrangements ne sont équiprobables. Il y a alors deux
modeles appropriés : la '"statistique de Bose-Einstein'' et la "statis-
tique de Fermi-Dirac',

Dans la !statistique de Bose-Einstein' applicable aux photons,
on ne suppose plus les boules comme distinctes, ce qui revient a
dire que les particules sont indistinguables mais on suppose encore
qu'une méme urne peut contenir plusieurs boules. Il est clair que
deux répartitions présentant le méme nombre de boules dans chaque
urne sont considérées comme identiques. Le nombre de répartitions
possibles des n boules dans les N urnes est égal dans ce cas au nom-
bre yn de combinaiséns avec répétition de N éléments différents
pris n'd n. On les suppose équiprobables.

‘Pour les électromns, protons et neutrons, il faut utiliser la
"statistique de Fermi-Dirac'" a cause du principe d'exclusion de
Pauli suivant lequel il ne peut y avoir qu'au plus un électron dans un
état donné, Cela implique n < N, On doit toujours supposer les bou-
: . n o . s :
les identiques. Il y a alors CN répartitions possibles, On les suppose

équiprobables.

Les exercices qui suivent portent sur la réalisation de m parmi n
événements, sur les modetles d'urnes, les ''statistiques' de la physi-
que et le chapitre des distributions aléatoires.

Exercice 44 : On distribue n boules différentes entre n urnes dis-
tinctes. La répartition des boules entre les urnes est libre. On de-

mande la probabilité qu'aucune urne ne reste vide.

La p~~habilité cherchée est :

n
An___ri
n n
o n
n

Le résultat trouvé représente la probabilité de ne pas extraire deux
fois la méme boule en extrayant, par un procédé avec remise, un
échantillon ordonné de taille n d'une urne qui contient n boules dis-
tinctes.

!
Four n = 6, on trouve : é—'6—= 0, 01543,

6

415

C'est la probabilité de voir apparaftire l'ensemble des 6 ré-
sultats possibles en jetant simultanément 6 dés & 6 faces parfaite-
ment réguliers.

Exercice 12, Le probleme des anniversaires,

n personnes sont réunies dans une salle. Quelle est la pro-
babilité que deux quelconques d'entre elles n'aient pas leur anniver-
saire a la mé&me date ?

Pour résoudre ce probléme, on supposera que l'année com-
porte toujours 365 jours et que tous les arrangements possibles ont
la méme probabilité., Cette dernitre phrase constitue vraiment une
approximation, puisque les naissances ne sont pas réparties unifor -
mément dans l'année. Il en est d'ailleurs de mé&me des mariages qui,
en principe, les précedent.

Sous ces hypotheses, la probabilité cherchée est :

n
A
_ 365 _ i 2 n-1
To= OCn "(1‘365)(1-365)... (1-—365)
365

Comme le calcul est assez long dés que n dépasse quelques
unités, on peut essayer de trouver les formules approchées.

Si n est petit par rapport & 365, on peut négliger dans le
produit tous les termes contenant strictement plus d'une fraction dont
le dénominateur est 365, On trouve alors pour valeur approchée:

1+2+... +{n-1)
365

et puisque : _
1+ 2+... +(n-1) = n(n—zil

on a pour valeur approchée de la probabilité

n (n-1)
T ~41 = 730
Si, au contraire, k est grand par rapport & 365, alors k;615—

est voisin de 1. On peut alors prendre le logarithme du produit et
utiliser la relation approchée

Log, (1-x) =~ - x Ogx<t.
On trouve alors n (n-1
Log, ™ = 730

. 1 s . . iz
Si n'= 23, on trouve ® < =, Ainsi, si n > 23, il y 2 une probabilité
strictement supérieure a 1 qu'au moins deux personnes aient leur
anniversaire le méme jour.
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Exercice 13, On répartit n boules différentes entre N urnes dis-

tinctes. Sachant qu'une mé&me urne peut contenir jusqu'a n boules,
trouver la probabilité p, qu'une urne déterminée contienne exacte-
‘ment k boules (k= 0,1,...,n)?

Sous les. hypotheses faites, il y a ot = N© répartitions
possibles des n boules entre les N urmnes. On peut choisir les k
boules parmi les n de ck fagons différentes, Ces k boules sont alors
déposées dans l'urne choisie, Les (n-k) boules vestantes peuvent
alors &tre distribuées librement de (N-1)2F facons différentes dans
les n-1 urnes restantes. La probabilité cherchée est donc

n-k
ok M-1)” k4K 1yn-k -
P = C o = C (N) (1-N) k=0,4,...,n.

On constate qu'on trouve la probabilité rencontrée dans le
schéma binomial, Pour voir qu'il en est bien ainsi, supposons qu'on
répartisse les boules 1'une apres I'autre. Appelons 'succes'' le fait
de déposer une boule dans l'urne choisie. Alors, on a :

N .ieme
P ['succes" avec la j boule | =

Z 1=

et les événements sont manifestement indépendants,

En physique statistique, on a affaire & une "statistique de
Maxwell-Boltzmann', La recherche de 1'état d'équilibre revient a
déterminer k pour que Py soit maximum,

Posons
1 N-1_
N =P N9
Considérons le rapport :
Pk _n-k+4 p
k q

Pr_4

Aussi longtemps que ce rapport sera supérieur a un, les
termes pj croitront avec k. D&s qu'il deviendra inférieur a un,
ils décroftront avec k., Le terme p, le plus grand correspondra &
l'indice k qui satisfait la double inégalité

Peog < Py P > Pryq

Cet indice k est encore celui qui satisfait les deux inégalités
(n-k+1) p > kyg
(n-k) p ¢ (k+i)q

ou encore, puisque pt+q=1, celui qui satisfait la double inégalité
np-g<k<np +p

Ainsi 1'indice k cherché est l'unique entier compris entre

j=1,2,...,n,
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np~q et nptp. Comme la différence entre ces deux nombres est
1'unité, il se peut que np-q et np+p soient entiers., Alors les ter-
mes pp avec k = np-q et py,4 avec k+i = nptp correspondentl a
deux termes égaux dans le développement de (p+q)® .

Exercice 14, On demande la probabilité pour qu'une urne, choisie
a l'avance, contienne exactement k boules (k = 0,1,...,n) quand on
répartit n boules identiques entre N urnes distinctes, une mé&me
urne pouvant contenir jusqu'd n boules,

On peut répartir les n boules entre les N urnes de "Yn
fagons différentes. Apres avoir mis k boules dans l'urne choisle,
on peut répartir les n-k boules restantes entre les N-1 urnes res-
tantes de y%’_ki fagons différentes. Ainsi, la probabilité cherchée
2st ¢

n-k n-k
_ "Ne1 _ Ntn-k-2
qk Yn = Cn k=0,1,...,n.
N N+n-1

En physique statistique, on a affaire ici & une "statistique
de Bose-Einstein', La recherche de 1'état d'équilibre revient a déter-
miner k pour que ¢y soit maximum,
On traite immédiatement les cas ou N £ 2, 8i N > 2, on a:
4e>9,> 9> .- > .
En effet, le rapport :

% _N+n-k-2
et n -k

est strictement supérieur d un dés que N > 2.
n :
Le rapport = est considéré comme le nombre moyen de
boules par urne. Supposons que n-»+0, Ne=too de fagon telle que

n )
N —=a, Alors, on &crit :

_ (N-1) (n-k+1) (n-k+2) ... n
9 T (N+n-k-1)(N+n-k). . . (N+n-1)

et en 'divisant numérateur et dénominateur par -N, et.en faisant ten-
dre N et n vers +o, on trouve ' ’

k
A T = Kkl (1fa )k 11+a
(1+a)
Si on pose
1 a _
1+a =P 1+a 4
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on voit que
k
9 —4q p

qui est le terme général d'une distribution géométrique.

Exercice 15. Méme probléme que l'exercice précédent mais on sup-
pose qu'une méme urne ne peut contenir qu'une boule au plus.

La probabilité cherchée est

n-k
C
—HL si k = 0,1.
CN
Exercice 16. On répartit n boules identiques entre N urnes distinc-

tes, une méme urne pouvant contenir jusqu'a n boules. Trouver la
probabilité que m urnes exactement restent vides.

On peut choisir les m urnes de ¢ N facons différentes. Il faut
distribuer les n boules dans N-m urnes’ de fagon qu'aucune urne ne
reste vide, I1 y a CN m 1 facons de faire cette distribution, La pro-
babilité cherchée est

n N-m-~1

CN Cn 1
n
CN+n-—1

Exercice 417. Une urne contient N boules dont Ny sont blanches et
N, sont noires. On extrait n boules sans remise comme dans le mo-
dele hypergeometrlque Soit Aj 1'événement '‘obtenir une boule blanche

pour la premigre fois au Jlem tirage''. On demande la probabilité
de A

On remarque que. pour réaliser Aj il faut que les j-1 pre-
mitres boules soient noires, la Jleme soit blanche, les n-j autres
soient noires ou blanches,

. j-1 n-j .
(j-1)r C N, C_ " (n-j)!
] 1 Oy (@-d)

NZ
P[Aj] B n _, j=1,2,...,min(n,N2+1)‘
C.n
N
j-1 n-j
A N, A .
. 2 1 ""N-j
= K
N
En particulier, si N = n, on trouve :
j-1 R
AN2 N, (N-j)!
! = i=
P[Aj] N j=1,2,.. ., N+
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Si dans cette derniere expressiloqn, on suppose que j est

petit par rapport &2 N et N1 et si lim _f%z p (0<p<i),
Ne=tco
NI-—+00

on trouve:

N,(N,-1).. . (Np-j+2) Ny 4.2 ... (N-j)
1.2... (N-j) (N-j+1) ... N

1]

lim

lim P! [Aj]

-1 -1
w-pytp = o p.

i

Exercice 18, En utilisant un argument probabiliste, démontrer que
pour a<b, on a :

a , a b-a ;2 Qb-a[{b-a-1)+ + 2 (a-b)a-b-1)...2.1 =4
B b b-14 b (b-1) (b-2) b (b-1)(b- 2)...(a+1)a‘ :

En effet, si on pose : a =Ny, b=N, on voit de suite que

b-a

a
1 = —
P (Ai) 5

_2a b-a T a f(a-b)la-b-1)... 4 .
b b-1 "'P[AN +1] b (b-1)(b-2).. .(a+1)a

Comme Ai’Az" . e ,AN +1 forment un systéme contradictoire, on a

le résultat,

Exercice 19, Soient Xi’XZ’ - ’Xn n v.a, indépendantes ayant la
méme f.d. F.

1) Soit N la v.a. discrete qui represente le nombre de ces n
v.a. qui sont < x (x fixé €M) ‘De facon précise:)

N(W) = k = kdes n nombres X,(w),X,(w),..., X, (w)
sont { x.

Montrer que

P [N=k] = ¢& F)" [1 - Pl

2) Posons £1
&n

Montrer que :
Plg <x]= F&)°
Ple,cx]=1 - [1-F()]"

min (Xi’XZ""’X )

min (X,,X,5,... ,Xn)

Fxercice 20. Supposons avoir une suite indépendante (Xn) de v.a.

ayant la méme f£.d.

1) Si X, a pour f.fr,
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(x-Q
e (e ) x>0 o elR
f(x) =
0 X< : APPENDICE
montrer que p lim F,i(x) =
n - +oo

n
En effet, P [1E, - vype] =[4-Flate ~=(0 quand n-+co.
noene [ =1 1> ] [ ¢ )] 4 Dans cet appendice, j'ai rassemblé une présentation de

2) si Xn est uniforme sur {0, B ), montrer que plim gn =8 l'analyse combinatoire commode pour les applications en probabilité.

En effet, Quand on veut comnaitre le nombre de groupements que 1'on
_ _ ut former en extravant j éléments d'un ensemble qui en contient
P! - Blz2el= P £B-¢e)} =F - £) = 0 quand n —+oo, peu ¥ J !
[ En- B12 ] [En <P ] (8 ) 4 n, il faut préciser

3) Montrer que la suite (Nn) ot N a été définie a l'exercice 1) si les n éléments sont différents ou non,
précédent satisfait la loi faible et la loi forte des grands nombres,
2) si un élément quelconque peut intervenir au plus une fois,

Exercice 24 : n personnes sont placées le long d'une table. Trou- exactement une fois ou au moins une fois dans un groupement.

ver la probabilité que deux personnes désignées soient séparées par

k personnes 3) si l'ordre de présentation des &léments dans un groupe-

N ment est prépondérant ou non,
i€re solution : Il y a n! dispositions possibles des personnes,

On les suppose équiprobables. Si la premidre personne occupe la Nous étudierons trois types de groupements,

premiére place, l'autre doit occuper la k+2i€Me  On peut alors faire

glisser les deux personnes . d'une place. Ceci nous donne (n-k-—i) dis- 1. Arrangements.

positions favorables. Pour chacune de celles-ci, on peut encore per-

muter de (n-2)! fagons différentes les n-2 personnes restantes, Définition 4, On appelle arrangement sans répétition de n &léments
Enfin on peut permuter entre elles les deux personnes, différents pris j & j, tout groupement ordonné, formé de j de ces n

éléments, dans lequel chaque élément figure une fois au plus.
2 (n-k-1) (n-2) !
n! Définition 2, On appelle arrangement avec répétition de n éléments
différents pris j & j, tout groupement ordonné formé de j de ces n
éléments, dans lequel chaque élément peut figurer jusqu'a j fois,

P =

2de solution : I1 y a CZ fagons possibles de choisir les 2
personnes, On les suppose équiprobables. Parmi celles-1a il y en a

n-k-1 ol les 2 personnes sont séparées par k autres. e . o
Remarques : la seconde définition n'impose aucune liaison entre n

o - (n-k-1 et j, mais la premidtre stipule j S n,
= > .
Cn Deux arrangements sont différents, soit parce qu'il existe

au moins un élément qui figure dans 1'un des arrangements sans
figurer dans l'autre, soit, lorsqu'ils sont formés des mé&mes &1é-
ments, parce que l'ordre de présentation des éléments est différent,

Exemple : On donne 4 éléments différents notés a,b,c,d. Les 12
arrangements sans répétition de ces 4 éléments pris 2 & 2, sont
ab, ac, ad, ba, bc, bd, ca, cb, cd, da, db, "dec. Les 16 arrange-

ments avec répétition de ces 4 éléments pris 2 & 2 sont : aa, ab,
ac, ad, bb, ba, bc, bd, ca, cb, cc, cd, da, db, dc, dd.

Proposition 1, Le nombre des arrangements sans répétition de n
é1éments différents pris j 4 j est donné par la formule
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Ai = n(n-1) (@-2) @-3) ... (o-j+1).

qui se lit : le nombre des arrangements sans répétition de n é€lé-
ments différents pris j & j est égal au produit de j nombres entiers
consécutifs décroissants & partir de n.

Démonstration : Nous pouvons choisir le premier élément d'un grou-
pement de n facons différentes ; le second de (n-1) facons différen-
tes. Nous pouvons donc choisir les deux premiers éléments de n{n-1)
fagons différentes. Nous pouvons alors choisir le troisizme é&lément
de (n-2) fagons différentes. Ainsi, nous pouvons choisir les trois
premiers éléments de n(n-1)(n-2) fagons différentes. Finalement,
nous pouvons choisir le jleme glgment de n-(j-1) fagcons différentes.
Nous avons donc au total n(n-1)(n-2)... (n-j+1) choix possibles pour
les j éléments.

Proposition 2. Le nombre des arrangements avec répétition de n
éléments différents pris j & j est donné par la formule

o) = o
n

Démonstration : Nous pouvons choisir le premier élément de n fa -
cons différentes, Mais nous pouvons encore choisir le second de n
fagons différentes puisque le premier élément choisi peut encore
figurer .en seconde position dans le groupement. Il en est de mé&me
pour chacun des j éléments, Nous avons donc en tout : n.n.n...n=n
choix possibles,

2. Permutations.

Définition 3. On appelle permutation sans répétition de n éléments
différents, tout groupement ordonné formé de ces n €léments.

Définition 4, On appelle permutation avec répétition de n éléments
répartis en k groupes, le premier contenant ny fois 1'élément a,

le second contenant np fois 1'élément b, ..., le ki®me contenant ny
fois 1'élément g, tout groupement ordonné formé de ces n éléments.

Remarque : Deux permutations étant toujours formées des mémes
éléments, elles ne peuvent différer que par l'ordre de leurs élé-
ments.

Proposition 3. Le nombre P des permutations sans répétition de
n éléments différents est €gal au produit des n premiers nombres
entiers.

Démonstration : Les permutations sans répétition de n éléments
différents ne sont rien d'autre que les arrangements sans repetition
de n éléments différents pris n & n, Il suffit donc de faire j = n
dans la proposition 1.
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Notation : Lie produit des n premiers nombres entiers est représen-
té par n ! qui se lit factorielle n, Nous aveons donc : p, = n!

Proposition 4, Le nombre de permutations de la définition 4 est
donné par

n!

i 1 1
ni . nz. oo nk .
Démonstration : Soit T le nombre de permutations de la définition
4, L'échange de deux lettres a dans une telle permutation ne fournit
pas de permutation nouvelle. Affectons maintenant les lettres a d'un
indice., Elles deviennent a 585500058 . Leurs permutations donnent

. N : i . i is
nii permutations nouvelles a partir de chaque permutation initiale.

Les T permutations deviennent ainsi 7 nq. permutations dans les-
quelles nous affectons maintenant les lettres b d'un indice. Nous ob-
tenons ainsi T¢ nil nzl permutations., Finalement, nous obtenons

T n,t n,! ... n_! permutations qui sont toutes les permutations
sans répétition de n éléments différents. Ainsi, nous avons

Inl 1

1
T ng. Ny Dol L. Wy =00

3. Combinaisons.

Définition 5 On appelle combinaison sans répétition de n éléments
différents pris j 4 j, tout groupement non ordonné formé de j de
ces n éléments dans lequel chaque élément figure une fois au plus.

Dé&finition 6., On appelle combinaison avec répétition de n €éléments
différents pris j 4 j, tout groupement non ordonné formé de j de
ces n éléments dans lequel chaque élément peut figurer jusqu'a j
fois.,

Remarques : Deux combinaisons ne seront différentes que si 1'une
d'elles contient au moins un élément qui ne figure pas dans 1'autre.

Exemple : Soit a,b,c,d quatre éléments différents. Les 6 combi-
naisons sans répétition de ces 4 éléments pris 2 4 2 sont : ab,

ac, ad, bc, bd, cd. Les 10 combinaisons avec répétition de ces 4
éléments pris 2 & 2 sont : aa, ab, ac, ad, bb, bc, bd, cc, cd,dd.

Proposition- 5. Le nombre C) des combinaisons sans répétition de
n éléments différents pris j a j est égal au produit de n nombres

entiers consécutifs décroissants a partir de n divis€ par le produit
des j premiers nombres entiers, soit :

cl-nr (n-1) (n—.Z) e, n-j+i)
n j!
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Démonstration : Considérons une combinaison particuliere. Elle est
formée de j éléments différents, En permutant ces &léments de
toutes les fagons possibles, on trouve j! groupements nouveaux
qui seront tous les arrangements sans répétition des n éléments
différents pris j @ j mais ne contenant que les éléments de la com-
binaison particuliere. En procédant de la mé&me fagon pour toutes
les combinaisons, nous allons trouver tous les arrangements, Nous
avons donc la relation :

cl j o= al
n
. Al
d'ou CJ = —
n j!
Remarque : En multipliant le numérateur et le dénominateur de la
derniere relation par (n-j) !, nous ne modifions pas la valeur de
Cgl. Par conséquent
jooo__mi
0 T T

Proposition 6. Le nombre YJ des combinaisons avec répétition de
n éléments différents pris j 47j est donné par la relation :

,Y.x]'1 = o _ (otj-1)!

n+j-1 " ! (n-1)!

Démonstration : .Supposons disposer d'une urne partagée en n
parties par (n-1) cloisons. Convenons de réserver chacune des n
parties & 1l'un des n éléments. Supposons disposer encore de j sym-
boles (noté %*). Le nombre de symboles qui se trouvent dans une
partie de l'urne indique le nombre de fois que 1'élément correspon-
dant figure dans la combinaison. Ainsi, le schéma (n=9, j = 7)

a b c d e f g h i
*% % *kk x®

indique que l'on choisit la combinaison aacfffi, On ne peut obte-
nir une nouvelle combinaison qu'en permutant les étoiles et les
cloisons, Or ces permutations avec répétition sont celles de n-1+j
objets formés de n-1 cloisons et j étoiles dont le nombre est
{(nt+j-1) !

(n-1)! j!

Application : Si j 2 n, le nombre des combinaisons avec répétition
des n lettres différentes prises j 4 j dans lesquelles les n lettres
interviennent est
ctt
j-1
En effet, la condition que toutes les lettres interviennent
impliqie que deux cloisons ne peuvent pas &tre adjacentes, Or

1258

les j symboles laissent entre eux j-i espaces parmi lesqguels n-1
doivent &tre occupés par des cloisons, ce qui donne

C

n-i
j-1

facons de disposer les cloisons entre les symboles
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