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Introduction

La rupture est un probl�eme �a prendre en compte dans la construction de tout�edi�ce ou structure. Ce probl�eme est actuellement plus crucial avec le d�eveloppementdes structures complexes li�e aux progr�es technologiques. Les pr�eoccupations des bureauxd'�etudes tournent autour de la conception de nouveaux mat�eriaux, du prolongementde la dur�ee de vie des pi�eces et de la pr�ediction des ruptures en service. Ces analysessont centr�ees sur la notion de nocivit�e du d�efaut, pouvant apparâ�tre sous la forme de�ssure.La �ssuration prend en compte l'existence de d�efauts de fabrication tels que desinclusions, des vides dans le mat�eriau ou encore de zones d'endommagement �a partirdesquels des �ssures vont s'initier puis se propager pour atteindre une taille pour laquellela structure atteint la ruine. Di��erents types de �ssuration sont �a distinguer :{ la �ssuration stable qui comprend :{ la �ssuration quasi-statique sous une charge constante{ la �ssuration par fatigue sous une charge r�ep�et�ee{ la �ssuration dynamique lorsqu'une charge est appliqu�ee soudainement{ la �ssuration instable qui est instantan�ee et �a laquelle peut conduire la �ssurationstableNous ne consid�ererons dans ce travail que la �ssuration quasi-statique sous chargeconstante. Aucun e�et dynamique ne sera donc pris en compte, la �ssuration en ma-�connerie �etant en g�en�eral un ph�enom�ene assez lent.Il existe principalement deux mod�elisations de la �ssuration dans les structures :par la m�ecanique de l'endommagement et par la m�ecanique de la rupture. La premi�ereprend en compte les d�efauts dans le mat�eriau, comme les �ssures, par des variablesd'endommagement. Celles-ci sont des variables qui repr�esentent l'�etat du mat�eriau. De
1



cette mani�ere, les zones mat�erielles contenant un grand nombre de d�efauts poss�edentune valeur de la variable d'endommagement �elev�ee, diminuant les qualit�es de r�esistancedu mat�eriau. Cette approche reste donc une approche continue. Nous ne nous attar-derons pas sur cette th�eorie qui ne fait pas l'objet de ce travail, mais plutôt sur lam�ecanique lin�eaire de la rupture, qui consid�ere l'existence d'une ou plusieurs �ssuresdans le mat�eriau autour desquelles les contraintes, d�eformations et d�eplacements sontdiscontinus. Les �ssures deviennent de nouvelles fronti�eres internes du mat�eriau et la�ssure est donc prise en compte g�eom�etriquement. Depuis le milieu du XXe si�ecle, denombreuses avanc�ees de cette approche permettent de mieux pr�evenir le risque de rup-ture. Plus d'informations sur la m�ecanique de la rupture peuvent être trouv�ees dans[Mia95], [Zeg03] et [Par04].La �abilit�e d'une construction en ma�connerie est li�ee �a son aptitude �a r�e-pondre aux objectifs de sa conception pendant une dur�ee d�etermin�ee et pour des condi-tions d'exploitation sp�eci��ees. Il est rare qu'une construction ne comporte aucune �s-sure. Il s'agit d'un probl�eme classique et fr�equent dont la gravit�e d�epend du type ded�efaut et de l'importance du risque encouru. La structure est souvent soumise �a un dan-ger susceptible de constituer une menace pour sa stabilit�e d'ensemble ou celle de l'undes constituants structuraux. L'origine des d�esordres a�ectant un mur en ma�connerieest tr�es souvent li�ee �a la �ssuration. Dans un grand nombre de cas, les �ssures dansles ma�conneries n'ont pas de cons�equences dramatiques, mais mieux vaut les �eviter aumaximum.Les �ssures apparaissent lorsque les e�orts de traction agissant sur la ma�conneriesont trop importants pour être absorb�es par l'�elasticit�e de celle-ci. S'agissant d'une com-binaison de di��erents facteurs, ces e�orts de traction peuvent devenir tr�es complexes.Parmi ces facteurs, nous pouvons di��erencier deux types.Les facteurs externes, provenant des charges impr�evues agissant sur la ma�connerie.Un exemple fr�equent est le tassement di��erentiel, c'est-�a-dire le tassement partiel desfondations. Un autre exemple tout aussi classique est la �ssuration due au 
�echissementdes poutres mâ�tresses ou des planchers. Pour y rem�edier, il convient donc de bienconcevoir les fondations et les poutres porteuses a�n que celles-ci o�rent une r�esistancesu�sante �a la d�eformation ; ou de pr�evoir des joints �elastiques aux endroits ad�equats.Les facteurs internes, quant �a eux, sont les tensions apparaissant d'elles-mêmes dansla ma�connerie, sans aucune in
uence ext�erieure. Ces tensions internes sont provoqu�ees
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par les variations de dimensions que subit la ma�connerie au �l des ans. La ma�connerieest en e�et g�en�eralement li�ee de mani�ere rigide aux autres parties de la construction, desorte que des variations de longueur ne peuvent se produire, provoquant ainsi des ten-sions. Ces variations de longueur sont dues �a di��erentes causes physiques et chimiques.L'une de ces causes est la temp�erature. La ma�connerie en briques poss�ede en e�et uncoe�cient de dilatation thermique de l'ordre de 0; 5 � 10�5 m=m�C ce qui, pour unevariation de temp�erature de 20�C sur un mur de 10 m de dimension nous donne unevariation de longueur de 1mm. C'est assez faible mais cela peut d�eclencher la formationde �ssures. Une autre cause de tension interne est l'humidit�e. En e�et, tout comme lebois, les mat�eriaux tels que la brique se contractent et se dilatent sous l'e�et de l'hu-midit�e. La dilatation s'e�ectuant dans une brique passant d'un �etat enti�erement sec �aun �etat enti�erement satur�e d'eau est d'environ 1 mm=m ce qui cette fois nous donneun d�eplacement de 10 mm pour un mur de 10 m. Cette cause est donc d�ej�a nettementplus importante. Les facteurs chimiques constituent une autre cause de d�eformation.Ces facteurs ont tr�es peu d'in
uence sur la brique, mais pour les mat�eriaux �a base deciment le retrait dû au durcissement peut être tr�es important. Ce retrait, contrairementaux d�eformations caus�ees par les di��erences de temp�erature et d'humidit�e, est irr�ever-sible. Pour la ma�connerie de briques, ce retrait n'interviendra que pour les joints demortier et des micro�ssures pourront apparâ�tre.La pr�ediction de la direction de �ssuration en ma�connerie peut prendreune importance ind�eniable pour certaines structures. En e�et, certaines �ssures n'oc-casionnent elles-mêmes aucun probl�eme structurel alors que d'autres peuvent entrâ�nerdes cons�equences d�esastreuses. Une �ssure pr�esente dans un pont en ma�connerie pro-duira par exemple des d�esordres moins graves si elle se propage vers sa �bre sup�erieureen compression (la �ssure n'entrâ�nera alors pas de d�esordres trop importants) que verssa �bre inf�erieure en traction (pouvant conduire �a la rupture du pont). Une �ssure peut�egalement rejoindre un autre d�efaut ou un mat�eriau plus r�esistant dans la ma�conne-rie et alors s'arrêter ; ou bien elle peut se propager jusqu'�a la ruine. La pr�ediction dela propagation des �ssures permet donc de mesurer le danger repr�esent�e par un d�e-faut pr�esent et ainsi d'�evaluer le besoin ou l'urgence d'une intervention. Mais la ruinen'est pas le seul probl�eme caus�e par la �ssuration. L'�etanch�eit�e des structures peut êtred�et�erior�ee par la �ssuration. L'inconv�enient esth�etique caus�e par la �ssuration peut�egalement devenir tr�es important dans le cas de certains �edi�ces. De mani�ere g�en�erale,la connaissance et la mod�elisation des m�ecanismes de d�egradation permettent d'estimer
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les risques de d�efaillance et de d�e�nir les strat�egies les plus adapt�ees au maintien desperformances souhait�ees.Ce travail a pour objectif la mod�elisation de la propagation de la �ssuration dansles murs en ma�connerie. Cela implique une recherche pr�ealable sur la propagation de�ssures en milieu homog�ene. Nous utiliserons la m�ecanique de la rupture, qui se s�epareen deux grandes �ecoles. La premi�ere est la m�ecanique lin�eaire de la rupture qui consi-d�ere que la zone de plasti�cation est insigni�ante et n'est pas prise en compte (elle peutn�eanmoins être parfois prise en compte par des facteurs correctifs), utilis�ee pour desmat�eriaux fragiles comportant un palier plastique tr�es r�eduit. La seconde est la m�eca-nique de la rupture consid�erant la plasti�cation, utilis�ee pour les mat�eriaux �a tendanceductile, c'est-�a-dire comportant un palier plastique non n�egligeable. Pour notre murde ma�connerie, nous adopterons l'approche �elastique consid�erant les mat�eriaux commefragiles. Cette hypoth�ese sera valid�ee par l'allure de la courbe contraintes-d�eformationsobtenue par l'essai exp�erimental r�ealis�e. Du point de vue de la rupture, il existe deux cri-t�eres courants dans la m�ecanique de la rupture pour pr�edire la direction de propagationd'une �ssure :{ Pour le crit�ere de restitution d'�energie maximale, la direction est telle que larestitution d'�energie pour un incr�ement de �ssure est maximale ;{ Le crit�ere de maximum de la contrainte principale postule que la propagations'oriente dans la direction principale du tenseur du champ de contraintes en frontde �ssure o�u la traction est maximale ;Dans le cadre de ce travail, nous utiliserons ces deux crit�eres de restitution d'�energiemaximale et de maximum de la contrainte principale. Le crit�ere de restitution d'�energiesera appliqu�e par plusieurs simulations de propagation virtuelle de �ssuration dansdi��erentes directions parmi lesquelles nous choisirons celle pour laquelle la restitutiond'�energie est maximale. Cette m�ethode est d�evelopp�ee en d�etail, par exemple dansl'analyse de [Ing03]. Nous utiliserons, pour les calculs des d�eplacements, une m�ethoded'�el�ements �nis lin�eaires, sur laquelle plus d'informations pourront être trouv�ees dans[Leg03] et plus particuli�erement dans [Bon05]. Le choix du crit�ere de propagation estn�eanmoins ind�ependant du mod�ele de d�eplacements consid�er�e. Ce crit�ere de restitutiond'�energie pr�esente l'avantage d'être bas�e sur le calcul de l'�energie potentielle du syst�eme,param�etre qui se calcule avec beaucoup de pr�ecision dans une m�ethode par �el�ements�nis.Pour ce qui est du crit�ere de maximum de contraintes principales, nous utiliserons
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un mod�ele microscopique pour lequel le mat�eriau est repr�esent�e par un treillis de micro-poutres transmettant des e�orts entre elles. Contrairement �a l'approche macroscopiqueconsid�erant un mat�eriau homog�ene et continu poss�edant des propri�et�es physiques glo-bales, une approche microscopique re
�ete davantage l'organisation intime du mat�eriauen se pla�cant au niveau de la microstructure de celui-ci et consid�erant cette micro-structure comme un syst�eme discret. Cette m�ethode est d�etaill�ee dans de nombreuxarticles, notamment [Cha02a], [Cha02b], [Cha01], [Sch96], [Sch97], [van02], [Pra03] et[Lil03]. Cette m�ethode, en prenant en compte la microstructure du mat�eriau, devraitêtre capable de mod�eliser plus �d�element celui-ci.Les mod�elisations d�evelopp�ees dans ce travail permettent d'�eviter de lourds calculsth�eoriques tels que le calcul des facteurs d'intensit�e de contraintes (facteurs caract�e-risant l'�etat de contraintes autour de la zone �ssur�ee et qui d�epend de la g�eom�etriedu corps �ssur�e, de ses dimensions ainsi que du mode de sollicitation ; ce concept seraintroduit dans la partie th�eorique). Elles sont bas�ees sur des principes et m�ethodes tr�essimples et l�a r�eside une grande partie de leur int�erêt.Des r�esultats obtenus exp�erimentalement au laboratoire de G�enie Civil per-mettront la confrontation avec les simulations num�eriques obtenues. L'essai r�ealis�econsiste en la mise en 
exion d'un tron�con de mur en ma�connerie, a�n de visuali-ser o�u s'amorce la �ssure, ainsi que le trajet que prendra celle-ci. Des essais sur lesmat�eriaux (brique et mortier) ont �egalement �et�e r�ealis�es ainsi que des essais de mesured'adh�erence entre la brique et le joint.Six chapitres principaux composeront le texte pr�esent�e ici. Les concepts fon-damentaux sur la m�ecanique de la rupture �elastique seront tout d'abord introduits.Ensuite, viendra le d�eveloppement de la premi�ere approche bas�ee sur le crit�ere �energ�e-tique, ainsi que les principaux r�esultats obtenus a�n de confronter ceux-ci avec la th�eorieou des r�esultats connus. Le troisi�eme chapitre sera consacr�e �a la seconde approche, uti-lisant le maximum de la contrainte principale en essayant �egalement de reproduire desr�esultats connus. Une confrontation des deux approches sur divers points de vue (r�esul-tats, facilit�e d'impl�ementation,. . .) suivra. Le cinqui�eme chapitre traitera des r�esultatsobtenus exp�erimentalement ainsi qu'�a leur comparaison avec les r�esultats num�eriques.Finalement, le dernier chapitre sera consacr�e �a des cas plus pratiques de structures enma�connerie.
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Chapitre 1

Introduction �a la m�ecanique
lin�eaire de la rupture

Ce premier chapitre constitue un rappel des concepts fondamentaux li�es �a la rupturedes mat�eriaux. Ces concepts nous permettront de mieux comprendre le comportementdu mat�eriau soumis �a la �ssuration et o�riront une base th�eorique aux m�ethodes d�eve-lopp�ees dans cet ouvrage.
1.1 Au niveau microscopique

L'approche atomique consiste �a �etudier une rupture par clivage en consid�erant lesforces des liaisons atomiques. Consid�erons un cristal parfait non charg�e ; il est possibled'estimer la contrainte n�ecessaire pour le clivage de ce mat�eriau �a partir de son moduled'�elasticit�e. Nous allons uniquement nous int�eresser �a la contrainte qui induit un clivageperpendiculaire aux plans cristallographiques (mode I de rupture), les contraintes decisaillement sont n�eglig�ees. La contrainte � est �egale [Zeg03] �a la force qu'il faut exercerpour casser la liaison entre deux atomes (�gure 1.1) multipli�ee par le nombre d'atomes,par unit�e d'aire. La relation entre cette force et le d�eplacement des atomes autour deleur position d'�equilibre (�gure 1.2) est la somme d'une composante d'attraction (en1=r2) et d'une composante de r�epulsion (en �1=r9), o�u r est la distance interatomique.La contrainte normale � commence par augmenter, passe par un maximum, puis d�ecrô�tjusqu'�a atteindre une valeur nulle.
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Figure 1.1 { Rupture par clivage

Figure 1.2 { Contrainte de liaison � et son approximation
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La contrainte de coh�esion �c est la contrainte th�eorique de clivage. Pour de petitesvaleurs du d�eplacement interatomique u = r � ro, la courbe contrainte-d�eformationpeut être approxim�ee par une courbe sinuso��dale de longueur d'onde �=2 (�gure1.2).

� = �c sin(2�u� ) (1.1)
Comme u est petit par rapport �a �, nous pouvons r�e�ecrire la contrainte sous la forme :

� = �c 2�u� (1.2)
Par la loi de Hooke, nous avons :

� = E" = Er � roro = E uro (1.3)
En combinant les deux expressions pr�ec�edentes, nous pouvons �ecrire :

�c = �E2�ro (1.4)
Le clivage d'un cristal r�esulte de la formation de deux surfaces libres. Notons l'�energien�ecessaire pour la cr�eation d'une surface libre 
s. En premi�ere approximation, nouspouvons dire que l'�energie de clivage est de 2
s et est �egale �a l'int�egrale de � de 0 �a�=2. 2
s = Z �=20 �du (1.5)Autrement, 
s = ��c2� (1.6)combin�e �a (1.4), cela donne �c =rE
sro (1.7)L'�energie de surface 
s d�epend du module d'�elasticit�e. Une bonne approximation est :
s �= Ero=20 [Par04]. Ceci implique que le rapport �c=E est de l'ordre de 1=5. Cepen-dant, nous observons que la contrainte th�eorique de clivage qui vient d'être calcul�ee estde 10 �a 1000 fois plus grande que les contraintes de rupture mesur�ees exp�erimentale-ment. La di��erence entre les valeurs th�eoriques et les mesures exp�erimentales s'expliquepar des m�ecanismes d'ampli�cation de la contrainte li�es �a la pr�esence dans les mat�eriauxde d�efauts sous forme de �ssures ou d'entailles aigu�es qui concentrent les contraintesdans leur voisinage.
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Figure 1.3 { Les trois modes de rupture
1.2 Fissure, modes d'ouverture

Dans le cadre de la m�ecanique lin�eaire de la rupture, une �ssure est d�e�nie comme�etant une entaille de forme quelconque dans un solide constitu�e d'un mat�eriau �a com-portement �elastique lin�eaire. La �ssure dans le solide au repos est suppos�ee d'�epaisseurnulle et les deux l�evres de la �ssure sont libres de contrainte.Sous l'e�et d'un chargement externe, les l�evres de la �ssure se d�eplacent l'une parrapport �a l'autre. Il y a trois possibilit�es de d�eplacement relatif pour une �ssure (�gure1.3).
Le mode I : mode d'ouverture, pour lequel le d�eplacement relatifest dans la direction normale �a la �ssure.Le mode II : mode de cisaillement plan, pour lequel led�eplacement relatif est tangent �a la �ssure et restedans le plan de r�ef�erence.Le mode III : mode de cisaillement antiplan, pour lequel led�eplacement relatif est tangent �a la �ssure etperpendiculaire au plan de r�ef�erence. Dans notremod�ele 2D, nous traiterons uniquement des �ssuresde modes I et II.

Lorsque la structure �ssur�ee est sollicit�ee dans plusieurs modes simultan�ement, le prin-cipe de superposition est applicable en �elasticit�e lin�eaire.
�totalij = �Iij + �IIij + �IIIij (1.8)
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Figure 1.4 { Propagation de la �ssure sur une longueur �a
1.3 L'�Energie de Gri�th

Consid�erons un mat�eriau contenant une �ssure de longueur a (�gure 1.4). L'extension�a de cette �ssure s'accompagne du bilan d'�energie suivant [Zeg03] :
�Wext = �Welast: +�U (1.9)

avec
�Wext : la variation d'�energie appliqu�ee (due aux forces ext�erieures)�Welast: : la variation d'�energie �elastique (emmagasin�ee)�U : l'�energie d�epens�ee lors de la propagation de la �ssure surla longueur �a
Dans la th�eorie de Gri�th qui s'applique �a une rupture fragile, l'�energie �U corres-pond �a l'�energie n�ecessaire �a la cr�eation de nouvelles surfaces dans le mat�eriau. L'�energiede Gri�th G, �egalement appel�ee taux de restitution d'�energie repr�esente la variationde �U par unit�e de surface correspondante, ou encore :

G = �U�A (1.10)
o�u A = e�a est la surface �ssur�ee lors de la propagation de la �ssure sur une longueur�a dans une �eprouvette d'�epaisseur e. En faisant tendre �A vers 0 et en consid�erantune �epaisseur unitaire, nous obtenons :

G = �U�A = @U@A = @U@a (1.11)
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Figure 1.5 { E�et d'un trou elliptique sur la r�epartition des contraintes dans uneplaque
Si nous consid�erons que 
s est l'�energie sp�eci�que de cr�eation de surface, nous pouvonsencore �ecrire : G = 2
s (1.12)Pour comprendre la signi�cation de G, nous pouvons encore imaginer le mod�ele suivant :rempla�cons les liens entre les atomes par des ressorts de raideur k. Suite au chargementde l'ensemble du syst�eme, les ressorts, pour lesquels la tension limite est atteinte, lâchentet restituent de l'�energie au syst�eme.
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1.4 Facteurs d'intensit�e de contraintes

Consid�erons une plaque de dimensions in�nies soumise �a une contrainte de tractionuniforme �1 et comprenant un trou. Le champ de contraintes �a l'int�erieur de la plaqueest in
uenc�e par la pr�esence du trou. La �gure 1.5 montre sch�ematiquement, dans lecas d'un trou elliptique, la variation des contraintes �yy le long de l'axe x. La valeurnominale (en x = a) de la contrainte �yy peut s'exprimer [Sch00] par :
�yy;max = �1(1 + 2ab ) = �1(1 + 2ra�) (1.13)avec :

�yy : contrainte dans la direction y sur une surface de normale y�1 : contrainte uniforme appliqu�ee sur la plaquea; b : demi-axes de l'ellipse constituant le trou� : rayon de courbure au sommet du trou elliptique
Pour un trou circulaire (a = b), nous trouvons �a partir de (1.13) la valeur de �yy;max =3�1. Il y a donc une concentration de contraintes d'un facteur 3 dans ce cas. Cetteconcentration de contrainte d�epend �evidemment de la forme du trou dans la plaque.Elle est plus importante dans le cas d'un trou elliptique, elle tend vers l'in�ni lorsqueb tend vers 0 (�gure 1.6). Il s'agit l�a d'une �ssure tr�es �ne (� ! 0) 1. Dans ce cas, lechamp des contraintes �xx; �yy; �xy, approxim�e au premier ordre, proche du front de�ssure peut être d�ecrit, sur base de la th�eorie �elastique, par les expressions suivantes[Par04] : 8>><>>:

�xx = Kp2�r cos �2(1� sin �2 sin 3�2 )�yy = Kp2�r cos �2(1 + sin �2 sin 3�2 )�xy = Kp2�r cos �2(sin �2 cos 3�2 ) (1.14)
avec

K : facteur d'intensit�e de contraintesr; � : coordonn�ees polaires dans le plan x; y
Les relations (1.14) utilisent toutes K, le facteur d'intensit�e de contraintes. Ce facteurd�epend du cas de charge du mat�eriau et des dimensions de la �ssure 2. K est d�e�ni par

1. Le probl�eme de la plaque contenant une �ssure aigu�e et celui de la plaque contenant un trou
circulaire en son centre seront davantage illustr�es �a la section 2.3.

2. Pour un cas plus g�en�eral, les facteurs d'intensit�e de contraintes d�ependent de la g�eom�etrie du
corps, de ses dimensions ainsi que du chargement appliqu�e.
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Figure 1.6 { D�e�nition des contraintes au front de la �ssure
la relation suivante : K = Y �1p�a (1.15)avec
Y : facteur de correction, fonction de aa : dimension d�eterminante de la �ssure
Le facteur d'intensit�e de contraintes s'exprime en N=mm3=2. Le facteur de correctionY peut être r�e�ecrit sous la forme d'un produit de trois facteurs de correction :

Y = YeYfYs (1.16)avec (�gure 1.7) :
Ye : facteur de correction d�ependant de la forme de la �ssureelliptique (ce facteur de correction n'intervient que dansle cas tridimensionnel, d�epend du facteur a=c)Yf : facteur de correction d�ependant de la dimension �nie dela plaque (ce facteur d�epend des rapports a=w et a=t)Ys : facteur de correction pour le cas o�u la �ssure atteintune surface libre (ce facteur d�epend des rapports a=w et a=c)
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Figure 1.7 { Formulation analytique des facteurs de correction - Tir�e de [Sch00]
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Figure 1.8 { D�e�nition des contraintes au front de �ssure
Pour comprendre ce qui ce passe en tête de �ssure, il faut reprendre la formulationg�en�erale des contraintes [Zeg03] :

�ij = Kp2�rfij(�) + 1X
m=0�mrm2 g(m)ij (�) (1.17)

Les fonction fij et gij sont adimensionnelles et d�ependent du mode de chargement, gijd�epend �egalement de l'�etat de contrainte et de la g�eom�etrie du corps �ssur�e. Sur basede l'�equation (1.17), nous remarquons qu'au voisinage imm�ediat de l'extr�emit�e de la�ssure, les contraintes sont singuli�eres �a cause du terme en 1=pr, car r tend vers 0.La �gure 1.8 illustre la zone plastique en tête de la �ssure o�u la singularit�e domine.Apr�es cette zone plastique, lorsque nous restons proches de la tête de �ssure, les termesd'ordre sup�erieur sont n�egligeables et l'approximation suivante conduit �a de bonnesvaleurs : �ij = Kp2�rfij(�) (1.18)
Pour des valeurs plus grandes de r, les termes d'ordre sup�erieur deviennent plus im-portants et leur somme tend progressivement vers la contrainte appliqu�ee. Le facteurd'intensit�e de contraintes (FIC) d�e�nit l'amplitude de la zone plastique. Il existe troistypes de facteurs d'intensit�e de contraintes : KI ,KII et KIII correspondant respec-tivement aux sollicitations en mode I, II, et III. Les FIC sont additionnables s'ilsconcernent le même mode de sollicitation.

KtotalI = K(A)I +K(B)I +K(C)I + � � �
mais Ktotal 6= KI +KII +KIII
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1.5 Zone plastique

La m�ecanique lin�eaire de la rupture pr�evoit des contraintes in�nies en tête d'une�ssure aigu�e (�a cause du terme en 1=pr). Cependant, en r�ealit�e, en fond de �ssure, �n'est jamais nul, cela signi�e que les contraintes y sont tr�es importantes, mais pas in�-nies. Nous parlerons de zone plastique, car les contraintes d�epassent la limite �elastiquedu mat�eriau. Il y a une redistribution des contraintes pr�es de cette zone.Lorsque la taille de la zone plastique devient trop importante, la th�eorie de lam�ecanique lin�eaire de la rupture devient impr�ecise. Des corrections existent pour cetteth�eorie pour des dimensions raisonnables de la zone plastique. Au-del�a d'une certaineplasti�cation, le FIC, ne convient plus pour d�ecrire les champs de contraintes et ded�eformations, il faut alors recourir �a d'autres param�etres que sont le CTOD (Crack TipOpening Displacement) et l'int�egrale de Rice J (�equivalent �a G). Cette �etude sort ducadre de notre travail, elle est reprise dans l'ouvrage [Par04]. Il est donc important deconnâ�tre la taille de la zone plastique au fond de �ssure. Cette taille peut être estim�ee�a l'aide de deux m�ethodes : l'approche d'Irwin et celle de Dugdale-BarenBlatt. Lesdeux approches consistant en une correction du FIC, nous pr�esenterons uniquement lapremi�ere.
1.5.1 Approche d'Irwin

En mode I d'ouverture, en aval de la �ssure, la contrainte �yy (en � = 0) est donn�eepar : �yy = KIp2�r (1.19)
Irwin consid�ere, en premi�ere approximation [Zeg03] que la fronti�ere entre zones�elastique et plastique correspond au lieu des points o�u les contraintes atteignent lalimite d'�elasticit�e du mat�eriau. Ce lieu est caract�eris�e par le rayon rE . Pour d�eterminercelui-ci, il su�t de remplacer dans l'expression pr�ec�edente �yy par �E , o�u �E est lalimite d'�elasticit�e du mat�eriau. Cela conduit �a l'expression suivante pour rE :

rE = 12� �KI�E
�2 (1.20)

La longueur rE est repr�esent�ee �a la �gure 1.9. La contrainte est consid�er�ee constante
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Figure 1.9 { R�epartition des contraintes en aval de la �ssure - Tir�e de [Zeg03]
dans la zone plastique. Cette hypoth�ese implique une redistribution des contraintes a�nd'assurer l'�equilibre de celles-ci en �elastique et en �elastoplastique. Cela conduit �a :Z 10 �yydr = �E � rp + Z 1rE �yydr (1.21)
ou encore �E � rp = Z rE0 �yydr (1.22)
En combinant (1.19), (1.20) et (1.22), nous pouvons �evaluer rp :

rp = 1� �KI�E
�2 = 2rE (1.23)

Pour les valeurs de r au-del�a de rp la distribution des contraintes dans la r�epartition�elastoplastique est obtenue par une translation de la r�epartition �elastique sur la distancerE . Pour tenir compte de cette translation, Irwin d�e�nit un FIC e�ectif obtenu enaugmentant la longueur de �ssure de rE . Cela revient �a consid�erer la �ssure commeayant une longueur de a+ rE au lieu de a. Le FIC devient
Keff = �1p�(a+ rE) = �1p�a"1 + 12 ��1�E �2#1=2 (1.24)

1.5.2 Forme de la zone plastique

Irwin estime la taille de rp pour � = 0. Pour avoir rp pour toutes les valeurs de �,il faut appliquer un crit�ere de plasticit�e ; nous ne tiendrons pas compte dans ce cas des
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Figure 1.10 { Forme de la zone plastique en mode I
redistributions des contraintes. Prenons celui de von Mises dans l'espace des contraintesprincipales : (�1 � �2)2 + (�2 � �3)2 + (�3 � �1)2 = 2�2E (1.25)En mode I de rupture (�gure 1.10) , cela donne :{ En contraintes planes

rp(�) = K2I2��2E cos2��2��1 + 3 sin2��2�� (1.26)
{ En d�eformations planes

rp(�) = K2I2��2E cos2��2��(1� 2�)2 + 3 sin2��2�� (1.27)Nous pouvons �egalement d�eterminer les zones plastiques en modes II et III. Le modeII est repris sur la �gure 1.11.
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Figure 1.11 { Forme de la zone plastique en mode II



Chapitre 2

Approche �energ�etique

Nous d�evelopperons dans ce chapitre la premi�ere approche de mod�elisation de pro-pagation de �ssures en milieu homog�ene, bas�ee sur le crit�ere de maximisation de larestitution d'�energie. Les principaux r�esultats obtenus seront expos�es, a�n de confron-ter ceux-ci avec la th�eorie ou des r�esultats connus.
2.1 �Etablissement des d�eplacements
2.1.1 R�esolution de probl�emes d'�equilibre en �elasticit�e

La premi�ere mod�elisation de propagation de �ssure envisag�ee est une �ssuration encomportement �elastique lin�eaire. Il convient donc tout d'abord de r�ealiser un mod�elede r�esolution des d�eplacements dans ces conditions. Pour notre mod�ele, nous restonsdans le cadre de l'�elasticit�e lin�eaire isotherme et des petites d�eformations.Un corps occupe un domaine 
 dont les fronti�eres sont not�ees �. Il est soumis �a desforces de surface t sur �t et des d�eplacements impos�es u(x) sur �u. Pour ce probl�eme,il est interdit de poser une force et un d�eplacement sur une même surface et dans lamême direction ; nous avons donc pour chaque direction :
�t\�u = ; et �t[�u = � (2.1)

Il pourrait �egalement être soumis �a des forces volumiques f sur 
. En consid�erant despetites d�eformations, les �equations aux d�eriv�ees partielles n�ecessaires pour r�esoudre ce
20
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probl�eme en �etat plan de contraintes [Leg03] sont les suivantes 1 :{ les relations cin�ematiques :

" = 12(ruT +ru) dans 
 (2.2)
u = u(x) sur �u (2.3){ les relations constitutives

� = E1 + � ("+ �1� � tr(") �) dans 
 (2.4)
{ les �equations d'�equilibre

r � � + f = 0 dans 
; (2.5)
� n = t sur �t (2.6)avec

" : Tenseur des d�eformations in�nit�esimalesu : Vecteur des d�eplacementsx : Vecteur position� : Tenseur des contraintesn : Vecteur normal ext�erieur �a la fronti�ereE : Module d'�elasticit�e� : Coe�cient de Poisson� : Tenseur identit�e
Par la m�ethode des �el�ements �nis, ces �equations peuvent se ramener au syst�eme (2.7),cette transformation est d�evelopp�ee dans [Leg03].

KX = F (2.7)
avec
K : Matrice de raideur du syst�emeF : Vecteur des forces qui d�ecoule des conditions aux fronti�eresX : Vecteur des d�eplacements aux n�uds du syst�eme
1. l'op�erateur r repr�esente le gradiant, l'op�erateur r� repr�esente la divergence, tr() repr�esente la

trace d'un tenseur.
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Figure 2.1 { Probl�eme g�en�eral en �elasticit�e
Pour calculer le vecteur des d�eplacements, il su�t de multiplier l'inverse de la matricede raideur par le vecteur des forces. Typiquement, cette m�ethode est capable de calculerles d�eplacements en tout point du maillage pour un domaine quelconque avec un casde charge tout �a fait g�en�eral (voir �gure 2.1).Pour valider notre programme, nous allons reprendre le probl�eme du disque deLam�e. Il s'agit d'un disque trou�e de rayon int�erieur a et de rayon ext�erieur b, en mat�e-riau homog�ene soumis �a une pression int�erieure pi et une pression ext�erieure po (�gure2.2). Nous faisons ici l'hypoth�ese des d�eformations planes. L'expression analytique dud�eplacement radial [R�ek80] est :

ur = 12G(b2 � a2) [(1� 2�)(a2pi � b2po)r + a2b2r (pi � po)] (2.8)avec
G : module de cisaillement� : coe�cient de Poisson
Dans notre exemple, les param�etres du probl�eme ont les valeurs suivantes :
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Figure 2.2 { Probl�eme du disque de Lam�e
a : 7mmb : 25mmpi : 10N=mm2po : 10N=mm2E : 32000N=mm2� : 0; 2

Les d�eplacements aux n�uds du maillage sont repris �a la �gure (2.3). Nous pouvonsvoir que les deux cartes de d�eplacements (la solution analytique et celle impl�ement�eedans le cadre de ce travail) sont similaires. Cependant, pour valider notre programme,il ne su�t pas d'avoir les bonnes valeurs des d�eplacements pour un maillage particulier,il faut encore s'assurer que celles-ci convergent bien vers les valeurs analytiques duprobl�eme en ra�nant le maillage.
2.1.2 Convergence des solutions

L'exemple utilis�e pour illustrer cette section est toujours le probl�eme de Lam�e, avecles mêmes conditions. Seulement, �etant donn�e que le probl�eme est sym�etrique, seul lequart du domaine sera consid�er�e (�gure 2.4). Nous pouvons voir �a droite de la �gure
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Figure 2.3 { D�eplacements : Solutions analytique et impl�ement�ee

Figure 2.4 { D�eplacements pour le quart du disque de Lam�e : Solutions impl�ement�eeet obtenue par Abaqus
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2.4 la solution donn�ee par le logiciel de simulation Abaqus 2 pour le même probl�eme.Cette solution donne �egalement les mêmes r�esultats. Deux types de convergence ont�et�e envisag�es pour ce programme : les convergences L1 et L2. La premi�ere v�eri�e quele maximum des erreurs en chaque point diminue avec la taille du maillage. La secondev�eri�e que l'int�egration sur le domaine de l'erreur diminue avec la taille du maillage.

Convergence FormulationL1 max(uhi � ui) i = 1; � � � ; nbNodL2 qPnbTrn=1 PnbPtj=1 jJejn!j(uhj � uj)2avec
nbNod : nombre de n�uds du maillagenbTr : nombre de triangles du maillagenbPt : nombre de points d'int�egration de Hammer par trianglejJejn : Jacobien de l'�el�ement n
La �gure 2.5 illustre la convergence L1 de l'erreur sur les d�eplacements. Sur legraphe de gauche, nous observons que l'erreur L1 diminue avec la longueur carac-t�eristique du maillage. Pour les valeurs de lc comprises entre 0; 1 mm et 0; 8 mm,l'approximation de la fonction de convergence peut se faire par une fonction carr�ee.Pour v�eri�er cela, le graphe de droite repr�esente la racine carr�ee de l'erreur L1 enfonction de lc ; o�u lc repr�esente la longueur caract�eristique du maillage, d�e�nie commele rayon du cercle circonscrit de chaque triangle. Ce graphe met en �evidence la droiteentre les valeurs 0; 1 mm et 0; 8 mm de lc. Cela implique que l'ordre de la convergenceL1 pour les d�eplacements est de 2.L'erreur L2 est repr�esent�ee �a la �gure 2.6, le graphe de droite illustre la racine carr�eede l'erreur L2. L'�evolution est �a nouveau lin�eaire sur ce graphe pour des petites valeursde lc. Nous pouvons donc en conclure que pour des maillages assez ra�n�es, diminuerla longueur caract�eristique du maillage d'un facteur 2 revient �a diminuer l'erreur L1et l'erreur L2 d'un facteur 4. Ces r�esultats sont con�rm�es par la th�eorie. L'ordre del'erreur commise sur les d�eplacements est donn�ee par la formule suivante [Bon05] :

jju� uhjj = O(hp+1) (2.9)
avec

2. Ce logiciel r�ealise �egalement un calcul par la m�ethode des �el�ements �nis
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Figure 2.5 { Convergence L1 des d�eplacements

Figure 2.6 { Convergence L2 des d�eplacements
u : solution exacteuh : solution approxim�eeh : pas du maillagep : ordre des fonctions de forme utilis�ees par la m�ethode des �el�ements �nis
Comme dans notre cas les fonctions de forme sont lin�eaires, il est logique que les erreursL1 et L2 soient d'ordre 4.
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2.2 Propagation de la �ssure
2.2.1 Principe g�en�eral

Dans le cadre de cette �etude, nous ne nous int�eressons pas au crit�ere de ruptureproprement dit, mais plutôt �a la direction que va prendre la �ssure. Nous avons doncbesoin d'un crit�ere permettant de pr�edire cette direction de �ssuration. Nous utiliseronspour cela la maximisation du taux de restitution d'�energie, ou �energie de Gri�th car,selon le crit�ere �energ�etique, la �ssure se propagera dans la direction qui maximise cetaux de restitution d'�energie. Nous savons qu'une extension de �ssure de longueur das'accompagnera des variations d'�energie �enonc�ees par la relation 1.9. Cette relation peutêtre �ecrite en fonction des di��erentes matrices calcul�ees par �el�ements �nis [Ing03] de laforme : XT � F = XT �K �X2 + �U (2.10)O�u X est le vecteur des d�eplacements du syst�eme, K est sa matrice de raideur et Fest le vecteur des forces appliqu�ees. La direction de la �ssuration sera celle qui donneraune �energie de Gri�th G maximale, ce qui implique, en maximisant l'expression 1.11 :@G@a = @2U@a2 = 0 (2.11)
En maximisant cette �energie de Gri�th, nous pourrons donc d�eterminer le chemin dela �ssure dans un solide d'une g�eom�etrie quelconque soumis �a des charges diverses.S'il �etait question de d�eterminer si oui ou non la propagation de la �ssure devaitavoir lieu, il conviendrait d'ajouter un crit�ere de rupture qui, sous forme �energ�etique,serait de la forme : G � Gc (2.12)O�u Gc repr�esente un taux de restitution d'�energie critique, d�e�ni en [Zeg03] et fonctionde la t�enacit�e du mat�eriau.
2.2.2 Aspects concernant l'impl�ementation

Une �ssure dans un mat�eriau implique un champ de d�eplacements discontinu le longde la ligne de �ssuration. La m�ethode par �el�ements �nis utilis�ee devra donc reproduireces conditions. Or, les fonctions de base de la m�ethode des �el�ements �nis sont continues
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Figure 2.7 { Doublement des n�uds du maillage
sur l'ensemble du domaine. Une �ssure ne pourra donc pas traverser un �el�ement. Laligne de �ssuration devra co��ncider avec les fronti�eres d'�el�ements �nis. De plus, il fautd�edoubler les n�uds se trouvant sur la ligne de �ssuration ; a�n de permettre la s�epa-ration de ceux-ci et ainsi obtenir un champ de d�eplacements discontinu �a travers cetteligne de �ssuration. La �ssure repr�esente ainsi une cavit�e in�niment mince. Les n�udsd�edoubl�es devront porter des num�eros distincts, même si leur position est g�eom�etri-quement confondue. Un tel d�edoublement des n�uds peut être visualis�e sur la �gure2.7 o�u la premi�ere image repr�esente le domaine non �ssur�e comportant uniquement desn�uds simples alors que sur l'image de droite les n�uds ont �et�e d�edoubl�es le long de laligne de �ssure ; et un nouveau num�ero a �et�e attribu�e �a chaque n�ud cr�e�e. L'�ecartemententre les deux entit�es d'un n�ud double a �et�e r�ealis�e arti�ciellement a�n de visualiserle d�edoublement mais chaque n�ud double contient en r�ealit�e deux points confonduslorsque le solide est au repos.A�n d'obtenir le chemin de �ssuration maximisant le taux de restitution d'�energie,nous allons r�ealiser une propagation virtuelle de �ssure dans diverses directions (�gure2.8). Chaque direction de �ssuration test�ee nous permettra, apr�es calcul des d�epla-cements, d'obtenir une valeur de l'�energie apr�es propagation de �ssure par directionU1!7. A l'aide de cette �energie et de celle calcul�ee avant propagation Ui, nous pourronscalculer le taux de restitution d'�energie pour chacune de ces directions. Ensuite, il su�tde suivre la direction pour laquelle le taux de restitution d'�energie est maximum ; etpoursuivre plus en avant la propagation de la �ssure.C'est la premi�ere m�ethode qui a �et�e utilis�ee dans cet ouvrage a�n de d�eterminer lechemin de �ssuration. Le fonctionnement du programme est repris �a la �gure 2.9 de



2. Approche �energ�etique 29

Figure 2.8 { Extension virtuelle de �ssure

Figure 2.9 { Architecture g�en�erale du programme
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Figure 2.10 { Remaillage en tête de �ssure
mani�ere tr�es r�esum�ee, avec l'indication du rôle de chaque fonction du programme. L'en-semble a �et�e impl�ement�e dans le cadre de ce travail. Il fonctionne en coop�eration avec leprogramme externe Gmsh charg�e de r�ealiser le maillage. Nous consid�erons comme g�eo-m�etrie l'ensemble des fronti�eres du solide, comprenant �egalement les l�evres de la �ssure ;alors que le maillage est la division de la surface d�e�nie par la g�eom�etrie en �el�ementstriangles. Dans le programme r�eellement impl�ement�e (et ceci n'apparâ�t pas dans lesch�ema 2.9), a�n d'avoir plus de libert�e dans les directions de propagation �a essayer(et ne pas uniquement suivre les directions propos�ees par le maillage), une nouvelleg�eom�etrie et un nouveau maillage sont r�ealis�es pour chaque direction de propagationvirtuelle. Nous choisissons donc les directions de propagation possibles et le maillage estr�ealis�e en fonction de ces directions plutôt que l'inverse. Ces op�erations de remaillageutilisent d'ailleurs un temps n�egligeable par rapport au reste de l'ex�ecution.Le maillage est progressivement a�n�e en se rapprochant de la tête de �ssure (�gure2.10) . En e�et, certaines grandeurs physiques poss�edent de tr�es grandes variationsde leur valeur lorsque nous sommes proches de la tête de �ssure. Prenons le cas descontraintes : elles poss�edent, comme vu pr�ec�edemment, une valeur th�eorique in�nieen tête de �ssure 3, alors que leurs valeurs deviennent acceptables lorsque nous nous�ecartons l�eg�erement de cette tête de �ssure. �Etant donn�e que nous consid�erons uncomportement �elastique, les d�eformations varient de la même mani�ere et in
uencentelles-mêmes la valeur des d�eplacements utilis�ee pour le calcul de l'�energie de s�eparationdes surfaces. Il est donc n�ecessaire d'obtenir un maillage assez �n en se rapprochant

3. Ce champ varie en e�et en p1=r o�u r est la distance par rapport �a la tête de �ssure. Cette
variation en p1=r s'approxime tr�es mal par des polynômes, utilis�es dans les fonctions de forme a�n de
repr�esenter les champs de variables.
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de la tête de la �ssure. Vu que le maillage est reconstruit pour chaque incr�ement depropagation de �ssure, il est facile d'obtenir un maillage en permanence ra�n�e en têtede �ssure. De cette mani�ere, le maillage aura une taille caract�eristique uniforme, except�epr�es de la tête de la �ssure o�u il sera plus �n.Cette n�ecessit�e d'un maillage a�n�e en tête de �ssure est exprim�ee de mani�ere plusformelle dans [Bon05] par le fait que le caract�ere singulier en pointe de �ssure de lasolution �elastique en d�eformation et en contrainte d�egrade les propri�et�es de convergencede la solution approch�ee vers la solution exacte quand le pas de maillage h tend versz�ero. En e�et, d�e�nissons la norme en �energie jj � jjE d'un champ de d�eplacements upar : jjujj2E = Z
 "[u] : D : "[u]dV (2.13)O�u " repr�esente le tenseur des d�eformations et D la matrice des modules d'�elasticit�e(matrice de Hooke). En consid�erant u comme la solution exacte et uh comme la so-lution approxim�ee par �el�ements �nis, la norme en �energie de l'erreur sur le champ ded�eplacements dans le cas d'un solide �elastique ne pr�esentant pas de singularit�e (pas de�ssure) varie comme : jju� uhjjE = O(hp) (2.14)Dans cette �equation, h repr�esente le pas de maillage alors que p est l'ordre des fonctionsde forme utilis�ees par la m�ethode des �el�ements �nis. Nous voyons ici que, si h tend vers0, la solution tendra vers la solution exacte, et cela de mani�ere encore plus rapide sila valeur de p est �elev�ee. Dans notre simulation, nous utilisons des fonctions de formelin�eaires et la norme �energ�etique de l'erreur sur le champ de d�eplacements varie donclin�eairement avec le pas du maillage. Si le solide est �ssur�e, par contre, cette norme�energ�etique varie de la mani�ere suivante :

jju� uhjjE = O(h1=2��) (2.15)
avec � positif. La norme �energ�etique variera dans le meilleur des cas comme la racinecarr�ee du pas de maillage. Par rapport �a un solide non �ssur�e, la solution convergeradonc de mani�ere beaucoup plus lente vers la solution exacte au fur et �a mesure queh diminuera. De plus, le fait d'utiliser des fonctions de forme d'ordre �elev�e n'am�elio-rera pas la situation, car l'erreur est dans ce cas ind�ependante de l'ordre de celles-ci.Il est donc inutile d'utiliser des fonctions de forme d'ordre sup�erieur �a 1 pr�es de lapointe de �ssure, mais il est n�ecessaire d'avoir un maillage tr�es �n a�n d'am�eliorer larepr�esentation de la singularit�e.
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Concernant le temps d'ex�ecution, nous pouvons voir, dans le tableau suivant, lespourcentages d'utilisation du temps de calcul pour une avanc�ee de 5 incr�ements delongueur de �ssure ; chaque incr�ement de �ssure �etant test�e dans 7 directions a�n ded�eterminer la direction maximisant la valeur de G :

Op�eration Temps (% du total)�Etablissement de la situation initiale (1 fois) 3,5 %Assemblage de la matrice de raideur 79,5 %R�esolution du syst�eme d'�equations 9,3 %Modi�cation du �chier de g�eom�etrie 0,9 %Remaillage 2,6 %Chargement du maillage 1,8 %D�edoublement des n�uds de la �ssure 2 %Autres op�erations 0,4 %
Ce tableau nous montre e�ectivement que le temps de remaillage est assez faible parrapport �a l'ensemble du temps de calcul. Il montre �egalement que la majorit�e du tempsde calcul est consacr�ee �a l'assemblage de la matrice de raideur du syst�eme, et un dixi�emedu temps total est consacr�e �a la r�esolution du syst�eme d'�equations. Ces op�erationss'e�ectuant pour chaque direction de propagation test�ee, ce sont donc elles qui utilisentla majorit�e du temps d'ex�ecution de la simulation.
2.3 Analyse des r�esultats
2.3.1 Champ de contraintes �a proximit�e d'une anomalie

Dans cette section, nous tenons �a illustrer davantage la th�eorie et valider notrecalcul des contraintes de von Mises. Pour ce faire, nous allons reprendre deux exemplesd�ej�a vus au chapitre 1. Le premier est la plaque rectangulaire, trou�ee circulairement enson centre. Nous traiterons ensuite le cas de la plaque contenant une �ssure aigu�e. Lecas de la plaque trou�ee circulairement ne traite pas de �ssuration, mais nous permetde visualiser l'�evolution des contraintes lorsque nous passons d'une anomalie circulaire�a une anomalie tr�es �ne comme une �ssure.
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Figure 2.11 { Distribution des contraintes
Champ de contraintes dans une plaque trou�ee

Consid�erons une plaque rectangulaire de 80 mm de large et de 120 mm de hautcomportant un trou circulaire en son centre dont le rayon est de 5 mm. La plaque estsoumise �a une traction simple dans le sens de la hauteur. La contrainte appliqu�ee estde 10 N=mm2. La th�eorie vue en 1.4 pr�evoit pour ce probl�eme une concentration decontraintes de 3 �a la fronti�ere du trou circulaire, pour les angles (en radian) de 0 et �.La solution analytique dans le cas d'une plaque in�nie est donn�ee par les expressionssuivantes [Par04] :8>>><>>>:
�r = �12 �1� a2r2�+ �12 �1 + 3a4r4 � 4a2r2� cos(2� + �)�� = �12 �1 + a2r2�� �12 �1 + 3a4r4� cos(2� + �)�r� = ��12 �1� 3a4r4 + 2a2r2� sin(2� + �) (2.16)

La �gure 2.11 indique les conventions utilis�ees pour ce probl�eme et l'allure des contraintesle long de l'axe central horizontal. Les cartes des contraintes, analytique et obtenue par�el�ements �nis, sont reprises �a la �gure 2.12.La solution obtenue par �el�ements �nis respecte bien l'allure g�en�erale du champ decontraintes. La concentration de contraintes de 3 �a la fronti�ere du trou circulaire, pourles angles en radian de 0 et � est tr�es visible. Pour �nir, nous pouvons encore constaterqu'en s'�eloignant de l'anomalie, les contraintes de von Mises tendent progressivementvers la contrainte impos�ee aux fronti�eres sup�erieure et inf�erieure du solide. La di��erence
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Figure 2.12 { Contraintes de von Mises : Solutions analytique et obtenue par �el�ements�nis
entre la solution analytique et la solution num�erique est due �a l'in
uence des fronti�eres,la th�eorie �etant valide pour une plaque de dimensions in�nies.
Champ de contraintes en tête de �ssure

Pour �etablir la carte des contraintes en tête de �ssure, consid�erons une fois de plusune plaque rectangulaire, de 60mm de large et de 40mm de haut. La plaque est �ssur�eehorizontalement �a mi-hauteur ; et est soumise �a de la traction simple dans le sens dela hauteur. La contrainte appliqu�ee est de 10 N=mm2 et la �ssure mesure 2 mm. La�gure 2.13 reprend la g�eom�etrie et le chargement de la plaque.Pour des raisons de facilit�e nous avons travaill�e sur la moiti�e droite du probl�eme,pro�tant ainsi de la sym�etrie. Les conditions aux limites sont : la ligne de sym�etrie dontles d�eplacements dans la direction horizontale sont �x�es �a 0, et la ligne horizontale �a mi-hauteur �x�ee dans la direction verticale. Les contraintes analytiques sont donn�ees parles relations 1.14. �Etant donn�e que nous nous int�eressons au cas du mur de ma�connerie,l'approche utilis�ee sera celle des contraintes planes. En e�et, nous consid�erons le mur
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Figure 2.13 { Caract�eristiques g�eom�etriques et chargement
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Figure 2.14 { Contraintes en mode I : Solutions analytique, impl�ement�ee dans le cadrede ce travail et par Abaqus
de dimensions su�samment importantes par rapport �a son �epaisseur pour que celui-cisoit assimil�e �a une plaque. Ainsi, nous consid�erons des contraintes nulles dirig�ees dansla direction perpendiculaire au plan xy, mais les d�eformations ne sont pas nulles. Lesr�esultats des simulations sont repris �a la �gure 2.14. �A premi�ere vue, la di��erence entrela solution analytique et les solutions obtenues par �el�ements �nis est assez importante.C'est le cas, si nous nous pla�cons loin de la �ssure. En e�et, le deuxi�eme terme dela solution analytique reprise dans l'�equation 1.17 n'est pas inclus dans le calcul dela solution. La solution est donc correcte lorsque le premier terme de la relation 1.17poss�ede une grande importance par rapport au deuxi�eme terme, ce qui se passe pour unevaleur de r petite. La solution analytique est donc correcte lorsque nous nous trouvonsassez pr�es de la tête de �ssure. Pour la solution analytique, nous voyons donc seulementl'e�et de concentration dû �a la �ssure. Pour ce qui est de la solution num�erique, nouspouvons observer que, en s'�ecartant de la tête de �ssure, la contrainte se rapproche de
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Figure 2.15 { Zone plastique en mode I : Solutions par �el�ements �nis et analytique
la valeur de 10 N=mm2, ce qui correspond �a la contrainte appliqu�ee ext�erieurement surles faces sup�erieure et inf�erieure du solide. Nous pouvons observer que ces valeurs sonttr�es semblables �a celles, �egalement en �gure 2.14, calcul�ees par le logiciel de simulationAbaqus. La valeur obtenue analytiquement lorsque nous nous �ecartons de la tête de�ssure tend quant �a elle vers 0. Si nous nous rapprochons du front de �ssure �a lalimite de plasticit�e, nous retrouvons une zone plastique (�gure 2.15) assez semblablepar les deux approches. Les cartes ont �et�e obtenues en posant la limite plastique �a150 N=mm2. La largeur moins importante de la zone plastique pour l'approche par�el�ements �nis est sans doute toujours due au fait de cette simpli�cation du terme dela solution analytique, car au plus nous nous rapprochons de la �ssure, au plus lesdeux solutions se rejoignent. Nous pouvons �egalement observer que la forme de la zoneplastique donn�ee par la solution analytique correspond bien �a celle d�ecrite �a la �gure1.10 pour un �etat de contraintes planes.Chargeons maintenant cette même plaque, mais en cisaillement a�n d'obtenir lescontraintes en mode II. Les e�orts sur les faces horizontales de la plaque seront doncdirig�es horizontalement au lieu de verticalement. �Etant donn�e que nous ne pouvonsplus pro�ter de la sym�etrie du syst�eme, nous devrons consid�erer la plaque enti�ere.En consid�erant une limite �elastique de 150 N=mm2, nous obtenons la zone plastiquerepr�esent�ee en �gure 2.16. qui est assez proche de celle que nous avons vue en th�eorie�a la �gure 1.11.
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Figure 2.16 { Zone plastique en mode II : Solution par �el�ements �nis
2.3.2 Valeur du taux de restitution d'�energie

Le crit�ere utilis�e dans l'approche d�ecrite par ce chapitre est un crit�ere bas�e sur lavaleur du taux de restitution d'�energie G, ou �energie de Gri�th. Il est donc importantde v�eri�er l'exactitude du calcul de cette grandeur par le programme lors de la phase devalidation. Selon [Zeg03], pour une �ssure de longueur 2a dans une plaque de dimensionsin�nies constitu�ee d'un mat�eriau de module de Young E et soumise �a une contraintede traction �1, l'�energie de Gri�th par unit�e de surface �ssur�ee est donn�ee par :
G = �(�1)2aE (2.17)

Consid�erons (�gure 2.13) une plaque de 30 mm de largeur sur 50 mm de hauteur ainsiqu'une �ssure initiale de longueur 2a = 1mm. Appliquons lui une contrainte de tractionde 20 N=mm2 en consid�erant une �epaisseur unitaire de la plaque ainsi qu'un modulede Young du mat�eriau E = 35000 N=mm2. Pour cette plaque, l'�energie de Gri�th parunit�e de surface �ssur�ee devrait valoir :
G = �(20)20; 535000 = 0; 018 mJ=mm2 (2.18)

Or, en calculant cette �energie �a partir des d�eplacements obtenus par �el�ements �nis, nousobservons les valeurs par unit�e de surface reprises dans le tableau suivant ; en fonctionde la taille �nale de la �ssure obtenue apr�es la propagation de celle-ci :
Taille �nale de la �ssure [mm] �Energie de Gri�th [mJ=mm2]1,25 0,0301,5 0,0322 0,0402,5 0,0463 0,0543,5 0,0634 0,070
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Nous pouvons constater que toutes ces valeurs sont sup�erieures �a celle obtenue th�eori-quement et deviennent de plus en plus �elev�ees au fur et �a mesure que la longueur depropagation de la �ssure est importante ; alors que ces valeurs sont pourtant d�e�niespar unit�e de longueur. La raison en est la suivante : cette relation th�eorique est valablepour une extension de �ssure dx tendant vers 0. En e�et, la propagation de �ssured'une longueur plus importante �equivaut �a une succession de petites extensions de �s-sure. Chaque nouvelle extension s'op�ere donc sur une �ssure initiale de longueur 2aincr�ement�ee de la somme des extensions pr�ec�edentes dx. Pour une propagation d'unelongueur �l = n � dx, l'�energie de Gri�th correspondante doit donc être calcul�ee enposant dx = 2da par :

G ��l = �(�1)2aE da+ �(�1)2(a+ da)E da+ �(�1)2(a+ 2da)E da+ : : : (2.19)
En �etendant cette somme �a n termes, nous pouvons �ecrire :

G ��l = X
i=1!n

�(�1)2(a+ ida)E da (2.20)
�Etant donn�e que da doit tendre vers 0, nous pouvons passer de cette somme �a l'int�egralesuivante : G ��l = G � (2af � 2ai) = Z afai �(�1)2aE da (2.21)
O�u ai et af repr�esentent respectivement les demi-longueurs de la �ssure avant et apr�esla propagation de celle-ci. En d�eveloppant cette int�egrale, nous obtenons :

G = �(�1)22E (a2f � a2i )2(af � ai) = �(�1)24E (af + ai) (2.22)
Si nous utilisons cette relation pour le cas de notre �ssure de longueur initiale 2ai =1mm, nous pouvons comparer la courbe obtenue avec celle calcul�ee �a partir des d�epla-cements r�esolus par �el�ements �nis (premier graphe de la �gure 2.17). Nous observonsque les valeurs de l'�energie sont plus �elev�ees dans le cadre du calcul par �el�ements �niset cette di��erence s'accentue pour des longueurs �nales de �ssure plus grandes. Cettedi��erence est caus�ee par les fronti�eres du domaine. En e�et, la relation th�eorique estvalable pour une plaque de dimensions in�nies ce qui signi�e que la longueur de �ssuredoit avoir une taille beaucoup plus petite que les dimensions de la plaque. L'in
uencedes conditions fronti�eres se fait donc plus importante au fur et �a mesure que la �ssureest grande. Si nous choisissons une �ssure initiale de longueur 4 mm, nous pouvonsd'ailleurs observer (graphe de droite de la �gure 2.17) que l'erreur sur G est encore plus
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Figure 2.17 { �Energie de Gri�th pour des propagations de �ssures de longueurs ini-tiales de 1mm et 4mm
grande. L'erreur sur G pour une in�me propagation de cette �ssure de longueur initiale4 mm est de plus assez proche de l'erreur faite sur la �ssure de longueur initiale 1 mmpropag�ee jusqu'�a 4 mm, alors que dans ces deux cas l'in
uence des conditions fronti�eress'exerce de la même mani�ere. Nous pouvons donc penser que les courbes th�eorique etpar �el�ements �nis se rejoindront pour une �ssure de longueur tendant vers 0 ou desdimensions de la plaque tendant vers l'in�ni.A�n de nous conforter dans notre hypoth�ese, essayons de calculer l'�energie de Grif-�th pour une même �ssure de longueur initiale de 1mm, mais en consid�erant une plaquede dimensions r�eduites, soit 20 mm de large sur 25 mm de hauteur. Nous pouvons ob-server (2.17) que la courbe du taux de restitution d'�energie en fonction de la longueurd'extension de �ssure s'�ecarte encore d'avantage de la courbe th�eorique. Or, dans cettesituation de dimensions r�eduites, les conditions fronti�eres se font sentir d'avantage. Deplus, l'�energie s'�ecarte encore plus de la courbe th�eorique et de la courbe calcul�ee pourune plaque de dimensions plus grandes lorsque la longueur de la �ssure devient impor-tante. L'erreur sur la courbe obtenue pour une petite plaque par rapport �a la courbeobtenue pour une grande plaque poss�ede le même comportement (la même forme) quel'erreur obtenue sur la grande plaque par rapport �a la solution th�eorique.Consid�erons maintenant une plaque plus grande, de 40 mm de largeur et 60 mm dehauteur. Nous obtenons alors pour une �ssure de longueur �nale 1; 25 mm un taux derestitution d'�energie de 0; 023 mJ=mm2, ce qui est tr�es proche de la valeur th�eorique de0; 019mJ=mm2. Il semble donc qu'il s'agisse bien de l'in
uence des conditions fronti�eres.
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Figure 2.18 { Propagation en mode d'ouverture
2.3.3 Cas des modes purs

Le crit�ere de rupture utilis�e est, comme nous l'avons vu plus haut, un crit�ere �ener-g�etique. Dans ce cas, la propagation de la �ssure (si elle doit avoir lieu) se produiradans la direction le long de laquelle la quantit�e d'�energie de d�eformation est minimale ;ce qui, si � est l'angle de d�eviation par rapport au prolongement rectiligne de la �ssure,donne � = 0� pour le mode I (ouverture) et � = 79; 2� pour le mode II (cisaillementplan). Cette valeur de 79; 2� est valable pour un coe�cient de Poisson de � = 0; 2 (led�eveloppement se trouve dans [Mia95]).
Cas du mode d'ouverture

Pour ce cas tr�es simple, consid�erons une plaque carr�ee sur laquelle une �ssure ho-rizontale est amorc�ee �a mi-hauteur, partant du côt�e gauche. A�n de soumettre celle-ci�a une sollicitation en mode I, appliquons une contrainte de traction aux deux faces,sup�erieure et inf�erieure, de la plaque. La �ssure (�gure 2.18 4) se propage de mani�ereparfaitement horizontale. Cette horizontale est parfaite, car une des directions de pro-pagation test�ee est l'horizontale parfaite ; elle sera donc adopt�ee. Dans des cas plus
4. Nous pouvons remarquer l'a�nement du maillage r�ealis�e en tête de �ssure
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Figure 2.19 { Taux de restitution d'�energie et angle de propagation
compliqu�es, les directions de propagation test�ees devront suivre un chemin qui n'estpas forc�ement le chemin exact, �etant donn�e que ne seront test�ees qu'un nombre �ni dedirections.Nous pouvons voir (�gure 2.19) l'�evolution du taux de restitution d'�energie en fonc-tion de la direction de propagation test�ee, o�u l'angle de propagation est l'angle ded�eviation de l'incr�ement de �ssure par rapport au prolongement rectiligne. Les angles�180� et 180� repr�esentent le retour en arri�ere (taux de restitution nul, car la situa-tion n'est pas modi��ee), alors que l'angle 0� repr�esente la prolongation de la �ssure surl'horizontale. Pour cet exemple, 16 directions de propagation s�epar�ees chacune par unangle de même amplitude ont �et�e choisies, dans l'intervalle [�180� 180�]. Nous voyonsdonc que la direction pr�ef�erentielle est bien l'horizontale, et nous pouvons �egalementobserver la sym�etrie attendue autour de cette horizontale. La valeur de l'�energie deGri�th diminue tr�es rapidement autour de sa position maximale. Cette constatationest un avantage pour la pr�ecision du mod�ele, car la direction pr�ef�erentielle est nettementd�e�nie. Nous pouvons �egalement observer que les directions de propagation impliquantun retour de la �ssure vers l'arri�ere (c'est-�a-dire une diminution de la coordonn�ee x)poss�edent une �energie de Gri�th tr�es basse.
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Figure 2.20 { Mode de cisaillement : conditions impos�ees aux limites
Cas du mode de cisaillement plan

A�n d'obtenir une situation proche du cisaillement pur, nous allons consid�erer lamême plaque carr�ee que pour le mode d'ouverture, mais dont le chargement et lesconditions impos�ees sont sch�ematis�ees en �gure 2.20, o�u p repr�esente une charge r�epartiealors que ux et uy sont les d�eplacements impos�es dans les directions x et y. Une �ssureinitiale est pr�esente �a mi-hauteur de la plaque, d�ebutant sur le côt�e gauche de celle-ci.Comme �enonc�e pr�ec�edemment, nous nous attendons �a un angle de d�eviation dela �ssure de 79; 2�. La �gure 2.21 indique un angle de 77; 6� pour la simulation par�el�ements �nis ; ce qui est assez proche des pr�evisions. La di��erence est sans doute due aufait que nous n'avons pas des conditions de cisaillement pur. Il convient de mesurer cetangle assez pr�es de la tête de la �ssure initiale, car apr�es un certain seuil de propagation,le r�esultat est in
uenc�e par les conditions limites et nous nous �eloignons davantage ducisaillement pur. Nous pouvons d'ailleurs observer que l'angle se r�eduit de plus en plusau fur et �a mesure que la �ssure se propage.
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Figure 2.21 { Propagation en mode de cisaillement plan
2.3.4 Poutre en cisaillement

Parmi les essais de validation e�ectu�es �gure la simulation d'une poutre mise en
exion quatre points. Nous nous int�eressons uniquement �a la partie mise en cisaillement,c'est-�a-dire la zone situ�ee entre les appuis et les points d'application des forces qui leursont directement voisins. La �ssuration qui pourrait s'amorcer au centre de la poutre �acause de la 
exion n'est donc pas prise en compte. Nous pouvons voir (�gure 2.22) lesconditions impos�ees ainsi que l'�evolution des r�esultats obtenus lors de la propagationde la �ssure. �Etant donn�e que le syst�eme est sym�etrique, seule la moiti�e de la poutreest repr�esent�ee. Une �ssuration initiale (la partie verticale) est r�ealis�ee au-dessus del'appui �a rouleaux. Nous observons que, comme pr�evu par la th�eorie [Cap02], la �ssureva d�evier de son chemin, et ceci a�n de rejoindre le point d'application de la force. Lemod�ele ne semble donc pas être mis en cause par cet essai.
2.3.5 Mat�eriau h�et�erog�ene

A�n de pr�eparer l'application du mod�ele �a un mur de ma�connerie, il est n�ecessaired'e�ectuer plusieurs simulations sur un mat�eriau h�et�erog�ene pour une g�eom�etrie assezsimple. Le principe de di��erenciation est le suivant : les triangles dont le centre degravit�e est situ�e dans la moiti�e sup�erieure de la plaque poss�edent un module d'�elasticit�e
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Figure 2.22 { Poutre soumise �a un essai quatre points
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Figure 2.23 { Propagation en mat�eriau h�et�erog�ene
de 210000 N=mm2 alors que les triangles situ�es dans la moiti�e inf�erieure de la plaqueposs�edent un module de Young de 35000 N=mm2. La plaque est alors mise en tractionsimple, dans les mêmes conditions que pour la simulation r�ealis�ee en 2.3.3 a�n detester le mode d'ouverture. Les r�esultats obtenus montrent bien que la �ssure se dirigevers le mat�eriau mou (�gure 2.23). Sur la �gure de gauche, la �ssuration initiale setrouve sur l'interface entre les deux mat�eriaux. La �ssure se dirige directement vers lemat�eriau au module d'�elasticit�e le plus bas. Ensuite, la �ssure s'�etant propag�ee versle bas, les conditions de chargement forcent celle-ci �a rejoindre le bord inf�erieur de laplaque et atteindre la rupture. Même constat lorsque nous entamons la �ssuration dansle mat�eriau le plus dur (�gure de droite). La �ssure se dirige vers le mat�eriau mou avecune direction de plus en plus verticale, puis descend jusqu'�a l'extr�emit�e inf�erieure de laplaque. Ces r�esultats concordent bien avec ce �a quoi nous pouvons nous attendre.N�eanmoins, il faut pr�eciser que ce mod�ele ne prend aucunement en compte les carac-t�eristiques de r�esistance de chaque mat�eriau. Il ne peut de ce fait simuler des mat�eriauxde r�esistances di��erentes. En e�et, si le mat�eriau mou poss�edait une r�esistance limitebeaucoup plus �elev�ee que celle du mat�eriau dur, la �ssure devrait se diriger vers le ma-t�eriau mou, mais ensuite d�evier de sa direction a�n de se propager le long de l'interface.A�n de tenir compte de ces caract�eristiques de r�esistance di��erentes, il faudrait incluredans le mod�ele le taux de restitution d'�energie critique Gc et suivre le chemin pourlequel G=Gc est le plus �elev�e. La valeur de Gc prenant en compte les caract�eristiques det�enacit�e du mat�eriau, ce crit�ere permettrait de choisir de propager la �ssuration dansl'un ou l'autre mat�eriau. Prendre le maximum de G=Gc ne pr�edit toutefois pas si lapropagation va avoir lieu, mais peut uniquement donner la direction de propagation.L'ajout de G � Gc permet quant �a lui de d�eterminer l'existence d'une propagation.



Chapitre 3

Mod�elisation par un treillis de
poutres

Les mat�eriaux h�et�erog�enes poss�edent des m�ecanismes de fracture compliqu�es, enrelation avec leur microstructure. Ces m�ecanismes engendrent g�en�eralement une �ssu-ration principale, ainsi que diverses �ssurations secondaires et micro�ssures, di�ciles �amod�eliser par une approche �elastique lin�eaire. De plus, l'approche �energ�etique r�ealis�eepr�ec�edemment demande l'introduction d'une �ssure initiale �a d�eterminer auparavant.Un mod�ele assez bien adapt�e pour un mat�eriau h�et�erog�ene est r�ealis�e par un treillisde poutres, consistant en un arrangement de petits �el�ements de poutres pouvant trans-mettre des e�orts. Un tel treillis permet en outre, par son irr�egularit�e, de mod�eliserl'h�et�erog�en�eit�e du mat�eriau. La simulation de la propagation du chemin de �ssurationest accomplie par une analyse �elastique lin�eaire du treillis charg�e, et par suppression despoutres dont l'�etat de contraintes d�epasse un crit�ere limite. De cette mani�ere, la chargesera redistribu�ee sur les poutres restantes, le crit�ere de rupture sera �a nouveau appli-qu�e et ainsi de suite. A�n de respecter le processus naturel de �ssuration, les �el�ementsde poutre seront supprim�es un par un, ou avec une l�eg�ere relaxation. Cette m�ethodesera d�evelopp�ee dans ce chapitre. Les principaux r�esultats obtenus seront ensuite expo-s�es, a�n de confronter ceux-ci avec la th�eorie ou des r�esultats connus ; ainsi qu'avec lapremi�ere approche d�ecrite au chapitre 2.

47
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Figure 3.1 { Syst�eme d'axes local pour un �el�ement de poutre
3.1 Fonctionnement du mod�ele
3.1.1 �Equations du mod�ele

�Etablissement des d�eplacements
La matrice de raideur locale utilis�ee pour chaque �el�ement (ou micropoutre) est lamatrice classique de rigidit�e d'une poutre dont les conventions de notation pour lesd�eplacements et angles de rotation sont reprises �a la �gure 3.1 :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

fx1fy1m1fx2fy2m2

9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>;
=
2666666666664

EbAbl 0 0 �EbAbl 0 00 12EbIbl3 6EbIbl2 0 �12EbIbl3 6EbIbl20 6EbIbl2 4EbIbl 0 �6EbIbl2 2EbIbl�EbAbl 0 0 EbAbl 0 00 �12EbIbl3 �6EbIbl2 0 12EbIbl3 �6EbIbl20 6EbIbl2 2EbIbl 0 �6EbIbl2 4EbIbl

3777777777775

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

u1v1�1u2v2�2

9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>;
(3.1)

Le membre de gauche du syst�eme d'�equations repr�esente les e�orts appliqu�es aux pointscorrespondants. Le module d'�elasticit�e Eb de chaque �el�ement de poutre est simplementfonction du module d'�elasticit�e E ainsi que du coe�cient de Poisson � du mat�eriau[Cha02a] : Eb = Ep3(1� �)q1�3�1+� (3.2)
Les valeurs de Ab et Ib proviennent des mesures g�eom�etriques de l'�el�ement de poutre :

Ab = bh et Ib = bh312 (3.3)
Les notations l, b et h repr�esentent respectivement la longueur, l'�epaisseur (profondeur)et la hauteur de chaque �el�ement de poutre. La valeur de l d�epend du maillage et b est �egal
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�a l'�epaisseur du mat�eriau. A�n d'obtenir une ind�ependance des r�esultats par rapport �ala taille du maillage (et donc par rapport �a l), la valeur de h doit être li�ee �a la longueurde la mani�ere suivante : h = l �r1� 3�1 + � (3.4)Nous aurons donc pour un même mat�eriau un rapport h=l toujours constant.La matrice de raideur locale ainsi obtenue est ensuite amen�ee dans le rep�ere globalau moyen de la matrice de rotation suivante [Rem02] :

[T ] =
26666666664

cos� sin� 0 0 0 0� sin� cos� 0 0 0 00 0 1 0 0 00 0 0 cos� sin� 00 0 0 � sin� cos� 00 0 0 0 0 1

37777777775
(3.5)

O�u � est l'angle que forme la micropoutre avec l'axe global des x. La matrice de raideurdans le syst�eme d'axes global devient alors :
[kglobal] = [T ]T [klocal][T ] (3.6)

Une matrice de raideur locale est d�e�nie pour chaque �el�ement, et chacune d'elles estensuite assembl�ee dans la matrice globale de raideur pour former le syst�eme d'�equationssuivant : [F ] = [K][U ] (3.7)O�u [F ] repr�esente le vecteur des forces, [K] la matrice de raideur globale et [U ] levecteur des d�eplacements. Une fois le syst�eme r�esolu, les d�eplacements et rotations sontobtenus dans le vecteur [U ] pour chaque point.
Application du crit�ere de rupture

A�n de d�eterminer les e�orts (normal et tranchant) dans une poutre, il convient toutd'abord d'exprimer �a nouveau les d�eplacements aux deux extr�emit�es de cette poutredans le syst�eme d'axes local d�e�ni dans la �gure 3.1. Nous obtenons ensuite l'expressionsuivante pour l'e�ort normal [Sch97], d�eduite des lois de l'�elasticit�e lin�eaire :
F = EbAbl (u1 + u2) (3.8)
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Alors que pour l'e�ort tranchant nous avons :

Q = 12EbIbl3 (v1 + v2)� 6EbIbl (�1 + �2) (3.9)
Le crit�ere de rupture pour une poutre peut alors s'exprimer sous la forme suivante :F=Abft + jV j=Abfsh > 1 (3.10)
O�u ft et fsh repr�esentent les r�esistances respectivement �a la traction et au cisaillementdes micropoutres 1. Comme �enonc�e pr�ec�edemment et a�n de correspondre au mieux �ala propagation r�eelle de la �ssuration, les poutres seront rompues une �a une successive-ment, ou avec une l�eg�ere relaxation (c'est-�a-dire que plusieurs poutres seront rompuessimultan�ement, avant le recalcul des d�eplacements).
3.1.2 Aspects concernant l'impl�ementation

L'architecture g�en�erale du programme, enti�erement r�ealis�e dans le cadre de ce tra-vail, et les relations entre fonctions sont repr�esent�ees �a la �gure 3.2. La �xation desconditions limites s'e�ectue de la même mani�ere que pour l'analyse �elastique. La fonc-tion breakBeam r�ealise la rupture des poutres d�epassant le seuil critique de contraintespar la soustraction de leur raideur propre dans la matrice globale de raideur. De cettemani�ere, l'assemblage de cette matrice globale n'est r�ealis�e qu'une seule fois par lafonction MatriceRaideur2DSluys et la matrice n'est que l�eg�erement modi��ee par lasuite. Ceci permet un gain de temps consid�erable quand nous savons que la majorit�e dutemps de calcul est utilis�ee pour l'assemblage, alors que la r�esolution seule du syst�emene prend qu'environ un dixi�eme du temps d'assemblage.
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Figure 3.2 { Architecture g�en�erale du programme
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Figure 3.3 { Convergences L1 et L2 des d�eplacements obtenues par le mod�ele detreillis de poutres
3.2 Analyse des r�esultats
3.2.1 D�eplacements

Les d�eplacements obtenus par cette m�ethode se rapprochent toujours de la solu-tion analytique, mais l'erreur subsistant n'est pas n�egligeable. De plus, le mod�ele neconverge pas vers la solution analytique lorsque le maillage est ra�n�e (�gure 3.3). Nousobtenons tout de même des r�esultats satisfaisants. La �gure 3.4 donne les d�eplacementspour le probl�eme de Lam�e dont les r�esultats peuvent être compar�es avec la �gure 2.3pour laquelle les conditions g�eom�etriques et d'e�orts appliqu�es sont les mêmes quedans ce cas-ci. Nous observons que les valeurs donn�ees pour le calcul des d�eplacementsrestent approximatives. Nous pouvons toutefois constater que l'allure g�en�erale des d�e-placements reste bien respect�ee.Si le mod�ele ne converge pas, il n'est tout de même acceptable que pour un domainede validit�e de la longueur caract�eristique du maillage lc. Nous pouvons en e�et voir �ala �gure 3.3 qu'au-del�a d'un lc = 2; 5 mm l'erreur devient tr�es importante.
1. Nous pouvons remarquer ici que la mod�elisation est r�ealis�ee par un treillis de poutres proprement

dit. Il existe d'autres types de mod�elisation, soit bas�e sur des treillis de barres (ne transmettant entre
elles que les e�orts normaux, et dont le crit�ere de rupture utilise donc uniquement l'e�ort normal d�e�ni
en 3.8), soit ne transmettant que les e�orts normaux et tranchants (et donc pas les moments ; la relation
3.9 se trouve alors amput�ee de son dernier terme faisant intervenir les �i)
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Figure 3.4 { D�eplacements par le mod�ele de de treillis de poutres
3.2.2 Champ de contraintes en tête de �ssure

Nous pouvons, comme r�ealis�e dans le chapitre pr�ec�edent et dans les mêmes condi-tions de chargement et g�eom�etrie, visualiser les lobes de contraintes autour de la �ssure.Dans ce cas, ne connaissant que les e�orts de traction et tranchants dans chaque micro-poutre, la fonction que nous allons repr�esenter est une moyenne sur chaque n�ud ducrit�ere de rupture d�e�ni en 3.10 pour chaque poutre dont le n�ud fait partie. Il s'agitdonc d'un rapport de contrainte sur la contrainte limite �elastique. La limite de la zoneplastique sera ainsi atteinte lorsque la fonction vaudra 1. Nous pouvons voir (�gure3.5) les r�esultats obtenus en comparaison avec la solution analytique en contraintesplanes. La limite �elastique est toujours �x�ee �a 150 N=mm2. Nous pouvons observer quela super�cie et la forme de la zone plastique sont assez semblables dans les deux cas ;et que ce mod�ele se rapproche donc de l'hypoth�ese de contraintes planes. Nous sommesconfort�es dans cette hypoth�ese en observant la zone plastique en mode II (�gure 3.6)pour laquelle nous pouvons observer une forme assez semblable aux lobes en contraintesplanes donn�es par la th�eorie en 1.11.Il est �a noter que les r�esultats obtenus sont assez irr�eguliers ce qui est une cons�e-quence de l'organisation al�eatoire du maillage et peut mod�eliser une certaine h�et�erog�e-n�eit�e du mat�eriau.
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Figure 3.5 { Zone plastique en mode I : Solutions analytique et par �el�ements �nis

Figure 3.6 { Zone plastique en mode II : Solution par �el�ements �nis
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3.2.3 Cas des modes purs

A l'oppos�e du crit�ere �energ�etique utilis�e pr�ec�edemment, le crit�ere de rupture uti-lis�e dans le mod�ele de treillis de poutres peut quant �a lui être assimil�e �a un crit�erede contrainte, c'est-�a-dire qu'il y a extension de �ssure ou rupture lorsque l'�etat decontraintes au voisinage de la �ssure atteint une con�guration critique. C'est bien notrecas, �etant donn�e que nous cassons chaque poutre dont l'�etat de contraintes d�epasse unseuil �x�e, fonction des caract�eristiques g�eom�etriques et m�ecaniques de cette poutre. Se-lon ce crit�ere, la propagation de la �ssure (en consid�erant que la �ssure se propage) sefera dans le plan passant par le front de la �ssure et au travers duquel la contrainte detension est maximale ; ce qui se traduit [Mia95], en utilisant l'expression des contraintesd�e�nie enti�erement en fonction des facteurs d'intensit�e de contraintes par :@���@� = @ 1p2�r (K1 cos3 �2 � 32KII cos �2 sin �)@� = 0 (3.11)O�u KI et KII sont les facteurs d'intensit�e de contraintes en modes I et II, et � donnel'angle par rapport au plan prolongeant la �ssure de mani�ere rectiligne. Cette relationpeut être calcul�ee par la transformation en coordonn�ees polaires des �equations 1.14,suivie de la maximisation de la contrainte. Nous pouvons en tirer :cos �2[KI sin � +KII(3 cos � � 1)] = 0 (3.12)Nous savons que pour � = �� (bords libres de la �ssure), nous obtenons une solutiontriviale car les contraintes sont nulles sur ces faces. Il reste :[KI sin � +KII(3 cos � � 1)] = 0 (3.13)Si nous consid�erons le mode d'ouverture (mode I) pur, nous obtenons donc :sin � = 0, � = 0� (3.14)Alors que pour le mode de cisaillement plan, nous avons :(3 cos � � 1) = 0, � = 70; 5� (3.15)Comme nous le voyons, cette valeur est sensiblement di��erente de celle obtenue parcrit�ere �energ�etique qui est de 79; 2�. De plus, au contraire du crit�ere �energ�etique, cettevaleur est ind�ependante du coe�cient de Poisson. La valeur en mode I est par contrela même que l'on utilise le crit�ere �energ�etique ou le crit�ere de contraintes. Les deuxcrit�eres seront donc de plus en plus �equivalents en se rapprochant d'une situation demode d'ouverture.
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Figure 3.7 { Propagation en mode d'ouverture
Cas du mode d'ouverture

Consid�erons une fois de plus une plaque en traction, comprenant une �ssure amorc�ee�a mi-hauteur. Les dimensions de la plaque et les sollicitations sont les mêmes que cellesqui �etaient d'application pour le mod�ele �energ�etique en 2.3.3. Nous pouvons voir (�gure3.7) que la �ssure part globalement de mani�ere horizontale. Cette observation respectedonc les pr�edictions th�eoriques. Les d�eviations du chemin de �ssuration sont dues �al'h�et�erog�en�eit�e du maillage, et le parcours de la �ssure se rapproche de ce �a quoi nouspourrions nous attendre pour un mat�eriau pas compl�etement homog�ene.
Cas du mode de cisaillement plan

Pour le cas du cisaillement plan, reprenons le cas de charge de la �gure 2.20. Cettefois, �etant donn�e que nous ne sommes pas limit�es �a une seule tête de �ssure, nouspouvons entamer une �ssure initiale �a mi-hauteur, mais des deux côt�es, gauche et droit,de la plaque. Nous nous attendons �a un � = 70; 5�. Nous pouvons observer (�gure 3.8)que l'angle obtenu est de 68; 0�. Comme pour le cas pr�ec�edent, l'angle est mesur�e assezpr�es de la tête de �ssure initiale. Nous pouvons donc constater que pour ce cas decisaillement plan, la valeur obtenue est assez proche de celle attendue par la th�eorie.Nous pouvons tout de même voir que, tant pour le cas du crit�ere �energ�etique que du
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Figure 3.8 { Propagation en mode de cisaillement plan
crit�ere de contraintes, nous obtenons une valeur l�eg�erement moindre de celle attendue.Sans doute cela est-il du �a notre cas de charge et d'imposition de d�eplacements qui nefournit pas exactement du cisaillement pur.
3.2.4 In
uence de la taille du maillage

Mode d'ouverture
A�n de mesurer l'in
uence de la taille du maillage sur les r�esultats de simulation,reprenons le cas du mode d'ouverture dans les mêmes conditions g�eom�etriques, mat�e-rielles et de contraintes appliqu�ees ; mais �etendons ce cas �a des maillages de di��erenteslongueurs caract�eristiques. Les tailles caract�eristiques de maillage d�e�nies sont 3 mm,5 mm, 7 mm et 10 mm. Sur les r�esultats obtenus (�gure 3.9), nous pouvons observerque le chemin de �ssuration peut être assez di��erent en fonction de la taille du maillage.Toutefois, la tendance g�en�erale reste autour de la �ssuration horizontale. Ces r�esultats,sur lesquels une �evolution progressive de tendance en fonction de la taille de maillagene semble pas apparâ�tre montrent que ces di��erents chemins de �ssuration ne sont pasdus �a la taille du maillage proprement dite, mais plutôt �a l'arrangement des trianglesqui di��ere. De cette mani�ere, ces di��erents chemins repr�esentent les r�esultats de l'h�et�e-rog�en�eit�e du mat�eriau ; de la même mani�ere, si nous d�echirons des dizaines de feuillesde papier suivant ce mode d'ouverture, nous n'aurons pas deux fois le même cheminde �ssuration. Cette constatation pose le probl�eme de l'h�et�erog�en�eit�e : ne connaissantpas les h�et�erog�en�eit�es sur le mat�eriau r�eel, il est impossible de pr�edire avec certitude le



3. Mod�elisation par un treillis de poutres 58

Figure 3.9 { Propagation en mode I, avec maillages de longueurs caract�eristiquesdi��erentes
chemin que va prendre la �ssuration. A�n d'obtenir des chemins de �ssuration valid�espour un certain intervalle de con�ance, deux solutions sont possibles : r�ealiser un grandnombre de simulation, avec des maillages chaque fois di��erents et r�ealis�es de mani�ereal�eatoire ; ou bien utiliser des distributions statistiques pour les caract�eristiques phy-siques et g�eom�etriques (maillage) permettant ainsi de r�eduire nombre de simulations,et c'est ce qui est d�evelopp�e dans [van02].
Mode de cisaillement plan

Testons maintenant le mode de cisaillement plan (reprenons �egalement le cas d�ej�atrait�e) avec des maillages de tailles di��erentes. Nous pouvons voir (�gure 3.10) lesr�esultats obtenus pour un maillage �n, un maillage grossier ainsi que pour un maillagemoyen, mais ra�n�e en se rapprochant du centre de la plaque. Le chemin de propagationsemble globalement peu in
uenc�e par la taille du maillage. De même, la modi�cation surle même solide de la taille caract�eristique du maillage ne semble pas in
uencer le cheminde propagation de la �ssure. Toutefois, et cela est assez logique, le maillage plus grossiersemble donner des changements de direction plus marqu�es (la propagation de �ssure en
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Figure 3.10 { Propagation en mode II, avec maillages de longueurs caract�eristiquesdi��erentes
cassant une seule poutre provoque un avancement plus important du chemin si cettepoutre est de longueur plus importante), et la tendance g�en�erale de la direction semblemoins bien suivie. Il est �a noter que la rupture d'une poutre dans un maillage grossier abien �evidemment plus d'in
uence que la rupture d'une poutre dans un maillage �n. Ene�et, les poutres �etant en nombre inf�erieur doivent reprendre une plus grande partie descharges. C'est d'ailleurs pour cette raison que l'�epaisseur des poutres augmente avecla longueur de celles-ci dans le mod�ele de treillis de poutres. Les larges �ssures cr�e�eespour le maillage grossier d�eforcent donc la structure de mani�ere plus importante queles �ssures que nous pouvons trouver pour le maillage �n.
3.2.5 In
uence de l'orientation du maillage

Nous pouvons penser que l'orientation du maillage va avoir une in
uence sensiblesur la direction de la �ssure. A�n de le d�eterminer, r�ealisons un essai de traction avecdi��erents maillages (un maillage irr�egulier et deux maillages r�eguliers 2). Une entailleest r�ealis�ee de chaque côt�e de la plaque �a mi-hauteur de celle-ci, alors qu'une contraintede traction homog�ene est appliqu�ee aux faces sup�erieure et inf�erieure de la plaque.Les r�esultats (�gure 3.11) montrent que la direction horizontale de �ssuration est bienrespect�ee pour chaque maillage. Toutefois, comme nous pouvons l'observer, les deuxmaillages r�eguliers favorisent nettement la direction parfaitement horizontale et ne mo-d�elisent pas une certaine h�et�erog�en�eit�e du mat�eriau. En e�et, les poutres ayant uneorientation horizontale sont tr�es peu sollicit�ees par l'e�ort de traction verticale (cet ef-fort a d'ailleurs pour e�et de les mettre en compression, les renfor�cant davantage selon
2. Ces maillages sont r�ealis�es par un empilement de triangles �equilat�eraux de 1mm et 2mm de côt�e
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Figure 3.11 { Simulation de poutre en traction avec di��erents maillages
le crit�ere de rupture 3.10), et elles ne se rompent donc pas. Ainsi, la �ssuration est ca-nalis�ee entre les lignes horizontales. Pour le maillage irr�egulier, pour lequel les poutresn'ont pas d'orientation pr�ef�erentielle, l'h�et�erog�en�eit�e du mat�eriau est mieux mod�eli-s�ee. Le maillage irr�egulier pr�esent�e ici n'est toutefois pas compl�etement irr�egulier, carune ligne horizontale s�epare la moiti�e sup�erieure de la moiti�e inf�erieure de la plaqueen traction. De ce fait, la �ssure reste continuellement du même côt�e de cette lignehorizontale. Nous pouvons �egalement observer que la �ssure s'amorce selon le cas parla gauche ou par la droite. Ceci est normal. N'ayant aucune pr�ef�erence particuli�ere, la�ssuration va choisir un côt�e, soit par une asym�etrie de maillage, soit dans le cas d'unesym�etrie parfaite par un arrondi math�ematique. Ensuite, la �ssure amorc�ee, soumise �aune concentration de contraintes plus forte, va se propager jusqu'au côt�e oppos�e.Dans ce cas, l'orientation particuli�ere du maillage n'a pas eu une in
uence tropn�egative, car la �ssuration est pr�ecis�ement canalis�ee dans sa trajectoire th�eorique. Cen'est cependant pas toujours le cas. Nous pouvons observer (�gure 3.12) un cas demaillage particulier. Ce maillage pourrait tr�es bien s'appliquer dans le cas d'un mur dema�connerie. En e�et, la partie centrale, repr�esentant un joint entre deux briques voi-sines poss�ede des dimensions assez r�eduites par rapport aux dimensions de la brique.Il convient donc d'avoir un maillage assez ra�n�e dans cette zone de joint. Toutefois, la
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Figure 3.12 { Poutre en mat�eriau h�et�erog�ene en 
exion avec maillage particulier

Figure 3.13 { Di��erents types de maillage
brique de dimensions plus importantes ne n�ecessite pas un maillage si ra�n�e. Il fautdonc une transition entre un maillage ra�n�e et un maillage plus grossier. Sur la �gure3.12, nous pouvons observer les conditions impos�ees au solide. Il s'agit donc d'un essaide 
exion quatre points. De ce fait, le moment 
�echissant est constant entre les pointsd'application des deux forces et la �ssure devrait donc se cr�eer sur la face inf�erieuredu solide et pour une coordonn�ee horizontale situ�ee entre ces points d'application deforces. Toutefois, la partie centrale (qui peut donc repr�esenter un joint dans un mur)poss�ede une r�esistance �a la traction ft deux fois moindre que la r�esistance �a la trac-tion des deux parties ext�erieures. C'est donc dans cette partie centrale que la �ssuredevrait s'amorcer. Or, ce n'est pas le cas (image inf�erieure de la �gure 3.12). La raisonexpliquant ce ph�enom�ene est la con�guration du maillage. En e�et, nous savons quechaque micropoutre poss�ede une hauteur augmentant lin�eairement avec sa longueur demani�ere �a rendre les r�esultats insensibles �a la longueur de ces micropoutres. Toutefois,comme nous pouvons le voir en �gure 3.13, lorsque le maillage est constitu�e commele sch�ema inf�erieur (c'est �a dire avec des triangles plus plats), la longueur (et doncla hauteur) des micropoutres est l�eg�erement diminu�ee par rapport �a la disposition du
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Figure 3.14 { Partie centrale de la �bre inf�erieure d'un mur en 
exion quatre points
sch�ema sup�erieur (dans la �gure 3.13 la longueur est diminu�ee de 17% pour les micro-poutres verticales et 12% pour les micropoutres inclin�ees), mais le taux d'occupationdes poutres sur le même espace est nettement sup�erieur (celui-ci est augment�e de 300%dans notre illustration). La r�esistance dans cette con�guration est donc bien plus grandeque celle que donnerait la con�guration du sch�ema sup�erieur. De plus, dans le sch�emainf�erieur, les poutres poss�edent une orientation beaucoup plus verticale, ce qui leur per-mettra d'accrô�tre encore leur r�esistance en reprenant plus directement les e�orts detraction. Si nous avions consid�er�e un e�ort de cisaillement horizontal, la con�gurationposs�edant de larges triangles obtiendrait sans doute une r�esistance sup�erieure. Ainsi,si nous observons sur l'image sup�erieure de la �gure 3.12 l'a�chage des contraintessollicitant chaque micropoutre (il s'agit en r�ealit�e du rapport des contraintes sur lacontrainte de r�esistance maximale, di��erenciant ainsi les deux mat�eriaux), nous pou-vons voir que, dans ce que nous pouvons consid�erer comme de la brique (les deux grandsrectangles ext�erieurs), la contrainte de traction n'est pas uniforme sur la �bre inf�erieuredes briques entre les points d'application des forces. S'agissant d'un essai quatre points,ces contraintes se devraient d'être uniformes, mais les empilements de triangles plusplats dans les extr�emit�es int�erieures des briques font qu'il y a plus de micropoutrespour reprendre la même traction ; la contrainte dans ces poutres est donc diminu�ee.Pour ce qui est du joint (la partie centrale), la contrainte est �egalement diminu�ee vule grand nombre de poutres presque horizontales mais, �etant donn�e que la r�esistance�a la traction de ce mat�eriau est diminu�ee, le rapport de la contrainte appliqu�ee auxpoutres sur la contrainte de r�esistance maximale reste tout de même important, sansêtre toutefois su�sant pour entrâ�ner la rupture. Ce sont donc les briques qui vontc�eder, dans la zone o�u le maillage est r�ealis�e par des triangles plus ouverts. Nous pou-vons observer (�gure 3.14) une zone de mur repr�esentant la �bre inf�erieure de la partie
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centrale de celui-ci. Ce mur est soumis �a un essai de 
exion quatre points. Il s'agit doncde l'extension du cas pr�ec�edent au mur complet. Les mêmes conclusions sont �a tirer :la �ssuration s'amorce �egalement dans la brique et non dans le joint. Une partie desmicropoutres appartenant aux joints horizontaux se sont rompues, car celles-ci n'ontpas une g�eom�etrie permettant de reprendre les e�orts de cisaillement entre les deuxcouches de briques.Nous pouvons facilement imaginer que d'autres organisations de maillage peuventamener �a des r�esultats s'�ecartant du comportement d'un mat�eriau r�eel. Les redistri-butions des e�orts dans un treillis de poutres ayant une certaine organisation peuventfavoriser la reprise de certains types d'e�orts ou annuler d'autres types d'e�orts dans lespoutres. C'est d'ailleurs ce que les concepteurs de structures en treillis de poutres r�eellesrecherchent a�n d'am�eliorer la r�esistance de leur structure en minimisant le mat�eriau. Ilfaut donc veiller �a �eviter toute organisation arti�cielle ou r�egularit�e du maillage si nousvoulons mod�eliser au mieux le mat�eriau h�et�erog�ene (except�e si nous voulons reproduireune organisation sp�eci�que de la structure microscopique du mat�eriau).
3.2.6 Comparaison avec des r�esultats existants

A�n de comparer nos r�esultats avec ceux obtenus par [Cha02b] avec un maillager�egulier, essayons d'appliquer la même m�ethode pour le crit�ere de rupture que celleutilis�ee dans ce document, c'est-�a-dire non plus rompre les micropoutres une �a une etrecalculer les contraintes et d�eplacements apr�es chaque rupture d'une micropoutre 3,mais rompre en une seule fois toutes les poutres dont les contraintes d�epassent le cri-t�ere limite et ensuite recalculer les d�eplacements et la redistribution des contraintes.Les r�esultats obtenus pour deux tailles de maillage di��erentes sont pr�esent�es en �gure3.15, not�es A pour les simulations r�ealis�ees dans le cadre de ce travail, alors que ceuxprovenant de [Cha02b] sont not�es par un B. Il y a quelques di��erences visibles. Toutd'abord, dans les deux cas, la �ssuration s'amorce �a une hauteur inf�erieure lorsque nousconsid�erons la mod�elisation B, mais la raison en est simple : bien que dans les deuxcas une entaille initiale ait �et�e r�ealis�ee, l'entaille pr�esente dans la mod�elisation A este�ectu�ee �a mi-hauteur alors que dans B celle-ci a �et�e r�ealis�ee un peu plus bas. Uneautre di��erence, plus probl�ematique, concerne la micro�ssuration s'�etendant autour dela �ssure principale. En e�et, il semble que, pour notre impl�ementation A, cette mi-
3. C'est ce qui impl�ement�e dans le cadre de ce travail et qui est d�ecrit dans [Sch96]
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Figure 3.15 { Essai de traction : comparaison avec des r�esultats existants
cro�ssuration, parall�ele �a la �ssure principale, s'�etende de mani�ere plus prononc�ee versles extr�emit�es de la plaque. Cela s'explique �egalement par une di��erence des conditionsde mod�elisation. En e�et, le mat�eriau consid�er�e en A poss�ede des caract�eristiques der�esistance identiques sur tout le mat�eriau, alors que pour B, la partie centrale poss�edeune r�esistance �a la traction moindre 4, ce qui a pour e�et de concentrer la �ssurationen cet endroit plus faible.
3.2.7 Essai quatre points sur une poutre

A�n de tester notre mod�ele dans de nouvelles conditions, consid�erons maintenantle cas de la poutre en 
exion quatre points (r�ealis�e pr�ec�edemment pour le mod�ele�energ�etique). Toutefois, dans le cas du mod�ele de treillis de poutres, nous pouvons nousint�eresser �a plusieurs têtes de �ssure ; et le choix entre �ssure de 
exion/cisaillement estfait par le programme lui-même. Nous ne devons donc pas �xer �a priori une �ssurationinitiale. Les r�esultats ainsi obtenus sont repris en �gure 3.16. Pour les deux premi�eresrepr�esentations, la distance horizontale entre chaque appui et le point d'applicationde la force la plus proche est su�samment grande. De cette mani�ere, comme nouspouvons le voir en �gure 3.17, l'e�ort de 
exion poss�ede une valeur importante par
4. Cette partie centrale poss�ede une r�esistance �a la traction des micropoutres de 3; 16MPa alors

que pour le reste de la plaque cette r�esistance est de 4; 16MPa
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Figure 3.16 { Poutre soumise �a un essai quatre points

Figure 3.17 { E�orts dans une poutre soumise �a un essai quatre points
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rapport �a l'e�ort tranchant. La �ssure va donc se d�evelopper en 
exion sur une abscissesitu�ee entre les points d'application des deux forces ; ce qui est bien le cas lorsque nousregardons la �ssure.Si nous d�epla�cons les points d'application des forces vers les extr�emit�es de la poutre,nous pouvons voir (�gure 3.17) que les e�orts de 
exion vont être diminu�es alors que lavaleur de l'e�ort de cisaillement entre les appuis et les points d'application des forcesrestera inchang�ee. De cette mani�ere, l'e�ort de cisaillement va avoir tendance �a prendrede l'importance par rapport au moment 
�echissant ; et nous nous dirigerons vers une�ssuration de cisaillement similaire �a celle vue en 2.3.4. C'est ce que nous pouvons voirsur la troisi�eme poutre de la �gure 3.16. Cette �ssuration ne se fait toutefois que sur unseul côt�e de la poutre, pourtant sym�etrique. Nous pouvons expliquer cela par le fait queles h�et�erog�en�eit�es du maillage ont pouss�e la �ssure �a être entam�ee plutôt d'un côt�e quede l'autre. Une fois la �ssure entam�ee, la propagation de celle-ci sera pr�ef�erentiellementchoisie �a la cr�eation de nouvelles �ssures, car la �ssure cr�e�ee engendre une concentrationde contraintes et une r�eduction de la section de la poutre.Dans la r�ealit�e, il se peut que la micro�ssuration se fasse simultan�ement en diversendroits ; ou du moins que leur succession se r�ealise de mani�ere rapide, avant que lescontraintes n'aient eu le temps de se redistribuer. A�n de simuler cela, nous pour-rions laisser une certaine relaxation pour la rupture des micropoutres, c'est-�a-dire nonplus casser ces micropoutres une par une et recalculer les nouveaux d�eplacements etcontraintes directement ; mais plutôt en casser plusieurs avant de passer �a la suite. Ceciest r�ealis�e pour les seconde et quatri�eme poutres de la �gure 3.16. Nous pouvons voir quepour le cas de la 
exion dominante, un grand nombre de micro�ssures s'amorcent sur laface inf�erieure de la poutre, pour les abscisses situ�ees entre les points d'application desdeux forces. Cette micro�ssuration est valid�ee par la pratique et s'explique facilementen th�eorie. En e�et, lorsque nous observons le diagramme des moments en �gure 3.17,nous pouvons voir que le moment 
�echissant est constant sur toute la longueur consi-d�er�ee. Ainsi la �ssuration, ne connaissant pas de position pr�ef�erentielle pour s'amorcer,va se d�evelopper sur toute la longueur, au gr�e de la disposition du maillage. Si cettedisposition avantage un chemin de �ssuration particulier, celui-ci va se d�evelopper etaugmenter la concentration de contraintes en sa tête, arrêtant ainsi la propagation desautres micro�ssures. Dans le cas du cisaillement dominant, nous pouvons voir qu'une�ssure de cisaillement s'est amorc�ee, mais �egalement une �ssure de 
exion. Finalement,le cisaillement prenant le dessus, la rupture se fera selon ce mode. Nous pouvons �ega-
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Figure 3.18 { Propagation en mat�eriau h�et�erog�ene
lement observer que la �ssure de cisaillement s'ouvre en divers chemins de �ssuration ;ce qui �etait �egalement di�cile �a mod�eliser avec la premi�ere approche �energ�etique.Grâce �a cet essai, nous avons pu observer quelques e�ets int�eressants, que nouspouvons retrouver dans la r�ealit�e. Toutefois, nous n'avons pas obtenu une mod�elisa-tion d'un essai r�eel, pour lequel une multitude de �ssures de 
exion, cisaillement ou
exion/cisaillement sont pr�esentes (plus d'informations sur la �ssuration des poutresen 
exion se trouvent dans [Cap02]). Cela semble être dû �a la taille du maillage parrapport aux dimensions de la poutre. Il est �evident que la taille caract�eristique de lamicrostructure d'un mortier par exemple est bien inf�erieure �a celle de notre maillage.De cette mani�ere, une micro�ssure sur un mat�eriau r�eel est tr�es petite et n'a qu'une in-
uence limit�ee sur le comportement du mat�eriau alors que la plus �ne des �ssures dansnotre mod�ele poss�ede de bien plus grandes proportions et une plus grande in
uence surle comportement.
3.2.8 Mat�eriau h�et�erog�ene

Testons maintenant ce mod�ele pour un mat�eriau h�et�erog�ene, avec les mêmes condi-tions que pour la mod�elisation utilisant le crit�ere �energ�etique faite en 2.3.5, c'est-�a-direavec un module d'�elasticit�e plus �elev�e pour la partie sup�erieure de la plaque que pourla partie inf�erieure. Les r�esultats se trouvent en �gure 3.18 et nous pouvons voir quele chemin de propagation est tr�es similaire, dans les deux cas �etudi�es, �a celui observ�eavec le crit�ere �energ�etique en �gure 2.23. Le chemin de �ssuration est �egalement attir�e
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Figure 3.19 { Propagation en mat�eriau h�et�erog�ene avec r�esistances di��erentes
vers le mat�eriau mou. Pour cet essai, les caract�eristiques de r�esistance des mat�eriaux,sup�erieur et inf�erieur, sont �egales. �Etant donn�e que le mod�ele de treillis de poutres nousle permet, nous allons �egalement tenter d'assigner deux r�esistances di��erentes aux deuxparties de la plaque. Pour ce faire, nous allons donner aux micropoutres des valeurs desr�esistances au cisaillement fsh et �a la traction ft triples pour la moiti�e inf�erieure quepour la moiti�e sup�erieure. Comme nous pouvons observer (�gure 3.19), la �ssure estattir�ee par le mat�eriau mou et descend jusqu'�a l'interface. Cependant, une fois celle-ciatteinte, la r�esistance trop �elev�ee du mat�eriau mou force la �ssure �a longer l'interfacejusqu'�a l'extr�emit�e de la plaque. Ces r�esultats sont donc concluants.



Chapitre 4

Confrontation des deux m�ethodes

Nous avons d�ecrit dans les chapitres pr�ec�edents deux mod�elisations de la propaga-tion des �ssures ; et valid�e ces mod�elisations pour des cas de g�eom�etries et chargementssimples. A�n de poursuivre notre �etude, il convient d�es lors de confronter ces deuxm�ethodes pour d�eterminer laquelle sera la mieux adapt�ee �a la mod�elisation d'un muren ma�connerie.
4.1 Limitations dans le chemin de �ssuration

Un des avantages de la m�ethode de treillis de poutres est le fait qu'elle permet lamod�elisation de plusieurs chemins de propagation simultan�es. Cette approche permetdonc la mod�elisation des micro�ssures fortement pr�esentes dans certains mat�eriaux telsque les b�etons. L'approche macroscopique ne consid�erant qu'un chemin de �ssurationest donc limitative dans ce sens. La modi�cation du programme maximisant l'�energiede Gri�th a�n de consid�erer plusieurs chemins de �ssuration est possible, bien que ceprogramme demanderait un temps de calcul bien plus �elev�e. Le nombre de possibilit�es�a tester serait en e�et beaucoup plus grand. De plus, cette modi�cation ne permettraitque de mod�eliser des s�eparations de �ssures en plusieurs branches (dont le nombre estlimit�e), ou bien les propagations s�epar�ees de �ssures bien distinctes. Elle ne permettraitpas de cr�eer de la micro�ssuration par elle-même, le nombre de cas �a tester a�n de choisircelui donnant la plus haute restitution d'�energie devenant alors in�ni.De ce fait, un autre d�esavantage de la m�ethode �energ�etique est qu'il est n�ecessaire
69
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d'amorcer soi-même la �ssure car le programme ne le fera pas de lui-même. Ceci im-plique de connâ�tre �a priori en quel endroit cette �ssure va s'amorcer, ce qui n'est pastoujours �evident dans certains cas de chargement et de g�eom�etrie. Le mod�ele de treillisde poutres, quant �a lui, permet l'amor�cage par le programme d'un grand nombre de�ssures simultan�ees (le nombre de �ssures cr�e�ees change, comme nous l'avons vu, avecla relaxation e�ectu�ee pour la rupture des micropoutres), et même l'interaction entreces di��erentes �ssures.Bien que l'approche �energ�etique soit limit�ee par le nombre de chemins de �ssuration�a tester, l'approche par treillis de poutres est quant �a elle limit�ee par le maillage quele chemin de �ssuration doit suivre. Celui-ci en e�et ne progresse que par la rupturedes poutres soumises aux e�orts trop importants, et ne peut donc progresser que dansune direction traversant ces poutres. De plus, la longueur d'un incr�ement de �ssurationest d�etermin�ee par le passage de la tête de �ssure �a partir d'un triangle vers le trianglevoisin s�epar�e du pr�ec�edent par la poutre rompue.
4.2 Facilit�e d'impl�ementation

Le mod�ele �elastique n�ecessite un remaillage en tête de �ssure pour chaque nouveaucalcul des d�eplacements, ainsi qu'une �ssuration totalement int�egr�ee dans la g�eom�e-trie du probl�eme. Ceci implique des modi�cations dynamiques de cette g�eom�etrie quipeuvent poser quelques probl�emes, notamment pour des g�eom�etries plus complexescomme un mur de ma�connerie pour lequel la �ssure (ou certaines de ses propagationsvirtuelles) doit fr�equemment passer d'un mat�eriau �a l'autre. Le probl�eme est plus facile�a r�esoudre par l'approche du treillis de poutre. Chaque micropoutre poss�ede au d�epartles caract�eristiques propres �a sa g�eom�etrie, ainsi qu'au mat�eriau qu'elle mod�elise. En-suite, il n'y a plus �a prendre en compte les di��erences entre mat�eriaux ; il s'agit justede rompre les poutres pour lesquelles le crit�ere de rupture est d�epass�e, en faisant in-tervenir les caract�eristiques propres de ces poutres. La propagation de la �ssuration nemodi�e pas la g�eom�etrie du probl�eme, mais ne fait que soustraire certains �el�ements dela matrice de raideur par suppression des poutres rompues. L'approche multimat�eriauxet l'extension �a des cas plus g�en�eraux est donc plus ais�ee.Un autre probl�eme �a consid�erer pour l'approche �energ�etique est celui de l'impl�e-mentation d'une loi de contact. En e�et, certaines con�gurations peuvent provoquer le
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renfermement, ou même la formation, de �ssures en compression sur elle-mêmes ; puisle chevauchement des deux zones situ�ees de part et d'autre de la �ssure. Cette situationne mod�elisant pas la r�ealit�e, il est donc imp�eratif de cr�eer une loi de contact interdisantle chevauchement de surfaces. Une forme simple d'une telle loi est :

F = ( 0 si " � 01 si " < 0 (4.1)
o�u " repr�esente la distance entre deux n�uds confondus au repos et d�edoubl�es par une�ssure. Cette distance est positive dans le cas d'une ouverture de �ssure et n�egative dansle cas contraire. F repr�esente la force entre ces deux n�uds, dirig�ee dans la directionde cette distance " et positive lorsqu'elle tend �a faire ouvrir la �ssure.Pour ce qui est de l'approche par treillis de poutre, la rupture se fait par un crit�ereen traction et cisaillement sur chaque micropoutre. Une micropoutre ne sera donc pasrompue par la compression, ce qui fait que les �ssures auront toujours tendance �a s'ou-vrir naturellement. Certaines modi�cations des conditions pourraient toutefois, dansdes cas assez rares, refermer des �ssures sur elles-mêmes et entrâ�ner un chevauchementde surfaces mais ce cas ne sera pas abord�e.
4.3 Ind�ependance des solutions

Nous avons vu que l'approche de mod�elisation par treillis de poutres peut être forte-ment in
uenc�ee par l'orientation et l'organisation du maillage utilis�e, et ceci constitueun inconv�enient majeur. Il s'agit donc d'�eviter pour ce mod�ele toute organisation arti-�cielle du maillage. De plus, la taille du maillage modi�e �egalement l'importance de la�ssure et son in
uence sur le comportement du mat�eriau. Pour le mod�ele de maximisa-tion du taux de restitution d'�energie, la solution est enti�erement bas�ee sur le calcul desd�eplacements r�ealis�e par la m�ethode des �el�ements �nis �a partir des �equations d'�elasti-cit�e 2D, et cette solution est ind�ependante de l'organisation du maillage, ou du moinstend toujours vers la solution analytique lorsque le pas de maillage tend vers z�ero.L'organisation du maillage n'a donc pas d'in
uence pour un maillage su�samment �n.
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4.4 Mat�eriau mod�elisable

De par son approche continue, la mod�elisation �elastique s'appliquera plus facilementaux mat�eriaux plutôt homog�enes ou �a structure microscopique tr�es �ne par rapport auxdimensions de l'ensemble. La mod�elisation par treillis de poutres repr�esentera mieuxles mat�eriaux �a structure plus grossi�ere, pour lesquels les h�et�erog�en�eit�es engendrentdes e�ets plus visibles. Les mat�eriaux granuleux tels que le mortier conviendront doncmieux �a cette seconde approche. Plus la taille des micropoutres sera faible, plus lamod�elisation re
�etera le comportement d'un mat�eriau homog�ene �a structure �ne.D'autre part, l'approche par treillis de poutres mod�elisera mieux les mat�eriaux ayanttendance �a d�evelopper une micro�ssuration alors que l'approche �energ�etique mod�eliseradavantage des mat�eriaux pour lesquels existent seulement des �ssures principales bienmarqu�ees.
4.5 Pr�ecision

Pour le calcul des d�eplacements, le premier mod�ele r�ealis�e par la m�ethode des �el�e-ments �nis d�erivant directement de la solution analytique, est d'une pr�ecision tr�es ac-ceptable pour un maillage raisonnable et tend vers la solution exacte lorsque la longueurcaract�eristique du maillage tend vers z�ero. Le second mod�ele, en plus de ne pas conver-ger vers la solution lorsque le maillage est ra�n�e, ne donne pas des r�esultats toujourstr�es pr�ecis. Toutefois, l'allure g�en�erale des d�eplacements est respect�ee, et la di��erencesur les valeurs des d�eplacements ne semble pas avoir beaucoup d'in
uence sur le cheminde propagation de �ssure calcul�e.
4.6 Mod�elisation du multimat�eriaux

Comme nous l'avons vu, bien que l'approche �energ�etique permette de prendre encompte des modules d'�elasticit�e et coe�cients de Poisson di��erents pour plusieurs ma-t�eriaux, elle ne permet pas (du moins sans l'ajout d'un crit�ere de rupture, n�ecessitantle calcul d'une �energie de Gri�th critique) d'assigner di��erentes caract�eristiques der�esistance �a ces mat�eriaux, susceptibles de changer le chemin de propagation de la �s-suration. La version actuelle du programme ne peut pas se g�en�eraliser �a des mat�eriaux
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de r�esistances di��erentes comme le mur de ma�connerie. Le mod�ele de treillis de poutresprend, quant �a lui, directement cette r�esistance en compte en utilisant les r�esistanceslimites �a la traction et au cisaillement pour chaque micropoutre.
4.7 Temps d'ex�ecution

L'ordre du temps d'ex�ecution d�epend de nombreux param�etres. Pour l'approche�energ�etique, les param�etres principaux sont, pour une g�eom�etrie donn�ee :{ le pas caract�eristique du maillage, in
uen�cant sur le nombre de points et doncla taille de la matrice de raideur. Nous pouvons observer en �gure 4.1 la courbedu temps d'ex�ecution obtenue en fonction de la taille caract�eristique du maillage,lors d'un essai de �ssuration en mode I. Nous pouvons voir que l'approximationsuivante mod�elise relativement bien la courbe obtenue :
t = 140000l4c + 45 (4.2)

o�u t repr�esente le temps d'ex�ecution et lc la longueur caract�eristique du maillage.�Etant donn�e que nous sommes en deux dimensions, le nombre d'inconnues varieen ninc = O(l�2c ). La r�esolution a donc l'air de varier en O(n2inc). Ce r�esultat estconfort�e par le fait que le temps d'ex�ecution est majoritairement utilis�e par l'as-semblage de la matrice de raideur dont le nombre d'�el�ements est �egal au nombred'inconnues mis au carr�e.{ la longueur d'un incr�ement de propagation de �ssure virtuel (et doncle nombre de ces incr�ements). Si cette longueur est divis�ee par n, il faudra e�ec-tuer n fois plus d'incr�ements de propagation a�n d'obtenir la même longueur de�ssuration. L'in
uence sur le temps d'ex�ecution est donc une relation inverse.{ la longueur sur laquelle nous voulons propager la �ssure. De la mêmemani�ere que pour le point pr�ec�edent, cette valeur va faire varier le nombre d'incr�e-ments de �ssure �a r�ealiser a�n d'être atteinte. L'�evolution du temps d'ex�ecutionavec la longueur est lin�eaire. Nous pouvons observer en �gure 4.2 que c'est bienle cas.{ le nombre de directions de �ssuration virtuelles �a tester. Le nombre desituations �a calculer (et donc le temps d'ex�ecution) varie �egalement lin�eairementavec le nombre de directions �a tester.
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Figure 4.1 { Temps d'ex�ecution en faisant varier la longueur caract�eristique demaillage. Approches �energ�etique (�a gauche) et par treillis de poutres (�a droite)
L'�evolution du temps d'ex�ecution varie donc de la forme suivante :

O(l�4c ; a�1;�l; n�) (4.3)
o�u lc, a, �l et n� repr�esentent dans l'ordre les quatre param�etres cit�es pr�ec�edemment. Ilexiste �evidemment d'autres param�etres in
uen�cant le temps d'ex�ecution, mais ceux-cisont moins d�eterminants. Seuls les param�etres cit�es in
uencent directement la taillede la matrice de raideur ainsi que le nombre d'assemblages de cette matrice et der�esolutions du syst�eme d'�equations �a e�ectuer.Pour le mod�ele de treillis de poutres, toujours en consid�erant une g�eom�etrie donn�ee,les param�etres principaux sont :{ le pas caract�eristique du maillage. Celui-ci, en plus d'in
uencer la taille dela matrice de raideur, modi�e �egalement la longueur de propagation de la �ssurelorsque nous cassons une poutre (une poutre rompue �etant comprise dans unplus grand triangle correspondra �a une plus grande avanc�ee de �ssure) et doncle nombre de ces propagations �a e�ectuer a�n d'atteindre la longueur totale de�ssuration d�esir�ee. Nous pouvons �egalement observer en �gure 4.1 la courbe dutemps d'ex�ecution obtenue en fonction de la taille caract�eristique du maillage. Lacourbe peut cette fois être mod�elis�ee par la relation suivante :

t = 35000l4c (4.4)
Nous observons toujours une relation d'ordre 1=l4c pour le temps d'ex�ecution.
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{ la longueur sur laquelle nous voulons propager la �ssure. Cette in
uenceest assez di�cile �a pr�edire, car au plus la �ssure avancera, au plus le nombre depoutres utilis�ees diminuera et au plus chaque incr�ement de �ssure sera e�ectu�erapidement. Toutefois, si nous consid�erons que le nombre de poutres rompues estinsigni�ant par rapport au nombre de poutres totales, l'�evolution du temps d'ex�e-cution avec ce param�etre sera lin�eaire. La droite d'�evolution du temps d'ex�ecutionne devrait toutefois pas être trop croissante, �etant donn�e que l'assemblage de lamatrice de raideur n'est pas r�ealis�e de nouveau pour chaque incr�ement de propa-gation de �ssure. Seule la r�esolution du syst�eme d'�equations est en e�et r�ealis�eelors de ces incr�ements. Nous voyons en �gure 4.2 que l'�evolution est bien lin�eaireet que le nombre de poutres d�ej�a rompues a donc bien une in
uence insigni�antesur le temps d'ex�ecution.{ le facteur de relaxation pour la rupture des poutres. Si nous romponsle double de poutres simultan�ement chaque fois que nous avons calcul�e les d�e-placements et contraintes, le temps d'ex�ecution sera quasi divis�e par deux. Nousobtenons donc une relation inverse. Notons que, comme nous l'avons vu, cetterelaxation peut in
uencer les r�esultats num�eriques obtenus.Pour cette mod�elisation, nous pouvons donc caract�eriser l'�evolution du temps d'ex�ecu-tion par : O(l�4c ;�l; f�1r ) (4.5)o�u fr repr�esente le nombre de poutres rompues apr�es chaque redistribution des contraintesLes ordres des m�ethodes sont donc assez semblables pour les deux mod�elisations.Toutefois, cela n'implique pas que leurs temps d'ex�ecution respectifs soient similaires.Th�eoriquement, le temps d'ex�ecution du programme avantagera l'une ou l'autre mo-d�elisation en fonction de la longueur sur laquelle nous d�esirons propager la �ssure. Ene�et, la matrice de raideur utilis�ee par le treillis de poutres consid�ere les d�eplacementset forces selon les axes x et y, mais �egalement selon l'angle de rotation � (�gure 3.1) ;alors que la matrice de raideur utilis�ee pour le calcul �elastique classique des d�eplace-ments dans la premi�ere approche consid�ere uniquement les deux directions x et y. Lamatrice de raideur utilis�ee pour le treillis de poutres poss�ede donc des dimensions 50%plus grandes que dans le cas de la premi�ere approche, ce qui entrâ�ne qu'elle contiendra2; 25 fois plus d'�el�ements. Quand nous savons que la majorit�e du temps de calcul estoccup�ee par l'assemblage, cette di��erence est tr�es signi�cative.
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De plus le mod�ele de treillis de poutres devra adopter un treillis plus ra�n�e a�nd'obtenir des r�esultats de pr�ecision comparables. En e�et, l'approche �energ�etique per-met un remaillage en tête de �ssure qui n'est pas r�ealisable dans le cas du treillis depoutres o�u ce remaillage ferait perdre toutes les informations concernant les poutresrompues et celles qui sont intactes. Il s'agit donc dans le cas du treillis de poutres der�ealiser un maillage su�samment �n sur tout le domaine, ou du moins pour les zonesdans lesquelles la �ssuration est susceptible de se propager. Le maillage dans le cas dutreillis de poutres se doit d'être assez �n lorsque nous sommes proches de la �ssure pourdeux raisons : tout d'abord a�n de repr�esenter convenablement le champ de contraintessingulier proche de la tête de �ssure. Ensuite, a�n de limiter l'in
uence d'un pas de pro-pagation de �ssure. En e�et, comme nous l'avons d�ej�a �enonc�e, si les poutres proches dela tête de la �ssure sont trop grandes, la rupture d'une de ces poutres va provoquer desmodi�cations trop importantes sur le comportement du solide car la zone d'in
uencede la �ssure sera plus vaste que la zone d'in
uence de la �ssure r�eelle. Sur base de cesconsid�erations, le maillage utilis�e dans le cas de la mod�elisation par treillis de poutresposs�edera plus d'�el�ements qu'un maillage r�ealis�e pour le même probl�eme par l'approche�energ�etique. Rappelons que doubler le nombre des points du maillage entrâ�nera unemultiplication par quatre du nombre d'�el�ements de la matrice de raideur. Ceci, en plusde l'ajout de la coordonn�ee � dans le mod�ele de poutres, fera que ce dernier utilisera untemps bien plus long pour l'assemblage de la matrice de raideur ainsi que la r�esolutiondu syst�eme.Toutefois, la m�ethode de treillis de poutres ne n�ecessite qu'un seul assemblage totalde la matrice de raideur. Ensuite, cette matrice sera seulement l�eg�erement modi��ee parla suppression de la raideur de chaque poutre rompue. L'approche �energ�etique devraquant �a elle r�ealiser l'assemblage pour chaque direction de �ssuration test�ee, et cela pourchaque incr�ement de �ssuration. Tel que nous pouvons le voir sur la �gure 4.2, cettedi��erence est essentielle. En e�et, pour de petites longueurs de propagation de �ssure,le temps d'ex�ecution de la mod�elisation par l'approche �energ�etique est plus bas. Maisd�es que cette longueur (et donc le nombre d'incr�ements de propagation) augmente, letemps d'ex�ecution augmente beaucoup plus vite pour l'approche �energ�etique que pourl'approche bas�ee sur le treillis de poutre qui devient plus int�eressante. Les param�etresutilis�es (maillage,. . .) sont introduits de mani�ere �a obtenir une pr�ecision semblable pourles deux mod�eles, mais l'�equivalence est impossible �a obtenir et n'est jamais garantie.Ces r�esultats sont obtenus sur base d'un essai en mode I dans les mêmes conditions queceux r�ealis�es en 2.3.3.
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Figure 4.2 { Comparaison des temps d'ex�ecution en faisant varier la longueur depropagation de �ssure
Quelques am�eliorations e�ectu�ees sur l'impl�ementation du mod�ele �energ�etique pour-raient permettre �a celui-ci de gagner un temps de calcul important. Comme nous l'avonsdit, chaque direction de propagation �a tester n�ecessite un assemblage de la matrice deraideur. Le nombre de ces directions peut être r�eduit de deux mani�eres :{ Appliquer un crit�ere de contraintes-cisaillement. Pour cela, il faut toutd'abord estimer le champ de contraintes en tête de �ssure. Ce champ donnantth�eoriquement une valeur in�nie de contrainte au point consid�er�e, il ne sera pasd'une grande pr�ecision. Toutefois, nous pouvons utiliser la direction du plan decontraintes principal de traction a�n de se faire une id�ee de la direction de pro-pagation �a suivre. Ensuite, il su�t d'e�ectuer des propagations virtuelles autourde ce plan et suivre la direction pour laquelle le taux de restitution d'�energieaugmente. Une fois que ce taux se met �a diminuer lorsque nous nous �eloignonsdavantage du premier essai de propagation virtuelle, nous sommes arriv�es �a unmaximum.{ Utiliser une approximation de la courbe G(�) donnant l'�energie de Gri�then fonction de la direction de propagation. Si nous maximisons cette approxima-tion, nous pourrons en utilisant moins de points obtenir une pr�ecision semblablequ'en adoptant l'approche consistant �a choisir le point donnant le G(�) maximum.
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4.8 R�ecapitulatif

Le tableau suivant reprend un r�ecapitulatif des conclusions d�egag�ees dans ce cha-pitre :

Approche�energ�etique Mod�elisation partreillis de poutres
Nombre de �ssures Une (dans le cadre de cetravail) In�ni (micro�ssuration)
Amor�cage de �ssure Manuel D�etermin�e par le pro-grammeLimitation de pr�ecision Nombre de directions �atester limit�e Propagation unique-ment dans la directiontraversant les poutresLongueur d'un incr�e-ment de �ssure �x�e Incr�ement de �ssure pro-voquant le passage de latête de �ssure d'un tri-angle au suivantG�eom�etrie �A modi�er dynamique-ment Fixe

Loi de contact N�ecessaire Non n�ecessaireD�ependance au maillage Non, pour un maillageassez �n Oui
Mat�eriau mod�elisable Tendance homog�ene Tendance h�et�erog�enePr�ecision en d�eplacements Bonne, convergente Moyenne, non conver-genteMultimat�eriaux R�ealisable, mais carac-t�eristiques de r�esistanceidentiques (dans le cadrede ce travail)

R�ealisable avec carac-t�eristiques de r�esistancedi��erentes
Temps d'ex�ecution Augmente fortementavec la longueur depropagation

Augmente l�eg�erementavec la longueur depropagation
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De ce tableau, il apparâ�t que la m�ethode de mod�elisation par treillis de poutres o�replus d'avantages que la m�ethode �energ�etique pour la mod�elisation d'un mur de ma�con-nerie. Il apparâ�t �egalement que l'impl�ementation de l'approche �energ�etique n�ecessitecertaines adaptations a�n de s'appliquer �a un mur en ma�connerie. L'ajout d'un cri-t�ere de rupture, ainsi que les probl�emes de r�eg�en�eration de g�eom�etrie qui se poseraientpour de telles adaptations nous font pr�ef�erer l'approche par treillis de poutre. Le grandprobl�eme de cette derni�ere m�ethode reste toutefois la d�ependance �a l'organisation dumaillage.Moyennant d'autres adaptations, une approche mixte pourrait être impl�ement�ee.Le mortier des joints, granuleux et si�ege de micro�ssuration se prêterait assez bien aumod�ele de treillis de poutres alors que la brique, qui se rompt g�en�eralement assez fran-chement et sur un seul front de �ssure, pourrait être r�egie par l'approche �energ�etique.Ceci poserait certains probl�emes, notamment par le fait que la matrice de raideur pourle mod�ele du treillis de poutres poss�ede un plus grand nombre d'�el�ements par point(vu que les rotations en chaque point sont prises en compte) que celle r�ealis�ee pour lemod�ele �energ�etique.Dans la suite, nous allons consid�erer le mod�ele de treillis de poutres et confrontercelui-ci aux r�esultats obtenus en laboratoire pour un mur en ma�connerie.



Chapitre 5

Application au mur en
ma�connerie

C'est dans ce cinqui�eme chapitre que nous traitons du probl�eme principal de cetouvrage qu'est la propagation de �ssures dans un mur en ma�connerie. Cependant, a�nde valider nos r�esultats num�eriques, il est important d'avoir une id�ee du comportementr�eel du mur. C'est dans ce but qu'un essai en laboratoire a �et�e r�ealis�e, consistant en lamise en 
exion d'un mur en brique.Des essais exp�erimentaux ont �egalement �et�e e�ectu�es a�n de d�eterminer les para-m�etres caract�erisant les mat�eriaux constituant le mur.
5.1 R�esistance des mat�eriaux

Pour la mod�elisation du mur en briques, nous allons utiliser le mod�ele de treillis depoutres. Celui-ci n�ecessite la connaissance de quatre param�etres que sont : les r�esistances�a la traction et au cisaillement des micropoutres, le module de Young et le coe�cientde Poisson du mat�eriau. Des essais sur les di��erents mat�eriaux ont �et�e r�ealis�es enlaboratoire a�n de d�eterminer ces caract�eristiques. Toutefois, les caract�eristiques desmicropoutres devront être d�eduites des caract�eristiques macroscopiques r�esultant desessais.

80
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Figure 5.1 { Essai de 
exion trois points
5.1.1 Mortier de jointoiement

Deux types d'essais ont �et�e r�ealis�es sur le mortier de jointoiement : l'essai de 
exiontrois points (�gure 5.1) et l'essai de compression simple. Ces deux essais ont �et�e r�ealis�esapr�es 16 jours de s�echage du mortier. Les �echantillons de ciment ont les dimensionssuivantes : longueur L = 15 cm, largeur b = 4 cm et hauteur h = 4 cm. Chaque�echantillon subit tout d'abord un essai de 
exion trois points (la longueur l entre lesdeux appuis est de 10 cm) qui le divise en deux moiti�es ; ensuite, chaque demi-barrettede mortier est soumise �a un essai de compression simple. L'essai de 
exion permet ded�eduire la r�esistance �a la traction par 
exion fct �a l'aide de la th�eorie de l'�elasticit�elin�eaire : fct = 3Fl2bh2 (5.1)L'essai de compression nous indique les r�esistances �a la compression caract�eristique etmoyenne, not�ees respectivement fck et fcm. Si nous supposons que notre mortier a lemême comportement qu'un b�eton, il est possible de d�eduire de ces deux essais toutesles grandeurs n�ecessaires �a notre mod�ele. Pour ce faire, nous utilisons les formulesempiriques propres au mat�eriau b�eton [Cap03]. Dans notre cas, le d�etail des valeursexp�erimentales est repris au tableau suivant pour le mortier :
n° fct [N=mm2] fc [N=mm2]1 4; 6 32; 0 - 31; 42 4; 8 35; 8 - 33; 23 5; 2 32; 6 - 33; 74 4; 5 31; 9 - 33; 1moy. 4; 8 33; 0
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fctm vaut donc 4; 8N=mm2. Avec fcm, nous pouvons d�eduire le module d'�elasticit�es�ecant moyen Ecm : Ecm = 9; 5f1=3cmo�u fcm est exprim�e enN=mm2 etEcm en kN=mm2. Le module Ecm vaut alors 30472N=mm2.La r�esistance moyenne au cisaillement �rm, est donn�ee par :

�rm = 0; 068pfcm
Cette relation donne �rm = 0; 39N=mm2. Le coe�cient de Poisson varie selon la r�esis-tance du b�eton, de 0; 15 �a 0; 25. Vu sa faible in
uence, nous lui attribuerons, pour notreprobl�eme la valeur moyenne de 0; 2.
5.1.2 Brique

Les briques utilis�ees sont pleines, leurs dimensions sont les suivantes : longueurL = 17; 8 cm, largeur b = 8; 3 cm et hauteur h = 6; 3 cm. Leur �che technique indiqueuniquement la r�esistance caract�eristique �a la compression qui est de 35 N=mm2. Pourd�eterminer la r�esistance �a la traction, nous avons �a nouveau �a r�ealiser un essai de 
exiontrois points (�gure 5.2) . Cette fois-ci, la longueur entre les deux appuis est de 13 cm.Cinq essais de 
exion ont �et�e r�ealis�es, les r�esultats obtenus par l'�equation 5.1 sont reprisau tableau suivant :
n° ft [N=mm2]1 5; 622 10; 303 9; 654 7; 945 8; 10moy. 8,32

Il faut remarquer que ces valeurs sont assez di��erentes pour les cinq essais. Les briquespeuvent donc avoir des caract�eristiques variant sensiblement.Pour obtenir une estimation de la r�esistance au cisaillement de la brique, nousprendrons le même rapport de r�esistance au cisaillement par rapport �a la r�esistance �ala traction que celui que nous avons calcul�e pour le mortier. Bien que cette hypoth�ese
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Figure 5.2 { Essai de 
exion 3 points sur une brique
puisse parâ�tre grossi�ere, cela importe peu car le cisaillement ne joue pas ici un rôlepr�epond�erant, ceci d'autant plus dans la brique qui pr�esente une r�esistance largementsup�erieure au mortier.La valeur du module d'�elasticit�e adopt�ee est une moyenne pour les briques provenantde [Wik] et vaut 14000 N=mm2.
5.1.3 R�ecapitulatif

En r�esum�e, les valeurs de r�esistance que nous retiendrons pour notre mod�ele sontles suivantes :
Caract�eristique Notation Mortier Brique Unit�eR. traction ft 4; 8 8; 32 N=mm2R. cisaillement fsh 0; 39 0; 68 N=mm2Module de Young E 30472 14000 N=mm2Coe�. de Poisson � 0; 2 0; 2 -
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Il existe des coe�cients correcteurs pour passer de la r�esistance �a la traction obtenuepar 
exion �a la r�esistance �a la traction pure. �Etant donn�e que nous ne connaissons pasce coe�cient pour la brique, nous ne l'appliquerons ni pour la brique, ni pour le mortier,et utiliserons la r�esistance �a la traction par 
exion. De cette mani�ere, le rapport desr�esistances entre les mat�eriaux brique et mortier sera le moins a�ect�e.Les valeurs des r�esistances sont celles donn�ees pour le mat�eriau lui-même. Or, nousavons besoin pour notre mod�elisation des r�esistances �a la traction et au cisaillementdes micropoutres, et non du mat�eriau. Il se peut donc qu'il y ait quelques adaptations�a e�ectuer pour obtenir ces valeurs. Par exemple, dans [Cha02b], la r�esistance au ci-saillement des micropoutres utilis�ee pour le b�eton est environ la moiti�e de la r�esistance�a la traction alors que pour les caract�eristiques macroscopiques de notre mat�eriau nousavons environ un rapport de 12 entre ces deux r�esistances. Ces valeurs de r�esistancenous serviront donc davantage �a �evaluer la di��erence des caract�eristiques entre joints etbriques. �Etant donn�e que nous cherchons la direction de propagation, sans calculer sicelle-ci se fera ou non, les valeurs absolues des r�esistances ne sont pas tr�es importantesmais plutôt le rapport entre elles. Nous consid�ererons donc pour les micropoutres lesr�esistances �a la traction macroscopiques obtenues pour les mat�eriaux brique et jointdonn�ees dans le tableau pr�ec�edent. Pour ce qui est de la r�esistance au cisaillement desmicropoutres, nous adopterons la moiti�e de la r�esistance �a la traction, comme r�ealis�edans [Cha02b].

5.2 Essai sur le mur en briques
5.2.1 Essai quatre points

Nous avons vu que la th�eorie d�ecrit assez �d�element la direction des �ssures dansles mat�eriaux homog�enes et ce pour des cas de charges relativement simples. Lorsque lechargement ou la g�eom�etrie devient plus complexe, il est encore possible dans certainscas de d�eterminer la solution g�en�erale. Cependant, pour des mat�eriaux h�et�erog�enes etcomplexes comme notre mur en brique, pr�evoir l'orientation des �ssures en fonction duchargement a�n de confronter les r�esultats avec la simulation est beaucoup plus di�cile.La r�ealisation d'un essai de 
exion quatre points sur un mur en ma�connerie donne unchemin de �ssuration r�eel �a comparer avec l'approche num�erique. L'essai a �et�e r�ealis�eapr�es 16 jours de s�echage du mortier. Comme nous le voyons sur la photo (�gure 5.3) , la
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Figure 5.3 { Photo du mur en brique
mise en charge du mur est r�ealis�ee au moyen d'un v�erin hydraulique et d'une poutrellepermettant de r�epartir la charge du v�erin en deux points. Les dimensions principalesde l'essai sont reprises �a la �gure 5.4 .
5.2.2 Simulation pr�ealable

Avant de nous int�eresser aux r�esultats de laboratoire, observons les r�esultats d'unesimulation e�ectu�ee avec la g�eom�etrie et les param�etres d�etaill�es ci-dessus. Ces r�esultats,ainsi qu'un sch�ema de la �ssuration, se trouvent �a la �gure 5.5. La �ssuration s'engagedans un joint, l�a o�u la r�esistance est plus faible ; et �a la �bre inf�erieure du mur entreles deux points d'application des forces comme pr�evu en th�eorie. Elle commence parun trajet rectiligne �a travers les briques, s'incline vers l'horizontale dans une briquepour ensuite rejoindre et suivre un joint horizontal. Elle reprend ensuite une directionverticale pour rejoindre un joint vertical situ�e dans la rang�ee de briques sup�erieure etainsi mettre le mur en rupture.Nous observons donc que, bien que la r�esistance du joint soit moindre que celle de labrique, la �ssuration provenant d'un joint d�ebouchant sur une brique a tout de mêmetendance �a traverser la brique. Cela lui coûte en e�et moins d'�energie de traverser labrique que de contourner celle-ci par le joint, ce qui repr�esente un plus long chemin de�ssuration. La �ssuration s'e�ectue n�eanmoins pr�ef�erentiellement par le joint comme
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Figure 5.4 { Essai de 
exion quatre points sur le mur en brique

Figure 5.5 { Fissuration obtenue par simulation
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Figure 5.6 { D�eplacement du v�erin en fonction du temps
d�emontr�e par la d�eviation pr�esente dans la partie haute du mur.Les trajectoires dans la brique sont soumises �a de petites d�eviations dues au maillage,et pouvant être consid�er�ees comme une mod�elisation de l'h�et�erog�en�eit�e. Les briques, ene�et, ne se rompent pas par une surface totalement plane.Nous pouvons observer un l�eger d�ecollement des briques au niveau de l'appui droit,du au fait que les conditions de simulation ne sont pas exactement les mêmes que surle terrain. En e�et, dans la simulation, l'appui de 10 cm de largeur est totalement �x�edans les directions x et y, alors que dans la r�ealit�e une rotation de cet appui est permisesuite �a la 
�eche d�evelopp�ee par la 
exion du mur.
5.2.3 Observations en laboratoire

Forces et d�eplacements
La mise en charge a �et�e r�ealis�ee par d�eplacements impos�es, le graphe de la �gure5.6, indique les d�eplacements du v�erin en fonction du temps. Nous pouvons observerque la vitesse de chargement n'est pas constante. Elle est de 0; 005 mm=s entre 0 et72 s et de 0; 01 mm=s �a partir de 72 s. Le graphe de la �gure 5.7 indique la forced�evelopp�ee par le v�erin a�n d'obtenir le d�eplacement impos�e en son extr�emit�e. Surbase de ce graphe, nous pouvons faire les constatations suivantes : nous pouvons tout
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Figure 5.7 { Force en fonction du d�eplacement du v�erin
d'abord observer une phase non-lin�eaire suivie d'un l�eger palier, dus �a l'�ecrasement ducaoutchouc entre la poutrelle de r�epartition des charges et le mur. Apr�es ce palier, led�eplacement du v�erin correspond au d�eplacement vertical des points d'application desforces sur le mur. Le palier franchi, le graphe indique bien une relation lin�eaire entreles forces et les d�eplacements du mur. En�n, une petite zone plastique est observ�ee.Cela con�rme notre hypoth�ese de mat�eriau �elastique, car le palier plastique est tr�esr�eduit. Nous avons donc bien un comportement du mat�eriau �a tendance fragile. Deplus, l'apparition de ce palier est due �a la plasticit�e se d�eveloppant en tête de �ssure,mais �egalement (et surtout) �a la perte de raideur due �a la micro�ssuration ou �ssurationd�evelopp�ee. Il s'agit donc plus d'une plasticit�e globale (de l'assemblage �ssur�e) d�ecritepar la m�ecanique lin�eaire de la rupture que d'une plasticit�e du mat�eriau lui-même entête de �ssure.
Fissuration du mur

La �gure 5.8 montre l'�etat du mur apr�es la rupture obtenue en laboratoire. Certainsd�esordres ont toutefois �et�e caus�es suite au choc du mur contre le sol apr�es sa rupture.La �ssuration vraisemblablement pr�esente avant le choc contre le sol (l'essai a malheu-reusement �et�e r�ealis�e sans cam�era) est repr�esent�ee en �gure 5.9. La �ssuration a biencommenc�e entre les deux points d'appui, plus pr�ecis�ement �a 37 cm �a droite du centre dumur. Elle s'est propag�ee sur une hauteur de cinq briques avec un angle d'environ 45�,
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Figure 5.8 { Photo du mur en briques apr�es l'essai de 
exion quatre points

Figure 5.9 { Sch�ema de la �ssuration
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puis elle s'est s�epar�ee de part et d'autre de la cinqui�eme brique en continuant �a monterjusqu'au haut du mur. Sur la photo (�gure 5.8), nous pouvons �egalement observer une�ssure partant du centre du mur, mais s'agissant vraisemblablement d'une �ssure dueau choc du mur sur le sol lors de la rupture totale de celui-ci. Les �ssures ont �et�e amor-c�ees par les e�orts de traction �a la �bre inf�erieure du mur, et non par cisaillement entreles appuis et points d'application des forces. Contrairement �a notre premi�ere pr�ediction,la �ssuration ne passe pas par les briques, mais suit plutôt le joint. La cause est que la�ssuration ne se fait ni dans le joint ni dans la brique, mais dans l'interface entre cesdeux milieux. C'est donc l�a l'�el�ement faible, qui n'est pas mod�elis�e dans la simulation.Il s'agit donc de prendre cet �el�ement en compte dans la mod�elisation. Pour cela, nouspouvons remplacer les caract�eristiques de r�esistance du mortier des joints par les carac-t�eristiques de l'interface joint-brique. Pour le crit�ere de rupture, ce mod�ele consid�ereradonc plus un ensemble de briques s�epar�ees par une interface d'une certaine r�esistanceque par un mat�eriau en lui-même. Pour ce qui est des d�eplacements, la raideur du jointde mortier sera toutefois conserv�ee. De nouveaux essais doivent donc être r�ealis�es.
5.2.4 Interface mortier-brique

A�n d'avoir une id�ee de la r�esistance de la jonction mortier-brique, nous avonsr�ealis�e un essai de traction pure sur deux demi-briques coll�ees par un joint. Chaqueextr�emit�e de l'assemblage a �et�e coll�ee �a une plaque m�etallique, a�n de permettre lamise en tension. Un sch�ema descriptif de l'essai est repris �a la �gure 5.10 . L'�echantillonest suspendu par un câble, et des poids y sont ajout�es �a sa base jusqu'�a atteindre larupture de celui-ci. Deux essais ont �et�e r�ealis�es, et l'assemblage s'est rompu pour lese�orts suivants :
n° E�ort sur l'assemblage [N]1 4832 183moy. 333

Sur base des deux essais, et en consid�erant une surface de l'interface de 83 � 63 mm =5229 mm2, nous obtenons une r�esistance moyenne �a la traction de l'interface joint-brique de 0; 063 N=mm2. Nous pouvons observer l'extrême disparit�e des r�esultats quipour des raisons techniques ne sont qu'au nombre de deux. Les joints verticaux entre
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Figure 5.10 { Essai de traction pure sur l'assemblage mortier - briques



5. Application au mur en ma�connerie 92

Figure 5.11 { Fissuration obtenue par simulation
briques peuvent être de caract�eristiques tr�es di��erentes car leur r�ealisation en pratiquen'est pas reproductible facilement. Il faut donc prendre ces r�esultats avec prudence sur-tout avec si peu d'�echantillons. Cet �ecart montre �egalement la complexit�e de mod�eliserun tel mur de ma�connerie, �etant donn�ees ces di��erences di�ciles �a simuler �a moins decr�eer une mod�elisation statistique.Ne connaissant pas de valeur pour la r�esistance au cisaillement, nous prendrons unefois de plus en nous r�ef�erant �a [Cha02b] la moiti�e de la r�esistance �a la traction, bienque ceci n'ait pas un grand fondement. La valeur de la r�esistance au cisaillement n'estcependant pas aussi in
uente que la r�esistance �a la traction, et son importance est doncr�eduite.
5.2.5 Simulation post�erieure

Propagation de la �ssuration
La nouvelle mod�elisation prenant en compte la rupture dans l'interface joint-brique,nous donne les r�esultats repris en �gure 5.11 . Cette simulation cr�ee un chemin de
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Figure 5.12 { Fissuration obtenue par simulation avec �ssure amorc�ee manuellement
�ssuration assez di��erent de celui observ�e en laboratoire. Toutefois la �ssuration netraverse plus la brique. Cette di��erence de chemin ne remet pas en cause la simulation.En e�et, la �ssure peut th�eoriquement s'amorcer sur toute la �bre inf�erieure du mur,entre les points d'application des forces. Le choix de la zone d'amor�cage de la �ssurationsera dû �a des h�et�erog�en�eit�es et imperfections. Cet endroit o�u s'initie la �ssure in
uenceratoute la suite du chemin de �ssuration. Pour nous rapprocher de l'exp�erience r�ealis�ee,nous allons donc �xer le lieu d'amor�cage de la �ssure (en amor�cant la �ssure sur lestrois quarts de la hauteur d'un joint) et simuler la suite. Ce r�esultat est visible en �gure5.12. Nous pouvons observer que le r�esultat est assez proche de celui de la �gure 5.9. La�ssure part bien dans la même direction pour ces deux cas, et la premi�ere s�eparationde la �ssuration s'e�ectue au même endroit. Ensuite, la �ssuration semble de la mêmemani�ere se d�eployer lat�eralement tout en avan�cant vers le haut. Nous avons d'ailleursremarqu�e au laboratoire que l'adh�erence entre briques et joints dans la partie centralesup�erieure du mur �etait devenue extrêmement faible (quasi nulle) suite aux contraintessubies. La �ssuration peut donc se d�evelopper dans toute cette zone avant la rupture,et les chemins de �ssuration dans cette zone peuvent être tr�es divers ; ceci d'autant plusque les caract�eristiques d'adh�erence des interfaces joint-brique sont tr�es disparates.
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Figure 5.13 { Contraintes dans le mur lors de la propagation
Contraintes dans le mur

Nous pouvons visualiser �a la �gure 5.13 le crit�ere de rupture pour chaque micro-poutre (c'est-�a-dire les contraintes divis�ees par les contraintes admissibles) �a un momentdonn�e de la propagation de la �ssuration.La premi�ere observation est le fait que le crit�ere est plus �elev�e dans les joints quedans la brique, cette derni�ere �etant beaucoup plus r�esistante se rapproche tr�es peu ducrit�ere de rupture. Nous pouvons �egalement observer que, dans la �bre sup�erieure, lesmicropoutres sont soumises �a la compression.Autour des deux têtes de �ssure, le crit�ere de rupture est tr�es �elev�e, et va en di-minuant lorsque nous nous �eloignons de ces têtes de �ssure le long des joints. Cescontraintes restent �elev�ees dans les joints lorsque nous nous �eloignons vers la partiesup�erieure du mur alors que la partie inf�erieure de celui-ci est lib�er�ee de contraintes.
5.2.6 In
uence du maillage

Le maillage r�ealis�e pour ce probl�eme est assez ra�n�e, mais sa longueur caract�eris-tique est n�eanmoins assez importante par rapport �a la largeur d'un joint. La hauteur
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Figure 5.14 { Fissuration obtenue avec maillage a�n�e
des triangles �equivaut en e�et �a la largeur d'un joint, ce qui fait que les joints nesont maill�es que par une seule couche de triangles. Cette couche unique peut avoir unein
uence sur le comportement de la simulation. Nous avons en e�et vu qu'une organisa-tion particuli�ere du maillage pouvait avoir une in
uence sensible sur le comportementdu syst�eme.Nous pouvons observer (�gure 5.14) la �ssuration obtenue en diminuant la longueurcaract�eristique du maillage par deux. La �ssuration n'est pas tout �a fait la même quepour le maillage moins ra�n�e, mais elle reste toujours proche de la �ssuration obte-nue en laboratoire. Le chemin de �ssuration dans la partie haute du mur d�epend devariations in�mes des param�etres et est di�cile �a mod�eliser. Toutefois, nous avons tou-jours une tendance �a l'�ecartement de la �ssuration vers l'ext�erieur lorsque nous nousapprochons de la �bre sup�erieure du mur.Il y a toujours un d�ecollement des briques situ�ees aux appuis, mais qui est encoredû �a la mod�elisation de ces appuis �x�es en rotation, qui di��ere des conditions r�eelles.Nous pouvons voir en �gure 5.15 que la �ssuration dans les joints peut être mod�elis�eeplus pr�ecis�ement, car elle peut maintenant se propager sur la largeur du joint. Toutefois,
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Figure 5.15 { Zoom sur la �ssuration obtenue avec maillage a�n�e
si nous consid�erons le joint comme une simple interface (ce que nous faisons en luidonnant les caract�eristiques de r�esistance �a la rupture de l'interface), cette propagation�a travers la largeur du joint a peu de sens. Elle peut toutefois nous indiquer de quellecôt�e du joint le d�ecollement va se faire, mais ces r�esultats sont �a prendre avec beaucoupde pr�ecautions.
5.2.7 Estimation des param�etres par simulation

A�n de lier les param�etres macroscopiques aux param�etres des micropoutres, il peutêtre utile de r�ealiser une simulation des essais e�ectu�es sur les mat�eriaux. Comme nousallons le voir, nous pourrons ainsi obtenir directement les param�etres microscopiques.Consid�erons les essais de 
exion trois points sur les briques et le mortier. Si nous�xons les conditions de chargement ayant provoqu�e la rupture, les param�etres de si-mulation devront être ajust�es a�n que la rupture se produise exactement pour ce char-gement. �Etant donn�e que la rupture se fera dans le mat�eriau en traction, nous allonsdonc faire varier la r�esistance �a la traction. Ne disposant pas d'essais de cisaillement,nous utiliserons toujours comme r�esistance au cisaillement des micropoutres la moiti�ede leur r�esistance en traction.Pour ce qui est de l'essai trois points sur les barrettes de mortier, la charge derupture moyenne est de 2036 N . Pour la g�eom�etrie consid�er�ee, la r�esistance �a la tractionlimite des micropoutres provoquant la rupture en simulation est de 5; 88 N=mm2. Nouspouvons observer (�gure 5.16) que la rupture suit bien le sch�ema classique d'un essai
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Figure 5.16 { Rupture du mortier en essai trois points
trois points.Pour l'essai sur la brique, avec une charge �a la rupture moyenne de 7030 N , lar�esistance �a la traction limite donn�ee par la simulation est de 6; 00 N=mm2.Nous voyons que le rapport entre les r�esistances �a la traction sur brique et mor-tier n'est pas le même selon que nous consid�erons les param�etres macroscopiques oumicroscopiques. Au niveau macroscopique, ce rapport est de :ft briqueft mortier = 1; 73 (5.2)
Si nous consid�erons en approche microscopique les r�esistances des micropoutres, nousavons : ft briqueft mortier = 1; 02 (5.3)Cette di��erence peut s'expliquer par le fait que, si nous consid�erons l'approche ma-croscopique, un facteur doit être utilis�e pour passer de la r�esistance �a la traction par
exion vers la r�esistance �a la traction pure. Ce facteur d�epend de la g�eom�etrie et dumat�eriau. Ne connaissant pas ce facteur pour l'essai trois points sur les briques, nousn'en avons utilis�e aucun, et les param�etres calcul�es macroscopiquement devraient êtrecorrig�es.Remarquons toutefois que ces param�etres ont peu in
uenc�e les r�esultats obtenuspr�ec�edemment. La partie la plus faible �etant l'interface joint-brique (bien moins r�esis-tante que la brique), seule celle-ci a subi la rupture de micropoutres. La r�esistance desbriques �etant nettement sup�erieure, une impr�ecision sur celle-ci n'aura pas d'in
uence.
5.3 Essai ant�erieur

En 1999, le laboratoire de g�enie civil a e�ectu�e des essais similaires sur des mursen briques, �a la demande la soci�et�e Cassart Special Products S.A. dans le cadre de
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Figure 5.17 { Briques perfor�ees
la certi�cation de leurs armatures Brickforce pour murs en ma�connerie. Il s'agissaitd'e�ectuer di��erents essais sur des murs arm�es et non arm�es. Nous nous int�eressons ici�a un essai de 
exion quatre points sur un mur non arm�e, pour lequel nous allons tenterde rapprocher les r�esultats avec ceux obtenus par simulation.
5.3.1 Mat�eriaux

Les briques utilis�ees sont des briques perfor�ees de 290 � 140 � 140 mm ayant unpourcentage de vides de 39%. Ces vides ne sont pas r�epartis uniform�ement, et une largecavit�e est pr�esente au centre de la brique (�gure 5.17). La pr�esence de ces perforationspose �evidemment des probl�emes de mod�elisation, car il est �evident que la �ssuration vapr�ef�erer passer par les cavit�es que traverser les sections pleines.Ne connaissant pas le module d'�elasticit�e de la brique, nous ferons l'approximationde multiplier le coe�cient d'�elasticit�e typique de la brique E = 14000 N=mm2 par lepourcentage de remplissage de la brique :
Ebrique perfor�ee = 14000100� 39100 = 8540 N=mm2 (5.4)

Cette approximation est assez grossi�ere, car il est �evident que la mati�ere retir�ee suite�a la perforation a �et�e enlev�ee dans les zones telles que la raideur soit le moins possiblediminu�ee. De plus, il serait plus juste d'avoir un coe�cient E pour chaque section de labrique et non un coe�cient global. Nous allons tout de même v�eri�er par la simulationsi notre homog�en�eisation peut être valable.Nous d�eduirons la r�esistance �a la traction de la brique �a partir de sa r�esistance�a la compression. Pour ce faire, nous garderons le même rapport entre la r�esistance�a la traction et la r�esistance �a la compression que celui que nous avions dans l'essaipr�ec�edent. Nous obtenons ainsi une r�esistance �a la traction de 4; 75 N=mm2. Cette



5. Application au mur en ma�connerie 99

Figure 5.18 { Briques perfor�ees
hypoth�ese est �egalement assez grossi�ere, mais sans renseignements suppl�ementaires ilnous �etait impossible de les d�eduire. Il faudra donc sans doute modi�er ces param�etresa�n d'obtenir le r�esultat voulu.La r�esistance du mortier �a la traction par 
exion a �et�e calcul�ee sur base de trois essaistrois points et vaut 2; 62 N=mm2. Nous allons une fois de plus utiliser des r�esistancesau cisaillement moiti�es des r�esistances �a la traction.
5.3.2 Essai sur mur

L'essai r�ealis�e est assez semblable �a celui pr�esent�e pr�ec�edemment avec le mur enbriques pleines. La g�eom�etrie du mur, ainsi que les conditions de chargement sont re-prises en �gure 5.18. Nous pouvons observer le chemin de �ssuration en �gure 5.19. Dansce cas, la �ssuration traverse les briques beaucoup plus facilement. C'est d'ailleurs dansune brique que la �ssure s'initie, montrant par l�a le peu de di��erence de r�esistance entrejoints et briques. Cependant, les joints o�rent tout de même une direction pr�ef�erentiellepour la �ssuration car la �ssure est parfois entrâ�n�ee par le joint.La mod�elisation a �et�e r�ealis�ee en initiant manuellement la �ssure au même endroitque celui donn�e par l'observation faite en laboratoire. La simulation (�gure 5.20) nousdonne le chemin de �ssuration en r�eduisant la valeur de la r�esistance �a la traction dela brique �a 4; 25 N=mm2. Cette r�eduction de r�esistance est normale, la rupture se fera
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Figure 5.19 { Fissuration dans le mur
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Figure 5.20 { Simulation de �ssuration dans le mur
en e�et dans les sections les plus faibles de la brique pour lesquelles la r�esistance estinf�erieure �a la r�esistance moyenne. Nous voyons que l'allure est assez semblable pourle d�ebut de la �ssuration. Toutefois, au lieu de continuer vers le haut, le chemin de�ssuration trouv�e par simulation se s�epare horizontalement et part ensuite en diagonale.Cela s'explique en partie par le fait que les joints horizontaux sont plus r�esistantsque les joints verticaux pour le cas r�eel. Ceux-ci peuvent en e�et p�en�etrer dans lesperforations de la brique et ainsi �etablir un meilleur contact avec celle-ci. La �ssurationa alors plus de di�cult�es �a suivre les joints horizontaux. De plus, dans la r�ealit�e, lesbriques par leur perforation verticale favorisent certains chemins de �ssuration danscette direction. En�n, le peu de connaissance des param�etres et les approximations surceux-ci pour e�ectuer la simulation peuvent �egalement expliquer cette di��erence. La�ssuration dans un mur en ma�connerie comportant des briques creuses implique denombreux param�etres, dont beaucoup sont peu connus ou tr�es variables ; et est assezcomplexe �a mod�eliser.



Chapitre 6

Extension �a des cas plus
pratiques

Le mod�ele �etant valid�e pour un tron�con de mur soumis �a un chargement simple,il serait int�eressant d'�etendre les essais de validation �a des cas plus pratiques et pluscomplexes. La validation de ces essais permettrait de g�en�eraliser le programme a�n decalculer le chemin de �ssuration dans des structures que nous pouvons rencontrer dansla vie r�eelle. Dans ce chapitre, le cas de l'e�et de châ�nage des murs, r�ealis�e fr�equemmenten pratique sera tout d'abord expos�e. Nous consid�ererons ensuite le cas d'une fa�cadesimple, soumise �a des tassements di��erentiels.
6.1 E�et du châ�nage des murs

Des tassements di��erentiels du sol peuvent apparâ�tre sous les fondations d'un �edi-�ce, dont une des cons�equences est la �ssuration de la structure. Nous pouvons observersur le premier sch�ema de la �gure 6.1 la �ssuration d'un mur porteur (et donc charg�e)en ma�connerie due �a un tassement du sol plus important aux extr�emit�es.A�n de r�eduire l'ouverture des �ssures dans la partie sup�erieure du mur en y re-prenant les e�orts de traction, le châ�nage du mur est souvent utilis�e. Ce dispositif deceinturage (repr�esent�e par la ligne bleue sur le deuxi�eme sch�ema de la �gure 6.1) estr�ealis�e en m�etal ou en b�eton arm�e et a pour e�et de r�epartir la �ssuration dans le muret limiter l'ouverture des d�efauts.
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Figure 6.1 { Fissuration sans et avec châ�nage horizontal
Nous allons tenter de mod�eliser cet e�et de châ�nage. Pour cela, reprenons la g�eo-m�etrie du mur utilis�e pour le laboratoire. Nous imposons �a ce mur des d�eplacementsau sol, sous la forme d'une parabole centr�ee �a la moiti�e de la largeur du mur. Ce mur�etant porteur, il sera �egalement soumis �a une charge constante sur sa �bre sup�erieure.Le châ�nage est mod�elis�e de la mani�ere suivante : la �bre (ou fronti�ere) sup�erieure dumur �etant mat�erialis�ee dans le maillage par une succession de micropoutres horizontales,nous donnerons �a ces micropoutres les caract�eristiques de raideur et de r�esistance del'acier. Cette �bre sup�erieure, qui se d�eformera tr�es peu et r�esistera �a la rupture malgr�eles importants e�orts de traction, mod�elisera bien le châ�nage horizontal.Nous pouvons observer les r�esultats de simulation en �gure 6.2. Le premier murrepr�esente la situation sans châ�nage alors que la situation avec châ�nage est repr�esent�eepar le second mur. Ces deux �gures sont mises �a la même �echelle de d�eplacements, et la�ssuration est arrêt�ee lorsque plus aucune poutre ne d�epasse le crit�ere de rupture quiest le même pour les deux essais.Pour la situation sans châ�nage, nous pouvons observer une �ssure principale detraction, qui part logiquement de la partie centrale sup�erieure du mur et descend versle bas. Les dimensions d�emesur�ees de la brique situ�ee au centre du mur �a la rang�eesup�erieure sont simplement dues au fait que cette brique est d�esolidaris�ee de l'ensembleet soumise �a des d�eplacements non raisonnables, le calcul �etant fauss�e par cette d�eso-lidarisation. L'ouverture de la �ssure observ�ee, ainsi que les d�eplacements engendr�es
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Figure 6.2 { Fissuration par simulation, sans et avec châ�nage horizontal
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Figure 6.3 { Sch�ema de la fa�cade simple
sont assez importants.Lorsque nous introduisons le châ�nage, les d�eplacements observ�es sont nettementmoins importants (nous le voyons tr�es bien aux angles sup�erieurs du mur). La �ssurationest mieux r�epartie, et l'ouverture des �ssures reste assez r�eduite. De plus, nous pouvonsobserver un d�ecollement des briques situ�ees aux extr�emit�es inf�erieures du mur, commecela est le cas �a la �gure 6.1. L'e�et positif du châ�nage des murs est bien mod�elis�e parnotre simulation.
6.2 Cas d'une fa�cade simple

�Etendons maintenant notre investigation au cas plus r�eel d'une fa�cade en ma�conne-rie. Il s'agit simplement (�gure 6.3) d'une fa�cade comportant deux fenêtres surmont�eespar un linteau ayant les caract�eristiques de la pierre bleue. Ces �el�ements vont amenerdes singularit�es dans le syst�eme, conduisant �a une modi�cation du comportement decelui-ci. Durant sa dur�ee d'exploitation, le bâtiment peut être sollicit�e �a sa base par desmouvements verticaux des fondations. Ces mouvements, tassements ou gon
ements,peuvent être di��erentiels et ne s'appliquer qu'�a une partie de la fondation. Cela entrâ�-
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Figure 6.4 { Fissuration suivant les mouvements de fondations
nera certains dommages dans la fa�cade en ma�connerie. Nous allons v�eri�er la simulationde ces dommages selon deux cas de tassement.
6.2.1 Tassement au centre de la fa�cade

Plusieurs facteurs peuvent entrâ�ner un tassement au centre d'une fa�cade. Parmiceux-ci, nous pouvons citer l'ass�echement du sol au centre de la fondation dans un solplastique pr�esentant un retrait. En s'ass�echant, ce sol va diminuer son volume (retrait) etle centre de la fondation va donc descendre. La �ssuration qui s'ensuit aura l'orientationvisible sur le premier sch�ema de la �gure 6.4. Ce cas de mouvement de sol a �et�e simul�een �gure 6.5. �Etant donn�ee la sym�etrie du probl�eme, seule la moiti�e de la fa�cade a�et�e consid�er�ee. Nous pouvons voir que la �ssuration se fait bien, comme attendu, parune diagonale passant par les coins inf�erieur gauche et sup�erieur droit de la fenêtre.En �gure 6.6 est repr�esent�e le crit�ere de rupture autour de la fenêtre avant l'initiationde la �ssuration. Ce crit�ere est calcul�e comme le rapport entre les contraintes dans lapoutre et les contraintes limites de r�esistance. Nous observons bien que ce rapport estmaximum dans les deux coins o�u s'est manifest�ee la �ssuration, alors que les poutresdans les autres coins sont en compression.
6.2.2 Gon
ement au centre de la fa�cade

D'autres cas de mouvements de sol possibles sont le gon
ement au centre de lafa�cade, ou le tassement aux extr�emit�es de la fa�cade. Nous pouvons voir sur le secondsch�ema de la �gure 6.4 l'orientation que prendra alors la �ssuration. Si nous observonsles r�esultats obtenus par simulation (�gure 6.7), nous pouvons voir que la �ssuration abien l'orientation pr�evue. Le chemin de �ssuration g�en�eral parâ�t sensiblement in
uenc�e
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Figure 6.5 { Simulation de la �ssuration avec tassement central
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Figure 6.6 { Contraintes relatives avant �ssuration
par la disposition des briques.Les simulations semblent montrer que des cas de g�eom�etries et de chargements pluscomplexes tels que ceux qui viennent d'être expos�es peuvent être assez bien mod�elis�espar le programme r�ealis�e dans le cadre de ce travail.
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Figure 6.7 { Simulation de la �ssuration avec gon
ement central



Conclusion

L'objectif principal de ce travail �etait la simulation de la propagation de la�ssuration dans les murs en ma�connerie. De mani�ere g�en�erale, nous pouvons a�rmerque ce but est atteint. Les essais e�ectu�es sur des tron�cons de mur montrent en e�etune concordance entre la r�ealit�e et les simulations. D'autres essais re
�etant des casplus complexes et tourn�es vers la pratique tels que le mur avec châ�nage et la fa�cadesimple soumise �a des tassements di��erentiels nous montrent que le programme peutêtre appliqu�e �a des cas plus g�en�eraux et donner de bons r�esultats.Nous pouvons toutefois noter des di�cult�es in�evitables dans la mod�elisation demurs en ma�connerie que sont les disparit�es des caract�eristiques physiques des mat�eriauxet des interfaces entre ceux-ci ; et la di�cult�e d'estimer ces param�etres. Les murs enma�connerie sont en e�et r�ealis�es par la main humaine, tâche pas toujours �evidente ;et il est certain que les assemblages entre briques peuvent être caract�eris�es par desr�esistances tr�es di��erentes. Malgr�e ces di��erences, les r�esultats obtenus par simulationrestent toutefois proches de la r�ealit�e et la tendance g�en�erale du chemin de �ssurationest toujours respect�ee, ce qui est assez encourageant.�A la base de cette mod�elisation �gure l'�etude des m�ecanismes de �ssurationdans les mat�eriaux �a tendance fragile a�n de r�ealiser des mod�elisations capables desimuler la propagation de �ssures dans ce type de mat�eriau. Les deux mod�elisationse�ectu�ees ont �et�e test�ees pour un certain nombre de cas de g�eom�etries et chargementssimples pour lesquels les r�esultats �etaient connus pr�ealablement par la th�eorie ou l'ex-p�erimentation. Durant ces essais, les simulations n'ont jamais �et�e prises s�erieusementen d�efaut, moyennant certaines restrictions d�ecrites dans cet ouvrage (disposition dumaillage,. . .). La propagation de la �ssuration est, dans tous les cas envisag�es, similaireaux pr�edictions et la phase de validation est convaincante.
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Les approches utilis�ees dans le cadre de ce travail reposent sur des principestr�es simples et facilement utilisables en �el�ements �nis. Ceci les rend plus robustes etais�ement g�en�eralisables �a des syst�emes complexes, la di�cult�e principale de cette g�e-n�eralisation �etant la d�e�nition des g�eom�etries. Cette simplicit�e des principes utilis�espourrait �egalement permettre d'aller plus loin dans la mod�elisation, par exemple en�etendant les mod�eles �a trois dimensions.La premi�ere approche impl�ement�ee, visant �a maximiser la valeur du taux de resti-tution d'�energie donne de tr�es bons r�esultats, notamment par le fait que le calcul del'�energie potentielle du syst�eme est assez pr�ecis par la m�ethode des �el�ements �nis. Tou-tefois, le fait que cette m�ethode soit bas�ee sur la comparaison de situations virtuellesa�n de d�eterminer l'�evolution de la propagation pr�ef�erentielle restreint cette �evolutionaux cas envisag�es. Il y a donc certaines limitations inh�erentes au mod�ele sur le nombrede �ssures simultan�ees, ainsi que les s�eparations de �ssures ou interactions entre celles-ci. Sans compter que r�eduire ces limitations entrâ�nerait irr�em�ediablement une haussedu temps d'ex�ecution par le fait que le nombre de situations virtuelles �a tester en seraitaugment�e.La seconde approche, consid�erant le mat�eriau comme un treillis de micropoutres serompant lorsqu'elles atteignent une sollicitation limite, donne �egalement de tr�es bonsr�esultats. Cette approximation par treillis de poutre entrâ�ne toutefois des impr�ecisions,notamment au niveau des valeurs des d�eplacements, mais le chemin de �ssuration estassez bien pr�edit. Son impl�ementation est assez simple et la g�eom�etrie ne limite aucu-nement le programme, car celle-ci n'inclut pas la �ssure et est �x�ee d�e�nitivement aud�epart. Son application �a des syst�emes plus complexes et donc encore plus ais�ee. Deplus, l'impl�ementation ne n�ecessite pas la cr�eation d'une loi de contact des l�evres de la�ssure ; et elle inclut directement le crit�ere de rupture, ce qui permet de travailler faci-lement avec des syst�emes multimat�eriaux de caract�eristiques de r�esistance di��erentes.Cette mod�elisation permet en outre de simuler un nombre in�ni de �ssures ; et prenden charge les interactions entre les �ssures et la s�eparation de �ssures en plusieurs che-mins. Le gros probl�eme de cette m�ethode reste toutefois sa d�ependance �a l'orientationdu maillage qui impose une certaine vigilance quant �a la r�ealisation de celui-ci.De nombreuses perspectives futures restent ouvertes dans le cadre de ce travail.Parmi celles-ci, nous avons d�ej�a mentionn�e l'extension �a un mod�ele en trois dimensions.Pour la premi�ere approche �energ�etique, cela contraindrait �a consid�erer des extensions de
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�ssures virtuelles s'�etendant dans les trois directions, augmentant par l�a leur nombre �aenvisager. L'utilisation d'un treillis de poutres tridimensionnel pour la seconde approchene devrait pas poser de probl�eme majeur. Il conviendrait toutefois de valider ce mod�elede treillis de poutres en trois dimensions a�n de v�eri�er s'il est capable de bien repr�e-senter un solide. Une telle g�en�eralisation en trois dimensions permettrait de r�ealiser desstructures plus compl�etes en ma�connerie, comme par exemple plusieurs fa�cades d'unbâtiment. Mais l'int�erêt principal r�esiderait dans la prise en compte des chargementset d�eformations hors du plan du mur qui sont tr�es souvent la cause d'e�ondrements destructures en ma�connerie.Nous avons vu que les caract�eristiques des mat�eriaux et interfaces pouvaient avoirdes valeurs tr�es variables dans un même mur, rendant ainsi la mod�elisation tr�es com-plexe. Bien que le fait d'adopter des valeurs moyennes donne de bons r�esultats, il seraitint�eressant d'utiliser des distributions statistiques pour ces variations de caract�eris-tiques. Nous pourrions ainsi obtenir di��erents cas de simulation pour des g�eom�etries etchargements identiques, associ�es chacun �a un intervalle de con�ance. Des �etudes sta-tistiques pourraient montrer la sensibilit�e du chemin de �ssuration aux variations dechacun des param�etres d�eterminants.Comme d�ej�a �enonc�e en 4.8, il pourrait être int�eressant d'impl�ementer une approchemixte, adoptant l'approche �energ�etique pour le mat�eriau brique, alors que les joints se-raient mod�elis�es par l'approche utilisant un treillis de poutres. Le couplage des matricesde raideur ne serait pas �evident, �etant donn�ee que la premi�ere approche consid�ere deuxcoordonn�ees par point alors que la seconde approche consid�ere en plus la rotation enchaque point. De plus, le passage de la �ssure du joint �a la brique serait assez d�elicat dufait qu'il est n�ecessaire d'amorcer la �ssure manuellement pour l'approche �energ�etique.Il conviendrait donc d'impl�ementer une fonction qui amorcerait la �ssuration dans unebrique pour chaque front de �ssure d�ebouchant du joint sur cette brique.L'ajout de forces volumiques pourrait être facilement impl�ement�e a�n de simulerl'e�et de la gravit�e, mais cette am�elioration ne semble pas des plus importantes.Concernant l'approche �elastique, il serait utile, a�n de diminuer grandement letemps d'ex�ecution, de d�evelopper les am�eliorations cit�ees en 4.7. La premi�ere consi-d�ere une approche mixte, l'orientation de la contrainte principale de traction donnantune id�ee de la direction de propagation ; celle-ci �etant ensuite a�n�ee par des propa-gations virtuelles aux alentours de cette direction. La seconde pr�econise une fonction
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d'approximation du taux de restitution d'�energie en fonction de la direction de pro-pagation, et ainsi diminuer le nombre de directions �a tester en conservant la mêmepr�ecision dans les r�esultats. Ces am�eliorations seraient assez simples �a e�ectuer et tr�esb�en�e�ques pour le temps d'ex�ecution.Toujours pour cette mod�elisation, il serait utile d'impl�ementer un crit�ere de rupture,permettant de d�eterminer si la �ssuration va avoir lieu, ou si elle va s'arrêter. Ce crit�eren�ecessite toutefois le calcul d'un taux de restitution d'�energie critique Gc fonction de lat�enacit�e du mat�eriau, qui peut être d�elicat �a calculer dans un cas g�en�eral. Le calcul deGc permettrait �egalement, par la maximisation de G=Gc, de mod�eliser des mat�eriauxde caract�eristiques de r�esistance di��erentes. Cette am�elioration s'av�ere indispensablea�n de simuler un mur en ma�connerie.Pour cette approche �energ�etique, l'ajout d'une loi de contact interdisant le che-vauchement des surfaces du mur ainsi que les �ssures se formant en compression serait�egalement int�eressant pour des cas plus complexes. Pour les simulations r�ealis�ees dans lecadre de ce travail, les chargements et g�eom�etries �etaient r�ealis�es de mani�ere �a favoriserdes �ssures s'ouvrant naturellement et cette loi de contact ne fut pas indispensable.Concernant l'approche par treillis de poutres, il serait int�eressant d'�etablir une cor-respondance entre les param�etres de r�esistance macroscopiques (du mat�eriau r�eel) etmicroscopiques (des micropoutres). Cette correspondance peut être �etablie par une s�e-rie de confrontations entre essais exp�erimentaux et simulations a�n de d�eterminer lesparam�etres les mieux adapt�es.
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