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Plan du cours

de methodes
numeriques

Comment interpoler
une fonction ?

50

451

401

351

Comment résoudre
numériquement un
probléme aux
valeurs initiales ?

\

Comment approximer
une fonction ?

Comment dériver
numériquement
une fonction ?

101

5t

Comment intégrer
numériquement
une fonction ?

Comment résoudre numériquement
une équation différentielle ordinaire ?

Comment résoudre numériquement
une équation aux dérivées partielles ?

Comment résoudre ——
numériquement un
probléme aux
conditions frontiéres ?

20

Et les équations
non linéaires ?

Et les méthodes itératives ?

Comment résoudre
numériquement une
équation aux dérivées
partielles ?




Trouver u(zx) tel que

{ u'(z) f(z,u(zx)), T € [a,b
u(a) 7

u

Probleme de
Cauchy

Questions théoriques
Existence, unicité et régularité d'une solution
Stabilité d'une équation différentielle

Méthodes numériques
Stabilité d'une méthode
Précision d'une méthode

Applications :
tres nombreuses dans tous les domaines

Valeur exacte

u(X;) %(uh(X,-) =U;

Approximation numérique



Probléme linéaire ou non linéaire ?

Est-ce que f est une fonction linéaire de u ? &— /! N

Est-ce que f est une fonction linéaire de x ?
Probléeme homogéne ou non homogeéne ?

Dépendance explicite ou non de f par rapport a x ?

Solution particuliére et solution du probléme homogéne
Probléme scalaire ou vectoriel ?

u scalaire ou u vecteur ?

x scalaire : équation différentielle ordinaire (x = le temps trés souvent)

x vecteur : équation aux dérivées partielles (CM10-CM11-CM12)
Ordre d'une équation différentielle ?

probléme scalaire d'ordre n = systéme de n équations d'ordre un
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Interpretation graphique
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qui a une pente en tout point x qui vaut sin(x) + cox(u(x))
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u'(x) = -u(x) \
est une ¢quation |
différentielle |

stable...

Trouver u(z) tel que

\\ Famille de solutions
v Trajectoires

—u(x), T € [a, b]

u

[

Lorsque les solutions se rejoignent lorsque x tend

vers l'infini, on dit que le probléeme différentiel est
stable ou bien posé

Solution vérifiant la
condition initiale

u(z) =7 e @



Sensibilité a une

Probleme non perturbé

perturbation de la
condition 1nitiale

Trouver u(z) tel que

u(z) = —u(z), T € [a, b
u(a) = u
Trouver u.(z) tel que
v
{ ul(z) = —uclz), T € [a,b) > U (z)—u(z)="¢ ¢—(z—a)
u(a) = a+e .

Probléme perturbé - -
L'écart entre la solution du

probléeme perturbé et la solution
du probléme non pertubé diminue
progressivement de maniére
exponentielle...




u(z) = 7 e®

) - 0 2 3 4 5
' - Si la solution analytique est déja instable,
u (X) T U(X) il semble illusoire de croire que la

solution discrete sera stable par rapport

est une équation e e
differentielle instable.



u'(x)=1-e*
n'est

n1 stable,

ni instable.

u(z) =C+z+e™”

L'écart dui a une perturbation reste
constant

Au bénéfice du doute, on dit
classiquement que le probléme est
encore stable
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u'(x) = -10(x-1)u(x)
est un peu stable
et un peu instable...

0.5

Il

I

u(z) = Ce~2@ D
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Comment savoir
dans le cas

Idée
Presque toute l'information locale est
contenue dans le jacobien.

general ?

—>
2
b
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jacobien

Equation différentielle pour la différence entre solution du
probléme perturbé et solution du probléme non-perturbé

ez) = f,ul)) - f(z,ulz))

En effectuant un développement de Taylor de f(z,v)
pour la seconde variable v autour du point (z,u(z)),

OU | (g, u)=(z )

(ue(m) - u(a:)) — f(z,u(z))
(zu)=(zu(z))

ee(x)




Bilan

u'(x) = f(x)

ecart constant

u'(x) =-u(x)

J=- stable
wE@=u)
J=1 instable

u'(x) =-10(x-1u(x)

J>0
J<0

st x<lI
st x>1

instable
stable
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Trouver u(z) tel que

{ w'(z) = —a (u(:]:) - sin(:z:)) + cos(z),
u(0) = 1

z € [0, 5]

Tres difficile a résoudre
pour beaucoup de méthodes numériques

Probleme
stable mais

0.5F

n

raide

Graphe linéaire

u(z) =

Graphe semi-logarithmique
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u’(X<5 = 1[6(1 )

, e o — —
Mc¢ethode d’Euler explicite |, o,
e
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ol ) u(zx)

uh/3(z)
uh/4(z)
uh/2(z)

uP ()

Euler explicite...

Méthode d’Euler explicite pour v’ = (z — u)/2

Xi uh(XG) wM(XG) WXL uMR(XG) | u(XG)

0.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

0.1250 0.9375 0.9432
0.2500 0.8750 0.8867 0.8975
0.3750 0.8469 0.8621
0.5000 0.7500

0.7969 08174 | 0.8364 . Converge
0.7500 0.7508  0.7868 | 0.8119
1.0000 | 05000 0.6875 07585  0.7902 | 0.8196
2.0000 | 0.7500  0.0492  1.0308  1.0682 | 1.1036
3.0000 | 1.3750 15339  1.6043  1.6374 | 1.6694




Euler
explicite
u'=(x-u)/2

from numpy import *
from matplotlib import pyplot as p‘

Xstart = 0; Xend = 3; Ustart = 1;
for n in [3,6,12,24]:
h = (Xend-Xstart)/n
X = linspace (Xstart,Xend,n+1)
Lp» U = zeros(n+l); U[0] = Ustart
for i in range(n):
U[i+l] = UJ[i] + h*(X[1i]-U[i])/2
plt.plot(X,U,'.-b"'")
plt.show ()

Figure 1
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Et parfois, cela ne marche pas !

I
T

u'(x) =-10(x-1)u(x)

Imprécision de
la méthode numérique

o Ch © &%- 06 66000000 &
X,=a+ht 1=0,...,m, g ‘I ¢ o |
2 E@UATION EQ;T‘XM(- '
INStABLE Instabilité de
D é ﬁ nil‘ m pOin tS la méthodlelnlumérique
Comment choisir le pas de discrétisation ? . L]
Pas constant ou adaptatif ?
Chercher une approximation U, en X,
Comment avoir une méthode stable ? w(X;) ~ uh(X;) = U
7 bl ) — Y

Comment avoir une méthode précise ?
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Mc¢ethodes explicites de Taylor

u(z)

-~

Fio— f@,u@))

Attention, la fonction a une
variable ressemble a la fonction a
deux variables, mais ce n'est pas
la méme chose !!!

Effectuons un développement de Taylor...

(z — Xo)?

wXo) + (z—Xp) ' (Xo) + 1

u"(Xy) +

En vertu du probléme a la valeur initiale,

& (z — Xo)®

Uy + (z - Xo) f(Xo) + 3 f'(Xo) +

En tenant compte que f’ af + af u et que u' = A

U  F (=X £06.0%) + : %

o (z — Xo)® af of
2! oz Bu (Xo.Uo)

(z — Xo)? %( : %2f< of @{
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M¢éthodes de Taylor d'ordre n

h df 1 d('n,—l)f
K —_— i h S P
Ui =Ui+h |f+5 — Fo ot o e »
u'= u = (X (})
®(X,,U,
T ex.0)
d 0 0
dz|y_, (5”%)

Euler explicite (Taylor n=1)

Ordre de précision linéaire

Mise en ceuvre facile Taylor n quelconque
Stabilité ? Ordre de précision arbitrairement élevé,
Mise en ceuvre fastidieuse si n élevé

Stabilité ?




Mc¢thode de Taylor d'ordre 1
Euler explicite

Ui+l — Ui —+ h f(X-i7 UI.) (Xl,Ul)




Exemple

Trouver u(x) tel que

u' (x)
u(0)

(z —u(x))/2,

1

====== Explicit Euler method =====

==== Euler (order=1l) h=1.000 : eh(Xend) = 2.94e-01
==== Euler (order=1l) h=0.500 : eh(Xend) = 1.35e-01
==== Euler (order=1l) h=0.250 : eh(Xend) = 6.51le-02
==== Euler (order=1l) h=0.125 : eh(Xend) = 3.20e-02
============= Estimated order : 1.0678

====== Explicit Taylor order 4 method =====

==== Taylor (order=4) h=1.000 : eh(Xend) = 7.96e-04
==== Taylor (order=4) h=0.500 : eh(Xend) = 4.03e-05
==== Taylor (order=4) h=0.250 : eh(Xend) = 2.27e-06
==== Taylor (order=4) h=0.125 : eh(Xend) = 1.35e-07
============= Estimated order : 4.1767

z € [0, 3] 1

1-4* u(z) = 3e%? -2+ x
Taylor ordre 4
On divise l’erreur par 16 !

1.0 A

D
0.8 A
Euler explicite
0.6 On divise erreur par 2 !

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
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[ JoN ] Figure 1

Taylor
ordre 4
uw'= (x-u)/2

0.6

T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

A €>PQ= x=-0.123387 y=1.35814
u = lambda x : 3*exp(-x/2)-2+x T

Xstart =
Ustart =
for

h

in [3,6,12,24]:
(Xend-Xstart) /n
X linspace (Xstart,Xend,n+1)
U zeros (n+l1l) ; U[0] = Ustart
for i in range(n):
U[i+l] = U[i] + h*(X[i]-U[i])/2 + (h**2)*(2-X[1]4+U[i])/8 \
- (h**3)* (2-X[1]4U[1])/48 + (h**4)* (2-X[i]+U[i]) /384

nmnns




Figure 1

====== Explicit Taylor order 4 method =====
Calcul ==== Taylor (order=4) h=1.000 : eh(Xend) = 7.96e-04
==== Taylor (order=4) h=0.500 : eh(Xend) = 4.03e-05
==== Taylor (order=4) h=0.250 : eh(Xend) = 2.27e-06
==== Taylor (order=4) h=0.125 : eh(Xend) = 1.35e-07
du taux de ============= Estimated order : 4.1767
cConvergence
g 0.8
0.6 4
O.‘O 0.|5 1.IO 2.‘0 2.|5 3.IO
u = lambda x 3*exp (-x/2) -2+x A €>»PH Q= x=-0.123387 y=1.35814
error = zeros(4)
for j in range(4):
n = 3*pow(2,])
h = (Xend-Xstart)/n
X = linspace (Xstart,Xend,n+l) Ve |
U = zeros(n+l); U[0] =1 B VAROTANT
e
for i in range(n): - A }
U[i+1l] = U[i] + h*(X[1]-U[i])/2 + (h**2)*(2-X[1i]+U[i])/8 \ C”ﬁ
- (h**3)* (2-X[1]+U[i])/48 + (h**4)* (2-X[i]+U[i]) /384 CID EN
error[j] = abs(U[-1]-u(Xend)) Pt
print (" ==== Taylor =%5.3f eh (Xend) = %8.2e " % (h,error[j])) |
order = mean(log(error[:-1]/error[l:])/log(2)) L
print (" Estimated order $.4f " $ order)




Ne jamais dupliquer du code !

from numpy import *
from matplotlib import pyplot as plt

class ExplMethods (object) :
def  init__ (self, name,color, f):
self.name = name
self.f = £
self.color = color

integrators = [ExplMethods ("Explicit Euler order 1",".-b",

lambda u,x,h : h*(x-u)/2 ),

ExplMethods ("Explicit Taylor order 4",".-r",
h* (x-u) /2+ (2-x+u) * ((h**2) /8- (h**3) /48+ (h**4) /384) ) ]

lambda u,x,h :

u = lambda x : 3*exp(-x/2)-2+x
Xstart = 0; Xend = 3; Ustart = 1;

Introduire
une classe
d’intégrateurs explicites

e0e@ Figure 1
for integrator in integrators:
print (" ====== %$s method=====" % integrator.name)
error = zeros(4) 16
for j in range(4):
n = 3*pow(2,]) 141
h = (Xend-Xstart)/n L]
X = linspace (Xstart,Xend,n+1)
U = zeros(n+l); U[0] = Ustart 104
for i in range(n):
U[i+l] = U[i] + integrator.f(U[i],X[i], h) 081
plt.plot(X,U,integrator.color) 06 |
error[j] = abs(U[-1]-u(Xend))
print(" ==== %s : h=%5.3f : eh(Xend) = %8.2e " % (integrator.name, b 0.0 0s 10 15 20 25 30

order = mean (log(error[:-1]/error[l:])/log(2))
print (" Estimated order : %.4f " % order)

A €>PQ= x=-0.123387 y=1.35814

ez e




Comment estimer |’ erreur ?

Le roi s’en va par une porte...

Développement en série de Taylor

h2
w(Xi1)|=u(Xs) A f(XGu(X5)) + > u (€ig1)
1 &;+1 est un point particulier de 'intervalle [ X;, X; 1]

Et un triste substitut

apparait... avec son cortége de courtisans...
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Deétfinissons ’erreur

6h (Xz) = ’U,(Xi) = 'U,h(Xi)
U

(Xo,Up)



Erreur locale et globale

Erreur locale commise
lors du pas de X; a X,

(Xo,Uo) €9

‘eh(Xg)

Erreur globale de discrétisation
= erreur propagée + erreur locale




Taylor
dit bonjour...

h2
w(Xip1) = u(X;) + h f( X, u(X;) + = u'(&41)

P 2

iy = U(Xi):lgrzl + h f(Xi,U(Xi))"f(Xi,Ui)b +

h?

2

u”(fi+ 1)

... a Buler




P(Xi+1) - Ui+g
eh(Xi+1)

eh(Xi+1)

eh(Xi+1)

wX)-Up + b (f(Xu(X) - f(X;,U) )

-~

e"(X;)

En vertu du théoréme de la valeur moyenne,
il existe (; dans 'intervalle entre U; et u(X;)
si f est continue et différentiable par rapport a u.

9 U”(fi+1)

| Ou

N

o)+ b (ux)-u) L
- (Xi,G)
e" (X;)

’ . 2
En définissant J; = %5 et eip1 =L u'(&it1) ,

(X::6:)

Erreur locale

(X), ( &:\’li )| e

/
AnPF

"
ool /

(&iv1)




Facteur d’amplification ou
= (1 4 th’) d’amortissement (cas du dessin !)
des erreurs précédentes

- Propagation des

CITCUIS...

(Xo,Uo)

eh(Xl) = €
(X)) = are + e
eh(Xg) = Q@a9a;1 € + a2 €2 + €3
eh(X,-H) = | QiGi—1...0201 €1 + Q;...a2 €2 ...+ ae fleits

erreur propagée




Stabilité de la
méthode d’Euler | "Y' < "

\ \
\ \ \
\ \ .
\\ X 1 \\ X \\ 4
-~ // . // »
/ / 5

h = 1.25 (instable) h =1.00 h = 0.50 (stable)



Stabilité Stabilité d'une méthode numérique :
tee instabilité numérique de la méthode

d'Euler explicite
Stabilité d'un systéme physique :
systemes chaotiques, turbulence...

| Stabilité d'un modéele mathématique :
sensibilite aux données

Modélisation

mathématique ' Stmu{a.twn
numérique




