notes = [0,0,63,28,54,19,41,17,28,17,
17,7,6,16,5,10,5,11,1,1, 3]

plt.bar (range (10) ,notes[0:10] ,color="'r")

plt.bar (range(10,21) ,notes[10:21],color="qg"')
plt.x1im([-1,21]); plt.ylim([0,40]); plt.axis('off')
mean = sum(arange (21) *notes)/sum(notes)

std = sqrt(sum(pow(arange (21)-mean,2)*notes)/sum(notes))

Moyenne interro 19-20 = 6.8/20
Moyenne interro 18-19 =10,1/20
Moyenne interro 17-18 = 8,6/20
Moyenne interro 16-17 = 7,6/20
Moyenne interro 15-16 = 8,7/20
Moyenne interro 14-15 = 6,4/20
Moyenne interro 13-14 = 9,5/20
Moyenne interro 12-13 = 7,6/20
Moyenne interro 11-12 =7,5/20
Moyenne interro 10-11 = 8,0/20
Moyenne interro 09-10 = 6,9/20
Moyenne interro 08-09 = 9,4/20
L , Moyenne interro 07-08 = 7,7/20
Moyenne interro 06-07 = 7,0/20

189 échecs

249 réussites

Ecart-type = 4,1

Moyenne de I’interro = 9,6/20 :-)



notes = [0,0,63,28,54,19,41,17,28,17,
17,7,6,16,5,10,5,11,1,1,3]

plt.bar (range (10) ,notes[0:10] ,color="'r")

plt.bar (range(10,21) ,notes[10:21],color="qg"')
plt.x1im([-1,21]); plt.ylim([0,40]); plt.axis('off')
mean = sum(arange (21) *notes) /sum(notes)

std = sqrt(sum(pow(arange (21)-mean,2)*notes)/sum(notes))

Moyenne interro 19-19 =10,1/20
Moyenne interro 17-18 = 8,6/20
Moyenne interro 16-17 = 7,6/20
Moyenne interro 15-16 = 8,7/20
Moyenne interro 14-15 = 6,4/20
Moyenne interro 13-14 = 9,5/20
82 réussites Moyenne interro 12-13 = 7,6/20
Moyenne interro 11-12 = 7,5/20
Moyenne interro 10-11 = 8,0/20
Moyenne interro 09-10 = 6,9/20
Moyenne interro 08-09 = 9,4/20
Moyenne interro 07-08 = 7,7/20
Moyenne interro 06-07 = 7,0/20

349 échecs

Ecart-type = 4,6

Moyenne de ’interro = 6,8/20 :~(



Euler explicite

v (x) = J:(x/ o (x))

f

CONNV =)

Una=U,+h f(X,;, Ui) o
P
~—NA——-~

((x,0) 4 (X, 06

Ry
<x@”?%z£2<&¢>
{0 ////%
/(Xo )
N

h h




M¢thode d’Euler explicite

Ui+l — Ui —+ h f(Xu Ul) (Xl,Ul)




Cas general dans le Nombre complexe

plan complexe el
u' = Au
Ui+1:(1+h/\)Ui { u(0) = 1

Probleme modele correspondant a la
linéarisation en un instant

Euler explicite
Ordre de précision linéaire
Méthode conditionnellement stable




Nombre complexe

Un probléme W
mo déle cect

‘L eCT EXPONENTIENC

v
u = Au
Qk/ %E${TRAUéfIOIR€ U(O) — 1
‘ o= M Probleme modele correspondant a la
/CX[ A éJ QH linéarisation en un instant
v XY, /
R Cote) = \NCuwe)
£z >\5

Facteon
O/ Ar1PU FI(ATION

Ui+1=(1+hA)Ui NOPINS




Ui = (14+h) U Euler es-tu stable ?

% 1+hA <1 tm(ha)

cR el
>0
W\ - X + Y
A4+ h X CA+x) + (Y -2 0

(Arx )"+ 4 = 4 W Re(h))
(—l/cﬂ




Région de stabilite
Euler explicite

Uss1 = (1+hA) U,

% 14+ hX < 1 O

Euler explicite
Ordre de précision linéaire
Méthode conditionnellement stable 5 2 > i ! :

Re(h\)




« Se confiner au centre
ye o de la zone stable

FRc1CVR
B/ AFPLIFICATION
be  (TERREUR
Im(hA) = Z
2 ﬂ\fy
Iy
@ F)
U ‘

| AN
0
Re(hA)
L)/: XU
uu/i - gi—l:_};) U\. €= >‘£



D
S Birele plus loin possible

D/AV’IPLrFl(erN
be (TERRevr
/ des zombies...
L. Im(hA)
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e

/4
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Fac1cUR
D/ AFPLIFICATION
be (TERReUR
Re(h\)
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Région de stabilite

2 B3 B

h ’ > 1 1
Ui+s1 = U;+h F,'-f-?Fi +FF,- +2—4Fi

A
‘{(X/UCX)} ’ xelR —_> ﬂelﬁ
~—

Taylor

U/: Xu

);Z/) f/: >(U/ T &XU = XZU U(#/ic uu (/{ ’f-‘q>+ L%l

:Sf\//: N/ - Y\ o= X +L%} >
f/az \3,0 . X@ No - Mo
h2)\?2 A\
1 + hA + —|— S €E _|_ < 1
2! n!




Région de stabilite
b . M¢thodes de Taylor

Tg_‘ﬂoﬂ EULER

h2)\2 B\
Uipa = (1+h,)\+ o oy gy ofl = )Ui

: h2)\?2 IO
% ‘1+h/\+ I e

Taylor n quelconque
Ordre de précision arbitrairement ¢levé,
Mise en ceuvre fastidieuse si n elevé
Conditionnellement stables




Comment obtenir ...
un tel graphe ?

Les couleurs ont du sens !

Bleu : pas d’amplification !

Rouge : amortissement !
Cela concernera I’erreur mais aussi la solution exacte.
Une méthode numérique TROP stable n’a aucun intérét,
puisqu’elle gomme les erreurs mais aussi la solution !
C’est a la frontiere que le comportement est optimal.

x,y = meshgrid(linspace(-3,3,1000),linspace(-3,3,1000))
z = x + 1j*y

gain = abs(1 + z + z*z/2 + z**3/6 + z**4/24)
plt.contourf(x,y,gain,arange(0,1.1,0.1) ,cmap=plt.cm.jet r)




Q

Euler explicite
#(Xpp1) — (X)) revisitée

En approximant I'intégrale par un rectangle,

Uia — Ui






Euler explicite revisitee...

/

U ‘ Xit1
/ f(z,u(z))dr = u(Xiz1)— u(X;)
X
En approximant l'intégrale par un rectangle,
ul
h f(Xz', Uz’) ~ U —U
X Xaper
Idee X; X

Il existe d'autres maniéres
d'estimer cette intégrale !




ol Euler implicite

iy~ =R U

Uis1 —U; = hAU;

Euler explicite %




Usia (1-hA) = U,

[S |
|
= <

Euler implicite
Ordre de précision linéaire

Méthode inconditionnellement stable

41 ¢

Région de stabilite
Euler implicite

u = u + L’ ‘Fu/! oe?(‘r

ZEN

b DN
Uu4 (4-1\Y - U

v

g

A=)

Ua

Im(hA)

1 4

04

A
Clesy (
1AL,




[.a douce 1llusion de
I'ilnconditionnellement stable...

Im(hA)

3

Exemple :

u'(x) = sin(u(x))
Q Uit1 = Ui + hsinU;

TS 2 a2 e a1z o3 Re(h)\) Difficile, difficile, tres difficile !

Euler implicite
Ordre de précision linéaire
Equation a résoudre a chaque pas de temps
(équation non linéaire, si f non linéaire !)
Inconditionnellement stable




M¢éthode

y de Crank-Nicolson

Uit1 — Ui = hA (

Uit Ul
2

B.& Kepr

Crank-Nicolson (trapezes)
Ordre de précision quadratique
Equation a résoudre a chaque pas de temps
(équation non linéaire, si f non linéaire !)
Inconditionnellement stable




Stabilité et

Usia (1= hA/2) = Ui ( 1+ h2/2)

precision
14 hA/2 Im(h\)
'l—h)\/Q‘ '\< : 3
R(h)) < 0 1
Crank-Nicolson (trapezes)

Ordre de précision quadratique 2 a0 1

Equation a résoudre a chaque pas de temps
(équation non linéaire, si f non linéaire !)

Inconditionnellement stable




Leaptrog Method

)(U XL ><L44 UZ+1 — Uz_l + th(X'H UZ)

Usr — Ui

Méthode du Saute-Mouton u'(X;) =

Méthode a pas liés
Comment démarrer ?

Ordre de précision ? U - [é :l U.
(44 - ¢

Stabilite ?

2h

Il s’agit d’une méthode a pas liés car pour calculer U; 1, il est nécessaire de connaitre

U; et U_.



Comment déemarrer ?

Cette méthode peut étre utilisée seulement lorsqu’on possede Uy et U,.
Il n’est donc pas possible de commencer directement le calcul.

1 pas d’une méthode a pas simple
Euler explicite ou implicite

Crank-Nicolson
Méthodes de Taylor d’ordre élevé
Méthodes de Gear : on va y arriver !

Et puis autant de pas de la méthode a pas double
Leapfrog
Méthodes de Adams-Bashfort-Moulton : on va y arriver !




O - U,

+ 2, E-
S~ (O 0D

U:l s 2 wa

Précision ?

. ERRER o5

s L} U LOCALE

ERREUR C’)( Lz)

GLOILA(E



Précision ?

u'(X;) f(X;,Uy)

En approzimant u'(X;) par la différence centrée d’ordre deuz

+1 Di—l + 0(17,2)

5 T
2h f(X: Ui)

in = Uis +2hf(X,,U;) + O(R®)

Méthode d’ordre deux

On gagne un ordre de précision en utilisant une différence centree
pour estimer la dérivée, contrairement aux méthodes d’Euler.

Les trapezes sont une intégration centreée !
Leapfrog est une dérivation centrée !




, Ug *1°, 7
Uy = Uiy 20 Stabilité ?

SuPPoSON¢ /
JH/‘;«U: }/ u' = A\u
/ a(”)/ . a‘”}/o/qt Z\L» a o
(O] " u(0) = Up
|
5D CLQ . A+ 2\\4 a
‘ ar-a2b\a -4 = © Probleme modele correspondant a la
é/ U: -« Uo ~— — linéarisation en un instant
PoLinon€
0 SconND
De ore Y- )
w = hy ¢ V A u” :Kl)_l UL‘
2

FACTEUR
D/AMPLCATION



A +2>\\aa

CLQ =
a2\ -4 = © /‘IMCLW °q1°, 7
NI Stabilité ?
D tonD
Dec ore Y\~ )

w = b\ & WY S RN

o - (

|AA £ VR2A2 +1| < 1

Egalité obtenue pour le segment de —i a i
Dans cette zone, pas d’accroissement ou
d’amortissement des perturbations...




a = facteur

d’amplification de S t ab 11 1 t é ?

’erreur initiale

a chaque itération

!
u' = Au
\/
L = il
UZ — a UO Probleme modele correspondant a la
linéarisation en un instant

Changement de variable pour
’analyse des schémas a pas liés

bXxaly = o+ Us—a " Us



ZhAaiUO — af“UO—ai_on

En simplifiant par o*~'Uy ,

a® —2hXa—1 0

a = hAE£Vh2X2+1

Région stable

|AA £ VR2A2 +1| < 1

Egalité obtenue pour le segment de —i a i
Dans cette zone, pas d’accroissement ou
d’amortissement des perturbations...




Systemes d’equations

diftérentielles

filz; uitze)swalz),sua(2))
fa(z,uy(z), us(z), . .., un(x))

.
P e
3 8B
o
I

=
~

—~~

~
p
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=
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=
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.

=
S
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=
(3]
)
"
-
£
S

~
-
e

Uq ((L) = Hl
us(a) = W
tla) = W,

Trouver u(z) tel que

2
E/ S
I
el

o §
=
~
)
S’
I
=
8
=
2

Notation compacte :
les vecteurs sont en gras.
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C’est exactement la
U= wx) ~wx) meéme histoire !

Méthode d'Euler explicite

.
Ui = uh(X,-) ~ u(Xi)

Notation compacte :
les vecteurs sont en gras. T TT - r
Ujis1 = Ui + hf5( X, Usis - - -, Uni)

1 A

Tableau a deux indices

On calcule la j-éme composante du vecteur
des inconnues a la i-eme abscisse temporelle

Vecteur
On calcule la j-éme
composante du vecteur des
inconnues.



Stabilite des systemes

u = Au

Le probleme différentiel initial est équivalent a n
équations scalaires

vi(z) = \wi(x), i =1, .. .M




Les complexes
c’est utile !

m \)”(P) - ku(D

o"(FY = —,'i, u(ﬂ

m

— ~ "
CHW o

d((() 4 (sfP (i”"’L>

/

o (ot 4 ¢ mCl)

o




Trouver u(z) tel que

{ u'(z) f(z,u(zx)), T € |a,b
u(a)

u

Uipn = Ui+ 3Ky + 2K, + 2K; + K,)
K, = f(X;U)

Ky, = sz'+%,Ua'+%K1)

Probleme de
Cauchy...

Ky = f(Xi+2% U +2K,)

1(4 = f Xi + h, m + llI(‘;)

U;+1 - U'i + 3(1{1 + Kz)

K, = f(Xi,Ui)

K, = f(Xi+h,Ui+hK,)

P

Uwna=U+h f(Xi,Ui)

... et les méthodes

de Runge-Kutta (ode45)



Mc¢thodes explicites

de Runge-Kutta

Uipn = Ui+ (K + 2K, +2K;3 + Ky)

. = K, = 5, R A
U1 = Ui+ (K1 + K3) <1 f(Xi, Us)

T, = A T i SRR (S g
Ky, = f(Xi,Uy) K, = f(Xi+3,Ui+3K)

K, = f(Xi+hU;+ hK,)

Py Ky = f(X;+h,U;+ hK;)

K3 = f(Xi+%Ui+2K,)

Heun (Runge-Kutta n=2) "le classique" (Runge-Kutta n=4)

U1 = Ui + b f(Xi,Us) Runge-Kutta n quelconque
Ordre de précision arbitrairement élevé,

Euler explicite Facile a mettre en oeuvre
(Runge-Kutta n=1) Conditionnellement stables (comme Taylor)




M¢thode de Heun
Comment choisir les parametres ?

Uin = Ui+ h’[wllh’l I ’“"2}{2)

K, = f(X;,U;)

K, = F(X:+ah]U; +[phic])

/UH-I/: Ug+g(K1+K2)

Kl — f(X‘iaU'i)
K, = f(Xi+h,Ui+hK) /

——

Py




Il
faut la U - U +h fw K, s w0 K |
\

precision R WPIRTRINY
!jf()(‘ 0] ’,g:(x‘-l'o("\/ U+ BRK)

requise. .. { :

D, U+ b Feos B %L%EF] Y

2

Ulz U/, + LMAQ Foo+ S ,ﬁ@(, b U/,+(BL ﬂ}
PR

—_—

P owh 2B p,ur,,%jj . DU

U W) By D E %%\m%ﬂ . D)

3 eQuatlons Wy W, = A
W, X = L/L ’\'\1‘2(5 :l/t

“4 INCONN UES w, W, & [>



Il faut la
precision
requise. ..

L‘r,'_*_l = L‘: + h f()(,-,U',')

Ui

Ui

Uinr

Ui

h(w Ky + woKs)

hw f(X;,U;) + hwo f (X + ah,U; + ShK;)

En effectuant un développement en série de Taylor
de 'expression f(X; + ah,U; + BhK}),

autour de (X;,U;),

hw, f(X;, U;)

f of

hw, ( f(X:, U,) + ah 3_'1(_);,-,1,;) + Bh ==(X:, Us) £(Xs,Us) + (’)(h?))
or JUu

h(wy + ws) f(X;, U;)

of

O

]?2 o (ag—i(.\’i, (_'rl) + ..3—()(,', L:’i) _f(dx’.,‘v, L'rl' )) -+ O(hS)

d

h2 af . TT. af b § . '~) 3
7 (E(X.,L.H 5y XiUi) f(Xi, U) ) + O(K’)
A
h

Identification des termes
3 relations a satisfaire
4 paramétres a choisir

Il existe plusieurs
possibilités !




Les zones de stabilite
de Runge-Kutta
et de Taylor sont 1dentiques...

On a construit les méthodes de Runge-Kutta en identifiant les
développements en série de Taylor... En conséquence, les aee Stabilty of Taylor
méthodes de Runge-Kutta et de Taylor sont IDENTIQUES

pour un probléme linéaire !

Mais, elles ne sont PAS identiques pour des problémes non
linéaires.

Finalement, comme I’analyse de stabilité se fait sur un
probléme linéaire, cette analyse fournira des résultats
IDENTIQUES... Vérifiez ce résultat par vous-méme en
reproduisant le calcul effectué pour la méthode Leapfrog :-)

A€>PQ=ED




