
Un petit mot 
sur la journée
de la femme !



Un petit mot 
sur le projet !
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Plan du cours 
de méthodes 
numériques

Comment interpoler 
une fonction ?

Comment intégrer
numériquement 
une fonction ?

Comment dériver
numériquement 
une fonction ?

Comment résoudre 
numériquement un 
problème aux
valeurs initiales ?

Comment résoudre 
numériquement un 
problème aux
conditions frontières ?

Et les équations 
non linéaires ?

Comment résoudre numériquement
une équation différentielle ordinaire ?

Et les méthodes itératives ?

Comment approximer
une fonction ?

Comment résoudre 
numériquement une 
équation aux dérivées 
partielles ?

Comment résoudre numériquement
une équation aux dérivées partielles ?

Q



Intégration 
numérique

Poids calculés a priori

Abscisses d'intégration
calculées a priori

Quadrature : 
On estime l'intégrale définie I en 
effectuant une somme pondérée 
des valeurs u(Xi)



Une surface à intégrer….

Comment l'intégrer sur un ordinateur ?



Prise de mesures…

X0 = -1 X1 = 1
X2 = 2

U2 = 1
U1 = 1

U0 = 2 Si X0 = a et Xn = b, méthode fermée
Sinon, méthode ouverte
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Simplifions,
standardisons,
…



Méthodes d'intégration
Méthodes à pas égaux : 

Règles de Newton-Cotes

Méthodes à pas inégaux : 
Règles de Gauss-Legendre

Méthodes récursives :
Extrapolation de Richardson
Méthodes de Romberg

Méthodes adaptatives :
ou les méthodes numériques 
intelligentes…



Avec l'interpolation polynomiale,
tout est facile…

Quelques pages du grimoire de Gargamel



Sur l’intervalle
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Comment 
obtenir les 
formules 
magiques ?



Calcul des poids 



Avec une interpolation de degré 2, 
on intègre exactement un 
polynôme de degré 3….

Une formule symétrique 
développée pour un degré n pair a 
un degré de précision n+1

L'intervalle d'intégration ne doit pas être symétrique !
Le changement de variable ne change en rien la précision de la méthode.



Introduisons 
le symbole h

Trapèzes h = (b-a)
Simpson h = (b-a)/2
Boole h = (b-a)/4
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Méthodes
composites
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Méthode 
composite des 
trapèzes

Il s'agit d'une interpolation 
linéaire par morceaux !



Il s'agit d'une interpolation 
quadratique par morceaux !

n intervalles juxtaposés de longueur 2h
2n+1 abscisses d'intégration

Méthode 
composite de 
Simpson



Comment estimer 
l'erreur d’intégration ?

Erreur de l'interpolation
polynomiale eh(x)

Erreur de l'intégration
numérique Eh(x)



Simpson intègre parfaitement un 
polynôme de degré 3…

-h +h Erreur d’interpolation



Erreur d’intégration
pour Simpson !
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Ordre 
de précision

Degré 
de précision
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Ordre de précision de Simpson

O(h5), 
Monsieur ?



Nenni, nein, neen : O(h4) only !

Degré de précision = 3
Ordre de précision = 4

n et h sont deux paramètres liés entre eux !
En d’autres mots, n n’est pas une constante, mais 
une fonction de h !

n(h) = (b-a)/2h



Combien de sous-intervalles pour 
obtenir une précision donnée ?



Méthodes d'intégration
Méthodes à pas égaux : 

Règles de Newton-Cotes

Méthodes à pas inégaux : 
Règles de Gauss-Legendre

Méthodes récursives :
Extrapolation de Richardson
Méthodes de Romberg

Méthodes adaptatives :
ou les méthodes numériques 
intelligentes…



Gauss-Legendre
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Méthodes à pas inégaux : 
Gauss-Legendre

Choisir des abscisses équidistantes n'est pas
le meilleur choix !

Gauss-Legendre sur un intervalle
Degré de précision = 2n+1
Nombre de points = n+1

Simpson sur un intervalle
Degré de précision = 3
Nombre de points = 3

{ÊYENDRE
n e 2{ DEGRE = S



Calcul des 
abscisses de 

Gauss-
Legendre



Evaluation S7 : vrai ou faux…

La manière la plus efficace et la plus précise 
d’intégrer sur un intervalle donné (et borné!) 
un polynôme de degré 2n+1 dont on connaît 

les coefficients est d’utiliser une règle de 
Gauss-Legendre avec n+1 points.

Vrai ou Faux ?



Un petit exemple en 2D…

X

Y



D’abord les x, puis les y…
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D’abord les y, puis les x…
|
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D’abord les x puis les y…



…et numériquement ?



D’abord les y, puis les x…



…et numériquement ?



Intégration sur un triangle :
Règle de Hammer à 3 points

Interrogation (mai 2003)



Démontrer que la formule de Hammer à trois points permet 
d'intégrer exactement n'importe quel polynôme à deux 
variables de degré deux : a + bx + cy + dx2 +ey2 + fxy Question

Degré de 
précision



Et un autre
triangle ?

Car la valeur 
absolue du jacobien 

= 150


