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Meéthodes explicites
PrObléme Rien a résoudre (cool !)

Stabilité conditionnelle (embétant !)
de CaUChy Meéthodes implicites

Il faut résoudre un probléme (dur, si non-linéaire !)
Stables (cool !) (parfois trop !)

Trouver u(z) tel que

Valeur exacte

{ ul(z) = flz,u(z)); T € |a,b
u(a) 7

U

Meéthodes explicites de Taylor u(X;) ~ ut(X;) = U
Il faut disposer de nombreuses dérivées de f!
Stabilité conditionnelle

Méthodes explicites de Runge-Kutta
Il faut seulement disposer de la fonction f Approximation numérique
Stabilite (théoriquement, idem que Taylor)




Mc¢thodes explicites

de Runge-Kutta

Uipn = Ui+ (K + 2K, +2K;3 + Ky)

. = K, = 5, R A
U1 = Ui+ (K1 + K3) <1 f(Xi, Us)

T, = A T i SRR (S g
Ky, = f(Xi,Uy) K, = f(Xi+3,Ui+3K)

K, = f(Xi+hU;+ hK,)

Py Ky = f(X;+h,U;+ hK;)

K3 = f(Xi+%Ui+2K,)

Heun (Runge-Kutta n=2) "le classique" (Runge-Kutta n=4)

U1 = Ui + b f(Xi,Us) Runge-Kutta n quelconque
Ordre de précision arbitrairement élevé,

Euler explicite Facile a mettre en oeuvre
(Runge-Kutta n=1) Conditionnellement stables (comme Taylor)




M¢thode de Heun
Comment choisir les parametres ?
Ui = U+ h(uw Ky + we Ks)

I\’l — f (‘/‘{is [’Tz)

I\"Q = f(/\r,i -+ Qh, ['rz + ,Bh[\"l)

Uiq1 = Ui+$(K1+K2)

K, = f(X;Uy)

Ks = f(ij + h,U; + hK,)

Py




Il faut 1a Uiw = U+ h(w Ky + wy Ks)
precision K = f(X0)
requise L Ky = f(X;+ah U, + BhK)

UI:. L(U) F"l/
W + W, =z 4
J b \ p ]
- 1Y v
U, I( 1) flu) a*lﬁb dw, =Y
~ s 2 cQoATIONS
7
U= U« h B« BOETE 00 3 (NconnveS

U, - U, + hwy B+ by i&éﬁwa

o shFF s 9309)
b (F, 0L FFD) & O

L
U, bl VB pe P RE . O0)



Il faut la
precision o
requise. ..

h?

L‘r,'_*_l = L‘: + h f()(,-,U',')

a—i()(,', Ui) + ——(X, Us) f(X, U,)) + 0(’23)

of
du

Uinr

Ui

Uinr

Ui

h(w Ky + we K)

hwy f(X:,Us) + hwao f (X + ah, U; + BhKy)

En effectuant un développement en série de Taylor
de 'expression f(X; + ah,U; + ShK}),
autour de (X;,U;),

hwy f(X;, U;)

haw, < F(X:,UL) + ah j_f(\ U,) + Bh %(\ Us) £(X:,Us) + (9(112)>
Jr JUu

h(wy +wg) (X5, U;)

]?,2 (185 (Q(?—f(.f\’i, (_'r,) + ‘.‘3(?—-{()(,', (2) _f(.x-.i, [--'r,' )) + (’)(123)
dx du

h

Identification des termes
3 relations a satisfaire
4 paramétres a choisir

Il existe plusieurs
possibilités !




Les zones de stabilite
de Runge-Kutta
et de Taylor sont 1dentiques...

On a construit les méthodes de Runge-Kutta en identifiant les
développements en série de Taylor... En conséquence, les ses Stabity of Taylor
méthodes de Runge-Kutta et de Taylor sont IDENTIQUES

pour un probléme linéaire !

Mais, elles ne sont PAS identiques pour des problémes non
linéaires.

Finalement, comme I’analyse de stabilité se fait sur un
probléme linéaire, cette analyse fournira des résultats
IDENTIQUES... Vérifiez ce résultat par vous-méme en
reproduisant le calcul effectué pour la méthode Leapfrog :-)

A€>IPQ =D




Interpretation

des methodes
de Runge-Kutta
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Runge-Kutta-Fehlberg

Pyi = Ui+ NEK + 322K + 230K, — LK)

216 2565 4104
r s TT. 16 - 6656 7o 4 285617 _ 9 Jr P
Uisr = Ui+ h 235 K, + 12825 K3+ 56430 K, 50 K5 + 55 Ks)

1{1 = f (zY-i, Lrl)

K, = f(‘Yx = %a Ui + {4_11{1)

Ky = f(Xi+2,U+ 2K, +2K,)

Ki = f(Xi+2,Ui+ 32K, - 202K, + 28 K,

Ks = f(Xi+hU+ 220K, — 8hK, + 3% K, 88k K,)

K¢ = f(Xi+2,Ui—3K +2hK, - $LLK; — BB K, — LAK)

Calcul simultané et efficace de deux approximations de la valeur

P;;; une approximation d’ordre 4
U;;; une approximation d’ordre 5

La différence permet d’obtenir une estimation de ’erreur locale commise
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On construit une stratégie
adaptative basée sur des
arguments heuristiques peu
rigoureux...

Stratégie prudente ou intrépide
selon votre caractere




Comment choisir un

nouveau pas h. ; ?

Estimation de [’erreur

locale que I’on vient de commettre

au pas précédent h;

Estimation de I’erreur que | “'on commettra
au pas suivant : elle doit satisfaire le critére

hi+l n+41
Bi.oq 55, | L
) . (=)

Relations 1
heuristiques
B; = Ch%™
i = ChET Tolérance
1 Erreur acceptable

On construit une stratégie
adaptative basée sur des
arguments heuristiques peu
rigoureux...

Stratégie prudente ou intrépide
selon votre caractere

1

€ \ =+D)
hiva < b (9—1)

a4

Oit1 <€




Strategie adaptative

1 Estimation de I'erreur commise a I'étape courante i avec le pas h; en effectuant
le calcul de #;. On utilise la différence entre la prédiction et la correction pour
effectuer cette estimation.

6; = ‘ Vepr— PH-II

2 Est-ce que le critére d’erreur est respecté 7 Si #; > e, il faut recommencer le
pas courant i avec un plus petit pas de temps. On choisira comme nouveau pas
h = h;/2. 1l convient aussi de vérifier que le nouveau pas de temps n’est pas
inférieur a une limite minimale A, fixée a priori. Si cela arrive, le programme
s’'arréte de maniere définitive avec un constat d’échec !

3 Estimation d’un nouveau pas optimal h & partir de l'estimation 6; de I'erreur
locale qui vient d’étre commise au pas précédent.

N ENTD
T
(0.-)

4 Sih> hi, on choisit comme nouveau pas : hj, = mz’n(?z, %h,-,h,m)

5 Sih< h;, on choisit comme nouveau pas : hi; = maa:(?z, %h,-, hiia)




7 h d Méthodes a pas liés
Methodes
' On souhaite exploiter
d Adal | | S la connaissance des valeurs passées.

Idée 0

U.i+1 — U'i + h Z ,'Bj .f(Xi—j?U.i-—jl (? Z 71-).
i—j
P
On utilise n+1 valeurs précédentes : X, "
Méthodes a pas liés

Adams-Bashfort-Moulton n quelconque
Ordre de précision arbitrairement ¢levé,
Preédicteur explicite a pas liés,

Correcteur (semi-)implicite a pas liés,
Conditionnellement stables




1 cTHoDE ORDRE 2
D’ Aoarts  BASFORTH

Interpolation Ouee Ur # b [ v (FeCuf)]
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Interpolation

Explicite

/ Ui =U; + /:'m f(z,u(z))da

Adams-Moulton O(h?)

ImpliCite Adams-Bashforth O(h*)

Extrapolation




Estimer Méthodes
, prédicteur-correcteur
I’erreur
On souhaite obtenir une estimation

é un p a S de Perreur locale.

Idée 1
A ETHODE
J/ CXPLICITE P, U +_L_’_{'3E +37El~g3fl+gg{ii(
P 1 © 24 ’
Vs Bner ot
, AS FORT|
Uo &’L/‘ V[FTHOD(: , OﬂDYZG L(
T \HPLIC(TE” —
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Estimer
le terme
implicite

o]

PreplctioN

ADAAS

SagH FORT
ORDRE 2

Méthodes
prédicteur-correcteur

formules des méthodes implicite

Obtenir une estimation de U;,; pour les

% [3F° + F/,I

0~ U LR ()

- F,

Le Terrie

WP 1ctte
T ESTIAE Avec P’l

Idée 2




Mais est-ce
encore
implicite ?

EA_‘l = l.)0+ %[3\:;*?41

PreplctioN

ADAAS

Sagu FORT
ORDPRE 2

Méthodes
prédicteur-correcteur

Obtenir une estimation de U;,; pour les

formules des méthodes implicite
Idée 2

0’z Nu
Uy- Uys B[NV

£\ [UD+ h {5%'()-,]1
—

— ~ LCR)
“F
(& TERFIE O -0 + h\U,
P crcrte ) L L [3%—%
ST STt - ——



Pratiquement...

Un = Ui+ h F

lei] < & A2 (Euler explicite - Adams-Bashforth d’ordre 1) O(h)
Uisn = Ui+ h Fipa

le;| < %"* h? (Euler implicite - Adams-Moulton d’ordre 1) O(h)

Uipn = Ui+ g (—Fz'-l + 3F; )

le;] < 5% A (Adams-Bashforth d’ordre 2)
Uity1 = Ui+ (Fi + Fin )

le;)] < 1%1 h? (trapézes - Adams-Moulton d’ordre 2)

O(h?)




Estimer
I’erreur (@)= Ui~ (0 (Vo = )
a un pas o

h
By = Uk = (—9f(Xi—3, Ui—3) + 37f(Xi—2, Ui—2) — 59 f(Xi_1, Ui—1) + 55 f(X;, U;) )

24
h
Uit1 =U; + o1 (f(Xi—27 U p) = 5f(Xi; Uisi) +19F (6 U5 ) 4 O F( X B} )
25107 s
w(Xiy1) — Piy1 = =0 (&it1),
_19h5 (5)
u(Xit1) — Ui 0 (Gipa)-




Estimer
|’erreur
a un pas

~19 ’
(w(Xis1) — Uis1)* ~ (m (Uiu = R‘u))

L —_

210
- [otd-R g C ]
—281 19
P- 0 ( EIr 970) C
C
251h° "oy
W(Xip1) — P = ——u(&

U(XH—I) — Ui+1




Meéthodes de Gear

Uin
——
f(Xi+1; U(Xi+1)l
Fin

'LL/(Xi_l)

z+l ZLLH = ¢J {

(U?H)I(X'-l) ~ Fi

Q

Z Uis1-; ¢; (Xis1) Fi
s

Uit

Q

¢0(X+1) ( ZU-FI—J ¢J i+1 +F+l)

Gear n quelconque
Ordre de précision arbitrairement ¢levé,
Implicites a pas liés
Tres stables sur ’axe réel (ok pour problémes réels raides)




/” + U Qv + UM oxv

C 1 1 u(x\ < UU/L %
alcu (i) x (xs WYL (-1 x
. 21l -l 22
des coetficients L 005
u'(x)\ NG N2 SR VRS S O AR S5
X=Xt g, 2 Ny
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Gear-2

u«?+1(93)

(ui)'(x)

(ui41)' (Xiga)

= Uit do(z) +U; d1(z) + Uiy da(z)

(.’L‘ - X,‘)(ﬂf = Xi—l)

K 2h?
(z = Xip)(z — Xi1) (2 - Xin)(z — Xi)
e 2 ¥l 2h?
2% — X; — X;_
B (2z 1)

2h?

(22 — X1 —Xe1)
Y

3h —2h h
e (55) + v (35) + 0 (am0)

1
(§Ui+l -2U; + 50}—1)

(22 — Xit1 — Xi)
2h?

+ U; + Ui

= =

2

41 2h
e =Sl —F-
Ui = 3Ui = 3l + 3 Fin




Précision ?

ERNEUR 2

LOCPLE D(L’ )
ERPCUR (12)
OCLOSALE D

T HoDE

oeore L
o _ 4 l, + D(L})

V.., %U( LU+ Fus




Stabilite ? o
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