notes = [0,21,7,31,23,16,36,30,19,21,21,
20,15,19,30,5,33,14,10,6, 2]

plt.bar(range (10) ,notes[0:10] ,color="r")
plt.bar(range(10,21) ,notes[10:21],color="qg"')
plt.x1lim([-1,21]); plt.ylim([0,40]); plt.axis('off')
mean = sum(arange (21)*notes) /sum(notes)

std = sqrt(sum(pow(arange(21)-mean,2)*notes)/sum(notes))
204 échecs

| 175 réussites

Moyenne interro 23-24 = 8.9/20
Moyenne interro 22-23 = 8.9/20
Moyenne interro 21-22 = 6.2/20
Moyenne interro 20-21 = 9.6/20
Moyenne interro 19-20 = 6.8/20
Moyenne interro 18-19 =10,1/20
Moyenne interro 17-18 = 8.6/20
Moyenne interro 16-17 = 7.6/20
Moyenne interro 15-16 = 8.7/20

. I Moyenne interro 14-15 = 6.4/20

=
Ecart-type = 5.1 !

Moyenne de I’interro = 9.3/20 :-)




Deux vilains complices : Donald et Vladimir...

Lequel est le plus vilain ?

Pour estimer 'intégrale de la fonction u(z) = e® sur [—1,1],
Donald et Vladimir ont écrit une quadrature définie par :

/1 u(z) de ~ iwi u(X;)

1

ol « est un nombre magique que Vladimir refuse de fournir.

Donald a péniblement commencé a écrire une fonction python :

Et pourtant !

W N = o

-1
-1/V5
1/V5

1

w;
l1-«
o

«
l—-«




ERREVR

First read the whole stuff! Slae

)

Then draw a sketch | [t
[t 1s pathetic ! o

L (x) = u+xL)+'><ZU +/3() +><LfU+.><5UD+>< ()m
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Interpolation
Degre
Ordre

Xi w
0 -1 1-«
1 —1/4/5 a
2 1/V5 «
3 1 1-«

/_11¢2(x)d:1:
—5\/5/1 a: —1 (x-l—%) dx
—5\[ L o 1
/:1; —:1:—|—\/3 %di
1y
V5 L3 ~1

S| Ot




Interpolation
Degre
Ordre

9 x
« - ], -
/_1x v 3117 3
3
1 2
Z.sz—X2 = 2(1—a)+2a5 = 3

S| Ot




gy
M A A A
h 3 5 7 A _ 4 -2
2h 2h (4) 2h (6) s & 30
= 2h + Uy +...
/_h u(z) do Vot 353U + 5o’ 7m0 =
%
3 P T e N L0
Ezowi wX;))h = 2h(1-a) _Uo+?U0+24U +72OU +]

\ o X 2 25 x 24 125 x 720

[ h? h4 h6
26 L9k | Uy + Ul + v+ ——— ylo4 . ]

[4-4] 05
=z g] - gzg 320
720 T N

= 5:5’6‘;; F20 = 16X 1S

Interpolation 1 _ l-a .«
Degre
Ordre .

S| Ot




def compositeTrumpPoutine (u,n):
h =1.0/n
= 0.0
X = np.array([ -1,-1/sqrt(5),1/sqrt(5),1 1) * h - (1 + h)
W = np.array([ 1/6,5/6,5/6,1/6 1) * h
for i in range(n):
X =X + 2*h
I =I + np.sum(u(X) @ W)
return I

H
I

[ e désastre !




b/ T
] et las o
k 6%

2=
e T
o i (64I2n _ In)
b’ extr — 63

Extrapolation
I.e massacre !




h 3 5 7
2h 2h 2h
— 9 1" (4) (6)
/_hu(x) dz hU0+3 2U0 +—5 o +7><72OUO +
° h? ht @y RS e
Y wiuX)h = 2h(1- 4 4 4. ..
z_Ow u(X;) (1-a) U0+ 2U0+24U0 +720U0 +
[ Ly VO Y C B O
+2ha U + + = 2U0 o 24U0 125><720U° +

La jolie
expression !
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Euler explicite

Un=U+h f(Xi, Uz)

L0
NP -
o//
(X, 0,)

> K

()
\bgawv (X) U)/)
r—\a_g,k\ . \\\

%ﬁ (0%, 000




Mc¢ethode d’Euler explicite

Uit =U; +h f(X;,U;)

(Xl, brl)




Cas général dans le Nombre complexe
plan complexe

\4

Ui+1=(1+h)\)Ui {ZI((;iul

Probléme modéle correspondant a la
linéarisation en un instant

Euler explicite

Ordre de précision linéaire
Méthode conditionnellement stable




Un probleme
modele ...

TRAQECTOWRE

(X.U) L o= LG

7

-9t
) Qv \(xou,l

FpcteUR
D’ AAPLIFICPTION

Nombre complexe

\4

{ ooy

Probléme modeéle correspondant a la

linearisation en un instant

(u+g>/>\ = (U-F&,}

o'k = U
E' X = €

L' 6VoLVTION / U AHLPLIFTCATON
pe eoReur /S DE LA sowrmow

CONT lDeNT Ques !



Uis1 = ( 1+h,)\)Ui

% 1+ AN <1

/\

elR ¢l hx=x+ty

by - x & g
ArhY = Axx 4 e

CA+x%) + 32 < 4

Im(h\)

Euler es-tu stable ?

-2

&

Re(h\)



Reégion de stabilite
Euler explicite

Usy1 = ((1+hA) U

% 14hA <1 Q

Euler explicite

Ordre de précision linéaire
Méthode conditionnellement stable 5 O 0 1 5 3

Re(h\)




Se confiner au centre
de la zone stable

Im(hA) 3

Re(h\)



@)?( . Etre le plus loin possible

St U Yo des zombies. ..
\ ,/ ?.:,9 Im(hA) =

1.
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Reégion de stabilite

Taylor

2 h‘; hal

h ’ ) r’ n
Uit1 = Ui+hF,-+7Fi+FFi +2_4Fi

f(x,u(x{) cex—>Y e R % 9 .
. O . (AP U

W/
L3
£

C.
A/: N’ = >\lu dl)
A ~
g//:. Xl)/) = >\3U

h2)\? IO
o s

5 L

1+




Reégion de stabilite

Im(hA) OReluE :-)
s - M?thodes de Taylor
1 212 ny\n
Uia = <1+h,)\+h; —I-”-—I-hn/,\ )Ui
|
5 272 ny\n
] Re(h)) % ‘1+h)\+h2;\ -I—---—I—hn/!\ <1

Taylor n quelconque
Ordre de précision arbitrairement élevé,
Mise en ceuvre fastidieuse si n €levé
Conditionnellement stables




Comment obtenir ...
un tel graphe ?

Les couleurs ont du sens !

Bleu : pas d’amplification !

Rouge : amortissement !
Cela concernera ’erreur mais aussi la solution exacte.
Une méthode numérique TROP stable n’a aucun intérét,
puisqu’elle gomme les erreurs mais aussi la solution !
C’est a la frontiére que le comportement est optimal. a€ddq=

x,y = meshgrid(linspace(-3,3,1000) ,1linspace(-3,3,1000))
z =x + 1j*y

gain = abs(l + z + z*z/2 + z**3/6 + z**4/24)
plt.contourf (x,y,gain,arange(0,1.1,0.1) ,cmap=plt.cm.jet r)




Euler explicite
Kirs Kuis e o g
/i((, olx)) d« = /u’(@ dx reVlSltee
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Euler explicite revisitee. ..

!/

U ' Xit1
/ f(z,u(z))dr = u(Xit1)— u(X;)
X;
En approximant l'intégrale par un rectangle,
ul
h f(Xi,U) = U —U;
X Xit1
Idee X, Xit1

Il existe d'autres manieéres
d'estimer cette intégrale !




‘ Euler implicite

Ui+1 - Uz = hA Uz’+1

U-z'—i—l — Uz = hA Uz

Euler explicite X X




Usi1 (1= hX) = U;

{\L—D 1
|
=l <

Euler implicite
Ordre de précision linéaire

Méthode inconditionnellement stable

Reégion de stabilite
Euler implicite

1
Im(hA) N

S

> Re(h))



[.a douce 1llusion de
I'iInconditionnellement stable...

Im(hN)

Exemple :

u'(x) = sin(u(x))
o Q Uit1 = Ui + hsinU; 4

R Re(h\) Difficile, difficile, trés difficile !

Euler implicite
Ordre de précision linéaire
Equation a résoudre a chaque pas de temps
(équation non linéaire, si f non linéaire !)
Inconditionnellement stable




Uit1 — Ui = hA (

M¢éthode

7 de Crank-Nicolson

Uit Ui
2

X Xit1

Crank-Nicolson (trapezes)
Ordre de précision quadratique
Equation a résoudre a chaque pas de temps
(équation non linéaire, si f non linéaire !)
Inconditionnellement stable




Stabilité et

Usia (1= hA/2) =U; (14 hA/2)

precision
14+ h)\/Q Im(hN)
'1 - h)\/Q‘ I ! 3
R(h)) < 0 )
Crank-Nicolson (trapezes)

Ordre de précision quadratique 2 1 0 123

Equation a résoudre a chaque pas de temps
(équation non linéaire, si f non linéaire !)

Inconditionnellement stable

Re(hA)




Leapirog Method

X(,_\ XL XU{'\ ><U1

Uiy1 = U1 + 20 f (X, U;)

Méthode du Saute-Mouton

Méthode a pas liés
Comment démarrer ?
Ordre de précision ?
Stabilité ?

Il s’agit d’une méthode a pas liés car pour calculer U; 1, il est nécessaire de connaitre

U; et U;_;.



Comment démarrer ?

Cette méthode peut étre utilisée seulement lorsqu’on possede Uy et U.
Il n’est donc pas possible de commencer directement le calcul.

1 pas d’une methode a pas simple
Euler explicite ou implicite
Crank-Nicolson
Méthodes de Taylor d’ordre élevé
Méthodes de Gear : on va y arriver !

Et puis autant de pas de la méthode a pas double

Leapfrog
Méthodes de Adams-Bashfort-Moulton : on va y arriver !
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Précision ?



Précision ?

u'(X;) = (X, U0)

En approzimant u'(X;) par la différence centrée d’ordre deuz

Uipr — Ui

+ 0% = f(X,U)
2h
Uy = Uiy +2hf(X;,U;) + O(R?)
Méthode d’ordre deux

On gagne un ordre de précision en utilisant une différence centrée
pour estimer la dérivée, contrairement aux méthodes d’Euler.

Les trapézes sont une intégration centrée !
Leapfrog est une dérivation centrée !
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Stabilite ?

WA £Vh2X2 4+ 1] < 1

Egalité obtenue pour le segment de —i a i
Dans cette zone, pas d’accroissement ou
d’amortissement des perturbations...




a = facteur
d’amplification de 1,7
l’erreur initiale Stablllte ?

a chaque itération

v

U, = a'U,

Z — a 0 b b \
Probléme modeéle correspondant a la

linéarisation en un instant

Changement de variable pour
I’analyse des schémas a pas liés

Zh)\(liUO = ai+1U()—CLi_1U()



2bXatly, = &' Uy— a1,

En simplifiant par o*~'Uy ,

g —2h) g — 1 0

a = hAEVh2A2 +1

Région stable

WA £Vh2X2 4+ 1] < 1

Egalité obtenue pour le segment de —i a i
Dans cette zone, pas d’accroissement ou
d’amortissement des perturbations...




Systemes d’eéquations
differentielles

i (z) = filz,ui(z), us(z) ty(2))
7‘”’2(: ) = f2('7"?ul(:1")ﬂu2(1) U*n(’))
ul(z) = falz,w(z),us(z),. .., u(z))
/5] ((I,) = ﬂl
u-z(a) = Ty Notation compacte :
a les vecteurs sont en gras.
up(a) = Trouver u(z) tel que

——
e
&

|l
=

8
=

o)
N’
S’

8

m
B
&




C’est

U;s

I
=
-
—
s
~
~—
Q
E
—
s
~—r

exactement la

meéme histoire !

v
U;, = uh(Xi) ~ u(X;)

Méthode d'Euler explicite
Notation compacte :
les vecteurs sont en gras. T T T T
i Ujita = Uji + hfj(XG, Uni, - - -, Uni)
1 4

Tableau a deux indices

On calcule la j-éme composante du vecteur
des inconnues a la i-eme abscisse temporelle

Vecteur
On calcule la j-éme
composante du vecteur des
inconnues.




Stabilite des systemes

u = Au

A =PDP™!

v(z) = P 'u(x)

v

V’ = DV 0

Le probleme différentiel initial est équivalent a n
équations scalaires

v.(x) = A\wi(z), i=1,...,n




Les complexes
c’est utile !

mo’(H) = - k olP
u”[k)z ~k oh)
m
— ~J
—wW?*

U(F\ _ C Q*P (.’t \‘WF)
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Trouver u(zx) tel que

(%

U1'+1 = (J + (K1+2K2+2K3+K4)

s = f(XU;)

f(z,u(z)),  z€la,b]

u K,

K3

(
f(Y+ Ui + hKI)
f(Xi+23, U +2K,)
(

Ky, = f(Xi+h,U+ hKj)

Probleme de

Cauchy... s = Ue Ko K

1{1 - f("\iaU‘i)

Ky, = f(Xi+h,Ui+ hKy)

Py

Uisi =U; + b f( X, 05)

... et les méthodes
de Runge-Kutta (ode45)



Methodes explicites

de Runge-Kutta

Uipn = Ui+ 3(K; + 2K, + 2K;3 + Ky)

Lri-}-l = L‘rl + 3(1{1 - 1{2) I‘l = f(/\,‘, [/'4')

O = .+ 2 74 b
K, = f(Xi,Ui) Ky = (X3, Ui+aKi)
(o = X:4+2 U +RK.
Ky = f(Xi+hUi+hK,) K3 = f(Xi+3,Ui+3K))
i Ki = f(Xi+h,U; + hK3)

Heun (Runge-Kutta n=2) "le classique" (Runge-Kutta n=4)

Ui = Ui + b f(X;,Us) Runge-Kutta n quelconque
Ordre de précision arbitrairement élevé,

Euler explicite Facile a mettre en oeuvre
(Runge-Kutta n=1) Conditionnellement stables (comme Taylor)




Methode de Heun
Comment choisir les parametres ?

L‘r,;_*_l = U; + h[wl P{I + 'w2}(2)

K, = f(X;,U;)

Ky = f(X;+jah|U; +BhE)

U.H—l = U1+g(K1+K2)

K, = f(X;Uy)

K, = f(Xi+hU;+ hK,)

Py




Il faut la

precision
requise. ..
U +L:F, +%[%E’+%%F4] +DC["$> ORDRE 2

U, -

U, o U« b [w/\g ; w,_k\j

4 vl U + b Ky
@E} ,[(Xl d\V)/ D> 1
Fy

TAYLOR
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Il faut la
precision

requise. ..

i = Ui+ hw Ky +wKy)

r,'_;.1 = U,; -+ hthf(X,', Ui) -+ hu.‘zf(Xi -+ ah, Ui -+ ;'3]11\!1)

En effectuant un développement en série de Taylor
de l'expression f(X; + ah,U; + ShKy),
autour de (X;,U;),

i1 = Ui + hwy f(X;,U0;)

af of

+ hw, (f(X,-,Lz) +ah S=(X,Us) + Bh (X0, U) f(Xi, Us) +O(h2))

ox

i = Ui + h(w +ws) f(X;,U;)

L0f

of
2 w0 [ aZl(x. U+ 8ZL(X. U F(X..U. 3
+ h? w, (aam()x“l.,)+,3au(X,, U;) f( \,'(,)) + O(h?)

Un = Ui + b f(X,U;)
h2 af T af T T 3
5 (a_I(Xi,()f) -+ DT(X.-, Ui) f(Xi, D,')) + O(h%)
A
h

Identification des termes
3 relations a satisfaire
4 paramétres a choisir

Il existe plusieurs
possibilites !




Les zones de stabilite
de Runge-Kutta
et de Taylor sont 1dentiques...

On a construit les méthodes de Runge-Kutta en identifiant les
développements en série de Taylor... En conséquence, les —— Stabilty of Taylor
méthodes de Runge-Kutta et de Taylor sont IDENTIQUES
pour un probléme linéaire !

Mais, elles ne sont PAS identiques pour des problémes non
linéaires.

Finalement, comme I’analyse de stabilité se fait sur un
probléme linéaire, cette analyse fournira des résultats
IDENTIQUES... Vérifiez ce résultat par vous-méme en
reproduisant le calcul effectué pour la méthode Leapfrog :-)
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