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Méthodes explicites
PI‘Obl ém e Rien a résoudre (cool !)
Stabilité conditionnelle (embétant !)

de Cauchy

Meéthodes implicites
Il faut résoudre un probléme (dur, si non-linéaire !)
Stables (cool !) (parfois trop !)

Trouver u(zx) tel que

Valeur exacte

{ w'(z) = flz,u(z)),  z€lab]
ula) = u
Meéthodes explicites de Taylor u(X;) = u"(X;) = U

Il faut disposer de nombreuses dérivées de f !
Stabilité conditionnelle

Méthodes explicites de Runge-Kutta
Il faut seulement disposer de la fonction f Approximation numérique
Stabilité (théoriquement, idem que Taylor)




Methodes explicites

de Runge-Kutta

Uipn = Ui+ 3(K; + 2K, + 2K;3 + Ky)

Lri-}-l = L‘rl + 3(1{1 - 1{2) I‘l = f(/\,‘, [/'4')

O = .+ 2 74 b
K, = f(Xi,Ui) Ky = (X3, Ui+aKi)
(o = X:4+2 U +RK.
Ky = f(Xi+hUi+hK,) K3 = f(Xi+3,Ui+3K))
i Ki = f(Xi+h,U; + hK3)

Heun (Runge-Kutta n=2) "le classique" (Runge-Kutta n=4)

Ui = Ui + b f(X;,Us) Runge-Kutta n quelconque
Ordre de précision arbitrairement élevé,

Euler explicite Facile a mettre en oeuvre
(Runge-Kutta n=1) Conditionnellement stables (comme Taylor)




Methode de Heun
Comment choisir les parametres ?
Upr = Ui+ h(w Ky + wp Ky)

K, = f(X,U;)

K, = f(X;+ah,U;+BhK,)

Uitr = Ui+ K1+ K,)

K, = f(Xi,U;)

K, = f(Xi+hU;+ hK,)

Py




Il faut la r U; + h(w, K
. = U, (w8 + 'w2K2)

L +1

prem.smn Ky = f(X,U)
I‘equlse. .. Ky, = f(Xi+ahU; +BhK,)
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Il faut la
precision

requise. ..

i = Ui+ hw Ky +wKy)

r,'_;.1 = U,; -+ hthf(X,', Ui) -+ hu.‘zf(Xi -+ ah, Ui -+ ;'3]11\!1)

En effectuant un développement en série de Taylor
de l'expression f(X; + ah,U; + ShKy),
autour de (X;,U;),

i1 = Ui + hwy f(X;,U0;)

af of

+ hw, (f(X,-,Lz) +ah S=(X,Us) + Bh (X0, U) f(Xi, Us) +O(h2))

ox

i = Ui + h(w +ws) f(X;,U;)

L0f

of
2 w0 [ aZl(x. U+ 8ZL(X. U F(X..U. 3
+ h? w, (aam()x“l.,)+,3au(X,, U;) f( \,'(,)) + O(h?)

Un = Ui + b f(X,U;)
h2 af T af T T 3
5 (a_I(Xi,()f) -+ DT(X.-, Ui) f(Xi, D,')) + O(h%)
A
h

Identification des termes
3 relations a satisfaire
4 paramétres a choisir

Il existe plusieurs
possibilites !




Les zones de stabilite
de Runge-Kutta
et de Taylor sont 1dentiques...

On a construit les méthodes de Runge-Kutta en identifiant les
développements en série de Taylor... En conséquence, les —— Stabilty of Taylor
méthodes de Runge-Kutta et de Taylor sont IDENTIQUES
pour un probléme linéaire !

Mais, elles ne sont PAS identiques pour des problémes non
linéaires.

Finalement, comme I’analyse de stabilité se fait sur un
probléme linéaire, cette analyse fournira des résultats
IDENTIQUES... Vérifiez ce résultat par vous-méme en
reproduisant le calcul effectué pour la méthode Leapfrog :-)




Interpretation

des methodes
de Runge-Kutta
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Correction
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Correction
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Runge-Kutta-Fehlberg

P,'+1 = U; 4+ ]Z( 2)'156 K|+ ;;{:2 K3 + %{1{4 —_ %[\"5)
U1 = Ui+ M(EK + BEK; + BOK, — 2K + 2K,)
K, f(X:,U3)
K, F(Xi+ 2, Ui+ 2K,)
K f(Xi+ 32U+ 2K, + 2K,)
Ki = f(Xi+ 3 Ui+ 55Ky — 2R K + 200 Ky
K F(Xi+h U+ 2hK, — 8hK, + 3800 K, — 300K
Kg f(Xi+2,Ui— 8K, +2hK, - 4K,  188hp, Uk g)

Calcul simultané et efficace de deux approximations de la valeur

P;,; une approximation d’ordre 4
U;;; une approximation d’ordre 5

La différence permet d’obtenir une estimation de I’erreur locale commise




Comment choisir un
nouveau pas h.,, ? f
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On construit une stratégie
adaptative basée sur des
arguments heuristiques peu
rigoureux...

Stratégie prudente ou intrépide
selon votre caractére




Comment choisir un

nouveau pas h,,, ?

Estimation de I’erreur
locale que I’on vient de commettre

On construit une stratégie
adaptative basée sur des
arguments heuristiques peu
rigoureux...

Stratégie prudente ou intrépide
selon votre caractere

au pas précédent h;

Relations l ‘ 0ip1 &
heuristiques
8; =i ChM
Oiy1 = Ch»?f 11 Tolérance
1 Erreur acceptable

9. hl+l n+1
i hi

&\ @D
hiv1 < R (9—1)

Estimation de I’erreur que | “'on commettra

au pas suivant : elle doit satisfaire le critere Oip1 < €




Strategie adaptative

1 Estimation de 'erreur commise a I'étape courante i avec le pas h; en effectuant
le calcul de #;. On utilise la différence entre la prédiction et la correction pour
effectuer cette estimation.

0;' - 'Ui+1 —Pi+1

2 Est-ce que le critére d’erreur est respecté ? Si ; > e, il faut recommencer le
pas courant i avec un plus petit pas de temps. On choisira comme nouveau pas
h = hi/2. 1l convient aussi de vérifier que le nouveau pas de temps n’est pas
inférieur 4 une limite minimale hy,i, fixée a priori. Si cela arrive, le programme
s’arréte de maniere définitive avec un constat d’échec !

3 Estimation d’un nouveau pas optimal h & partir de l'estimation #; de 'erreur
locale qui vient d’étre commise au pas précédent.

=y (i)

4 Sih> h;, on choisit comme nouveau pas : hj, = mz’n(’ﬁ, gh,-, hinaz)

5 Sih< h;i, on choisit comme nouveau pas : hy, = ma.z‘(Tz, %h,-, Ronin)




Méthodes
d'Adams

Idée 0

Meéthodes a pas liés

On souhaite exploiter
la connaissance des valeurs passées.

On utilise n+1 valeurs précédentes :
Meéthodes a pas liés

Adams-Bashfort-Moulton n quelconque
Ordre de précision arbitrairement élevé,
Prédicteur explicite a pas liés,

Correcteur (semi-)implicite a pas liés,
Conditionnellement stables




Interpolation

X
Uin=U; + / f(z,u(z))dz
X

Extrapolation



Uur= Ues b Fe
. Ui = U(‘+%Caﬁ‘»ﬁrr)
Interpolation

Explicite

Xit1
/ Ui+l - Lr,; +/ f(f]? U(Qf))d.’l
Xi

4

Uui = Uc * L’ FH'L
f+ﬁ.¢
L)LM‘- uL*"’ [FTZ

Adams-Moulton O(h?)

ImpliCite Adams-Bashforth O(h*)

Extrapolation




Estimer
I’erreur
a un pas
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Meéthodes
prédicteur-correcteur

On souhaite obtenir une estimation

de ’erreur locale.
Idée 1
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Estimer
le terme
implicite
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Meéthodes
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Obtenir une estimation de U;,; pour les

formules des méthodes implicite
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Mais est-ce
encore
implicite ?
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Meéthodes
prédicteur-correcteur

Obtenir une estimation de U;,; pour les
formules des méthodes implicites
Idee 2

i F,,‘g 0= Du

|7 h
PREDI(TION U4 ’ Uo T2 [Xu
poens
Boskeoer K Y { U, + h\ [30 1
h | 7, o (R L
%%’Zﬁi‘zo” v Ty U= U, + b uo
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Pratiquement...

Uipn = Ui+h F
lei] < G A
Uiy1 = Ui+h Fip

e < G A

(Euler explicite - Adams-Bashforth d’ordre 1) O(h)

(Euler implicite - Adams-Moulton d’ordre 1) O(h)

Ui = Uity (~Fia+3F)

le;] < "’TCQ'& h3 (Adams-Bashforth d’ordre 2)
Ui = Uity (Fit B )

le;] < % h3 (trapézes - Adams-Moulton d’ordre 2)

O(h?)

O(h?)




Estimer
I’erreur @)=t~ (g (U= P))
a un pas e

h
Pon = Ui+ 57 (=9f(Xiog,Ui-g) + 3TF(Xioa, Us-2) = 59 (i1, Uict) + 55£(X:, Us) )

Uipr=U; + I (f(Xi—Qa Ui—a) = 5f(Xi—1,Ui—1) + 19f(X;, U;) + 9f(Xig1, Pisa1) )

24
251h°
w(Xip1) — P = 0 (5)(€z+1)7
—19h°
u(Xip1) — Ui 720 U(S)(Ci+l)'




Estimer
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Méthodes de Gear

Uin
!
w(Xiz) = f(Xi+1su(Xi+l)l

Fint
z+l § :Lz+l =3 ¢J l

(ui) (X)) = Fip

ZUi-{-l—j ¢;'(Xi+1) ~ Fin
j=0

1 = ,
Ui = S (Xord) <_2Ui+l—j ¢;(Xit1) +Fi+l)

J=l1

Gear n quelconque
Ordre de précision arbitrairement ¢levé,
Implicites a pas liés
Tres stables sur I’axe réel (ok pour problémes réels raides)
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Calcul
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des coefficients . 209
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(=]

P

Gear-2

u?+1(~77)

(i)' (x)

(U?ﬂ ) (Xit1)

a—

Uit ¢o(z) +U; d1(z) + Uiy ¢a(z)

(.’L‘ o X,) (.’II — Xi—l)

Uit T
(= Xin)(z— Xi1) (2= Xip)(z — Xi)
il —h? t i 2h?
(2’1) o X,; - X,'_.l)
UI"FI 2h2
. (2.’1: ot X‘i+1 = X.,'._l) (21' X‘i+1 — X,')
il 12 * 2h?
3h —2h h
U (F) ik (h_) s = (7)
1 /3 1
h (EUt’+l =4 EUi-l)
4 1 2h
Uipr = §Ua‘ - §U¢-1 + ?P}H-




Précision ?

€ PREUR D(L)g>
(OCALE
ERREVR CD( 1/2’5

ZanYG

HoDE
ggm% e

l GA-
U‘ = — C

t+4
¢ )

ULM i

G-<




Stabilite ?
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