3 questions
6 points par question
2 points pour les devoirs

C’est toujours une mauvaise idée de ne pas faire une question !

L’interrogation n’a qu’un impact positif
Note = max( Examen , (2*Examen+Interro)/3 )




[Le dernier devoir !
S0 easy !

def poissonSolve (nCut) :
n = 2*nCut + 1; m = n*n; h = 2/ (n-1)

A = eye(m); B = zeros (m)
for i1 in range(1l,n-1):
for j in range(l,n-1):
index = i + j*n

A[index,index] = 4

A[index, index-1] = -1
A[index,index+1l] = -1
A[index,index+n] = -1
A[index,index-n] = -1

B[index] =1

return solve(A/ (h*h) ,B) .reshape(n,n)




[Le dernier devoir !
S0 easy !

def poissonSolve (nCut) :
n = 2*nCut + 1; m = n*n; h = 2/ (n-1)

A = eye(m); B = zeros (m)
for i1 in range(1l,n-1):
for j in range(l,n-1):
if (1 > nCut or j < nCut):

index = 1 + J*n
A[index,index] = 4
A[index,index-1] = -1
A[index, index+1l] = -1
A[index,index+n] = -1

A[index,index-n] = -1
B[index] =1
return solve(A/ (h*h) ,B) .reshape(n,n)




[.e méchant ?

FRANCESCO CONTINO
PROFESSEUR A ECOLE POLYTECHNIQUE DE L'UCLOUVAIN

EXPERT EN TRANSITION ENERGETIQUE
RTLINFO LE CARBURANT BIENTOT MOINS CHER EN FRANCE
L ENERGIE | -

-

1 La méthode de Francesco a deux pas !

o)

Pour résoudre un probléme de Cauchy pour u'(z) = f(u,z), Francesco écrit la méthode suivante : O W)
U U, + bU, cF,, + dF, D&L)
n+1 =0aU, + n—1+¢n + n—1
k)

ou U, = u(X,) et F, = f(X,,U,) avec X,, = X + nh.
Il y a 4 parameétres magiques a, b, ¢ et d qu’il faut choisir judicieusement en fonction du pas h. ) (D CL, q>

1. Quel est le meilleur ordre global de précision qu’on pourrait obtenir ?
Justifier brievement votre réponse !

2. Calculer les valeurs de a, b, ¢ et d afin que la méthode soit la plus précise possible.



Exactement un simple verso !
Expliquer et justifier son résultat !
Il faut obtenir les valeurs correctes !

[.a solution...

Le correcteur est en général trés
tolérant et honteusement généreux !

Une copie propre est toujours une
bonne idée : vous aviez largement le
temps pour la faire !

La question était courte et ne
nécessitait pas beaucoup de calcul !

4}
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1 La méthode de Francesco a deux pas !
Pour résoudre un probléme de Cauchy pour #/(z) = f(x,z), Francesco écrit la méthode suivante :

Unss = aUp + bUpn—y + cFp + dFpy
ot Un = u(X,) €t Fy = f(Xn,Un) avec Xp = Xo +nh.

1l y o 4 paramétres magiques a, b, ¢ et d qu'il faut choisir judicieusement en fonction du pas h.

1. Quel est le meilleur ordre global de précision qu'on pourrait obtenir 7
Justifier britvement votre répanse !

2. Caleuler les valeurs de a, b, ¢ et d afin que ia méthode soit la plus précise possible

Y PARAHEIRS > EOOUR, ‘N AAY 1D DO
L AR ! TerRries (\(/J) 19 n) L)(f% ) Jh) .
232 Z |
ERREVR N/ o oropt . 5 i
COCALE ¢ { &eotant
cocnie, . O(h") j & ,
=

i
v C U,{,,
\ o L .)’ } )/// / ‘l[ 3 ) . . { ] I
poa 1"/1 s Al " 4 | Una ~1U, o
] /4
-5 th(H o
o l
a4+ L ~ A i e
—I:’L‘ 4 C *‘)] \/\/ l"/ A 5 J/L‘ -
{c Hh
“47 r”’\ V -
2 - ' - _L]\
WA W | 4= b 2d e | #
g = | 4 L o+ 3 d/ ;ﬂg‘/{ﬂ S |
(l B i
(> }
/ vzl )zl ]
|22 /] (42 2] L |

Vous pouvez rédiger cet examen
avec un crayon (mais bien taillé !)




Question 1.1
Easy game !

1. Quel est le meilleur ordre global de précision qu’on pourrait obtenir ?
Justifier brievement votre réponse !

Comme il y a quatre paramétres, on devrait pouvoir éliminer les termes d’erreur en O(1), O(h),
O(h?) et O(h®). La méthode n'est pas symétrique et il est peu pro d’avoir des miracles,
numériques, on peut donc déduire que l'errefur locale devrait étre en O(h?).

On peut donc espérer un ordre global de précision de troi

La question est trés simple !
Mais il faut étre bien attentif a fournir Uordre global de précision et pas l'ordre local !
Préciser l'ordre local et global est sans doute une maniére efficace d’éviter toute ambiguité !
Eviter aussi de donner une réponse a choix multiples : cela énerve bétement le correcteur !
Quelques étudiants perdent ici bétement un point facile a gagner pourtant !

Il suffit juste de donner ’ordre !
Pas de réponse a choix multiple !




Question 1.2
Taylor, Taylor !

2. Calculer les valeurs de a, b, ¢ et d afin que la méthode soit la plus précise possible.

Il suffit d’écrire des développements en série de Taylor
pour les deux cotés de ’égalité de la méthode de Francesco :

h? h3

Upi1 = Un+hU,'L+?U,’[+FU,’{’+...

U1 = alUy
h2 h?
_ ’ e T e
+ b[U,, KU, + U, 6U,,+...]
+ U,

+ d [U,’l—hU,§’+h72U,’[’+...]



Identifier les termes...

h? h?
Ups1 = Un+hU:t+—2-U,’:+—6'U,,’:’+...
Un+1 = aUn
h2 h3
. / iy ¢ LA 5
+ b[Un AU, + 5 U 6U,,1+...]
+ Uy 1 = a+b
2
- d[U;—hu;;+%U:;'+...] h = —bh+c+d
2 2
h” = ﬁ—dh
2 2
h3 _lﬁ dh?

6 6 T2




Le systéme n’est pas bien compliqué a résoudre :

(1 = a+b
1 = —b+c/h+d/h
<
1 = b-—2d/h
| 1 = -b+3d/h
En additionnant les deuz derniéres lignes, on obtient d/h = 2.
Il est ensuite aisé d’obtenir b =15, puis c/h =4 et a = —4.
Et on peut donc finalement conclure : | U,41 = —4U, + 5U,_1 + h(4F, + 2F,,_,)

Cette question est une simple application d’une technique classique a appliquer avec rigueur !
Il faut juste étre attentif dans les calculs :-)

Il faut vraiment
trouver les 4 valeurs !



Physique 2
Intégration composite

I = /_1 u(z) dz = au(—1) + Bu(—C) + Bu(¢) + au(l)




2 Une quadrature composite pour Claude et Paul !

Il s’agit d’intégrer une fonction sur un intervalle [—1, 1]. La quadrature de Oestges-Fisette a quatre points
consiste a remplacer I'intégration exacte I par une somme pondérée de la fonction en quatre points.

1 "-% %
I = [ @) ds ~ au(-1) +Bu(~¢) + Bu(() + au() ———
! - (

Deux des points sont les extrémités de l'intervalle : c’est ce qui caractérise Oestges-Fisette par rapport a
Gauss-Legendre. Les coefficients «, 8 et ( sont choisis afin que le degré de précision de la quadrature soit
le plus élevé possible. La quadrature composite de Oestges-Fisette consiste ensuite a diviser l'intervalle
[—1, 1] en n sous-intervalles de longueur h. Sur chaque sous-intervalle, on utilise simplement la quadrature
de Oestges-Fisette en y adaptant judicieusement les poids et points d’intégrations

1. Calculer! a, 3 et ¢ afin de permettre I'intégration exacte de tous les polynémes jusqu’au degré 4.

2. Quel est 'ordre de précision de la quadrature composite de Claude et Paul ?

3. On a effectué le calcul de 'intégrale en utilisant 2n et n sous-intervalles et on a obtenu respective-
ment I et Iy;. Donner la combinaison linéaire de I; et Iy, qui sera théoriquement la meilleure
extrapolation de Richardson pour estimer I.

Plus hard !

[JUCLouvain



Exactement un simple verso !
Expliquer et justifier son résultat !
Il faut obtenir les valeurs correctes !

[.a solution...

7
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2  Une quadrature composite pour Claude et Paul !

11 s'agit dintégrer une fonction sur un intervalle [ -1,1]. La quadrature de Qestges-I'isette & quatre points
consiste A remplacer intégration exacte J par une somme pondérée de la fonction en quatre points.

I= /_1 u(z) dz = au(—1) + fu(—C) + fu(() +ou(l)

Deux des points sont les extrémités de Pintervalle : c'est ce qui caractérise Oestges-Iisetle par rapport &
Gauss-Legendre. Les coefficients a, 8 et ¢ sont choisis afin que le deg de précision de la quadrature soit
Ie plus élevé possible. La quadrature composile de Oestges-Fisetle congiste ensuite & diviser Pintervalle
[~1,1] en n sous-intervalles de longueur . Sur chaque sous-intervalle, on utilise simplement la quadrature
de Oestges-Fisette en y adaptant judicieusement les poids et points d’intégrations

. Calculer! a, f ot ¢ afin de permeltre l'intégration exacte de tous les polyndmes jusqu'su degré 4,

4

Quel est Pordre de précision de la quadrature composite de Claude et Paul 7

w

. On a eflectué le caleul de l'intégrale en ulilisant 2n et n sous-intervalles et on a obtenu respective-
ment 1 et Ipp. Donner la combinaison linéaire de Iy et Iz qui sera théoriquement la meilleurc
extrapolation de Richardson pour estimer I.

ul) A —» L = 2(«1()

V) x — O = O ) [ —1
: ' /x.‘
V) sxt —m 2= 2x +2(55 ‘\) \
vils): x2 ) &) , —
e
w ) * e ICTR (” J (
,,7 | {
d=§ :-) )’;J A
T I AT
‘v? | %‘1 . s (-82)CHS
J‘ ~— /,_ “i = f’
6T ' 2 /s
SR R LL\ /
26 \ " ¢ g (14 (/) |

w 6/s -1 = 3* \6 e

T Obtenit o, 0 et ¢ peut parallze un peu calculatoire, si on omes d'observer que (1 ¢%) = (1= ¢")(1 4 &%)

; L
2230 (1= %)

2 =420

- >

Vous pouvez rédiger cet examen
avec un crayon (mais bien taillé !)




Question 2.1
Juste un peu d’algebre

1. Calculer! o, 8 et ¢ afin de permettre I'intégration exacte de tous les polynémes jusqu’au degré 4.

Il faut que Uintégration ezacte d’un polynéme quelconque a + bz + cz? + da® + ex?
ou l'application de la quadrature de Qestges-Fisette soient équivalents.

1
/a+bm+cx2+dz3+em4dm = a(a—b+c—d+e)+ﬁ(a—b(+c§2—d(‘3+e(4)
-1

+B(a+bc+cc2+dc3+ec4) +a(a+b+c+d+e) ,

2 2
2a+§+g€ = 2a(a+ﬂ) +2c(a+ﬂ(2) +2e(a+,6(4)
En exigeant que cela soit vrai pour toutes valeurs de a,c et e,
1 = a+p
1 = 3a+38¢?

1 = b5a+55¢*



Oui : 1l faut trouver les valeurs !

En incluant o + 8 = 1 dans les deuz autres équations, on déduit que :

o

o

| I —1 |

36(1—¢?)
56(1—¢*)

En observant que (1 —(*) = (1 - ¢ (1+¢?),

38(1—-¢?)
58(1—¢*)(1+¢?)

En substituant ensuite la premiére équation dans la seconde :-),

5(1+¢?)

On conclut finalement que : | ¢ =




Question 2.2
Facile mais pas stupide !

Ici, il n’est pas inutile d’observer que Gauss-Lobatto intégre aussi parfaitement n'importe quel
polynome de degré cing, puisque tous les termes impairs sont toujours parfaitement intégrés comme
on vient de 'observer pour x et z° dans le calcul effectué ! Le degré de précision est donc cing (et
non quatre. Eh oui, la question suivante est facile, mais pas totalement stupide !).

2. Quel est l'ordre de précision de la quadrature composite de Claude et Paul ?

Une quadrature numérique dont le terme d’erreur I — I, est O(h™) est dite d’ordre m.

Pour la quadrature composite de Claude et Paul : | m = 6

On doit intégrer sur chaque intervalle, une erreur u — u qui est un polynéme de degré siz: cela
génére une erreur locale sur chaque intervalle en O(h") et une erreur globale O(h®) en additionnant
les n = 2/h erreurs locales ! Globalement, on a toujours m = d + 1.



Question 2.3
Richarson !

Cela devait €tre une question vraiment facile et
pourtant les résultats sont assez mitigés !

3. On a effectué le calcul de l'intégrale en utilisant 2n et n sous-intervalles et on a obtenu respective-
ment I, et I5,. Donner la combinaison linéaire de I et Iy, qui sera théoriquement la meilleure
extrapolation de Richardson pour estimer I.

(641h - I2h)
63

Comme il s’agit d’éliminer un terme d’ordre 6 :

L’erreur de cette extrapolation sera en O(h®), puisqu’il n’y a pas de termes d’erreur de degré impair.




Nombre d’or ?

3 Une convergence un peu exceptionnelle !

Considérons la méthode de la sécante pour la recherche d’une racine z simple : nous avons donc f'(z) # 0.

Tiv1 = T;— f(-”?z)(:z:, —zi—l)
i+ i f(:l:,) — f(mi—l)

L’erreur commise a chaque itération ¢ est définie par e; = x; — z.

1. Ecrire une fonction python : x = secante(x0,x1,tol,nmax,f)
qui applique la méthode de la sécante pour trouver une racine d’une fonction f£.
On exige une précision inférieure a une tolérance tol et un nombre maximal d’itérations nmax.
Deux premiéres valeurs sont données dans x0 et x1 pour démarrer les itérations.

2. Démontrer qu’il existe une constante D en termes de f'(z) et f”(z) telle que
eiv1 =D ejei1
lorsque la méthode de la sécante converge et que i — oo.

3. Finalement, en déduire? le taux de convergence a de la méthode de la sécante.
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Vous pouvez rédiger cet examen
avec un crayon (mais bien taillé !)




Question 3.1
Python !

def secante(x0,x1,tol,nmax,f):

n = 0; delta = float("inf") Court mais correct !

f0 = £(x0) Pas d tai '

while abs(delta) > tol and n < nmax : as dae confmen a?res i
n=n+1 Une seule évaluation de f(x1) !
f1 = £(x1)
delta = -f1*(x1-x0)/(£1-£0) Ce fiit un désastre !
x0 = x1; f0 = f1
x1 = x1 + delta

return x1

Une implémentation efficace ne nécessite qu’un unique calcul de la fonction [ par itération. C’est
cela qui définit le vrai cout de la méthode par itération. En conséquence, le correcteur a retiré un
point par évaluation inutile de cette fonction. Et donc (sans doute a l'étonnement de beaucoup
d’étudiants), cette question qui paraissait trés simple a €té trés souvent désastreuse pour tous ceuz
qui se sont bétement contentés de recopier la formule de maniére servile.

En d’autres mots, il ne sert a rien de venir voir sa copie pour constater le désastre, si vous avez
obtenu un seul point malgré Uécriture d’un trés long code agrémenté de multiples commentaires
totalement inutiles !



2. Démontrer qu’il existe une constante D en termes de f'(z) et f”(z) telle que

eiv1 =D eje; “

lorsque la méthode de la sécante converge et que i — oo.

Si la méthode converge, la fonction f tend progressivement vers zéro, on peut donc écrire :

_ f@i) (@i —zi1)
f(@i) = f(zi-1)

Tiv1 = Iy

Oui, c’est dur !
Difficile, mais fait en séance !
Si, si !

flz+ei)(ei —ei-1)
flz+ei) — f(z+ei-1)

€i+y1 = € —

eif(z+e)—ef(z+e—1) —eflz+e)+te_1f(z+e;)

Que Stion 3 . 2 On obtient alors finalement :

e; =
o f@+e) - flz+ein)
ey = ei1f(z +ei) —eif(z+ei-1)
o flz+e)— flz+ei)
En effectuant les développements en série de Taylor :
" T " T
o (@ +al52) e (ar@ + . 50)
€i+1 =

(Ci - ei—l)fl(z)

| o (6, - 6171)f”(x)
iy1 = (e"le‘) (el - 531_1)21”(93)

f"(z)
2f'(x)




3. Finalement, en déduire? le taux de convergence a de la méthode de la sécante.

Lorsque © — oo, on peut écrire que :
eiv1 = Deiei

Asymptotiquement, on peut écrire ;11 = C (e;)”
cece (ei_l)aa = DC (Ci_l)a €; -1
2
CC(ei—1)® = DC(ej_1)*

Cette égalité ne peut étre satisfaite que si a® = a + 1.
L’unique racine positive de cette équation du second degré est le nombre d’or.

Nous avons donc bien une convergence en or : | o = — 1.618

Question 3.3



Les engages !

1 La dérivée des engagés !

Blondinet souhaite obtenir une estimation de la dérivée a 1’origine d’une fonction u(x)
a partir de trois valeurs Uy, Uy, et Uy, pour les abscisses 0, h et 4h.
On va établir une formule de dérivation numérique en écrivant :

u'(0) ~ (u")'(0)
——

/
UO &—

ot u"(z) est le polynéme d’interpolation par les trois points.

1. Ecrire les trois polynémes de Lagrange ¢o(z), ¢n(z) et dan(x).
2. Etablir 'expression de U}, en fonction de h, Uy, Up, et Uyp,.

3. Obtenir I’expression générale de ’erreur d’approximation de la formule.



Exactement un simple verso !
Expliquer et justifier son résultat !
Il faut obtenir les valeurs correctes !

[.a solution...

Le correcteur est en général tres
tolérant et honteusement généreux !

Une copie propre est toujours une
bonne idée : vous aviez largement le
temps pour la faire !

La question était courte et ne
nécessitait pas beaucoup de calcul !

Pritre de remplir avec soin, en caractéres d'IMPRIMERIE (en MAJUSCULES 1), cette entéte |
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I La dérivée des engagds !

Blondinot souhaite obtenir une estimation de ln dérivde A Vorigine d'une fonction u(z)
U, Up ot Ugy, pour los o
On va établir une formule de dérivation numérique en derlvant

u'(0) = (u™)'(0)
vl A

ot u*(x) est lo polyndme d'interpolation par les trols points

L. Eerire les trois polyndmes de Lagrange ¢o(x), #a(x) ot dan(x)
2. Etablir l'expression de U§ en fonction de h, U, Uy et Uyy.

3. Obtenir 'expression générale de Perreur d'approximation de la formule,

] | |
Bl | Sy Ced )l
vo L2
P, (<) X (x~4h)
| /
Tl X )
1
Az
| i
) Uyl
s - ' A2l
1. / ) ) "~)) (
) )
|
/ (
: ( | |
Y
/ Ve )
) ) ( v
X 5 (it |3
\
)

Vous pouvez rédiger cet examen
avec un crayon (mais bien taillé !)




Question 1.1
S0 easy !

1. Ecrire les trois polynomes de Lagrange ¢o(x), ¢n(x) et dan(x).

Il faut juste écrire le 3 polynomes...

x—h)(x —4h
i) = = =ah
Il faut ’expression correcte ! on(z) = “’(Lgh)
C’est facile et donc toute erreur est impardonnable ! —3h
Cool, cool, cool ! 2(z — h)
ban() TR

Cette question est vraiment facile et peu d’erreurs sont donc admises.
Ecrire la formule générale de polynome de Lagrange n’est pas accepté comme réponse !



° Oui : ¢’était aussi simple que cela !
Que Stl()n 1 . 2 Méme le Président du Sénat y arriverait !

2. Etablir I'expression de U] en fonction de h, Uy, U, et Uy,.

On écrit simplement :

Uy = ¢4(0) Uy + ¢3,(0) Uy + ¢4, (0) Ugp

En calculant les dérivées de ¢.(0)

o5h 4h h
= Tape Vot gz Un g U
Et on peut donc finalement conclure : Uy =

—15Uq + 16U}, — Uy,

12

Cette question est une simple application d’une technique simple.

Vérifier que la somme des trois coefficients doit valoir zéro est bon check !

Ici, il faut juste étre attentif dans les calculs :-)




3. Obtenir 'expression générale de I'erreur d’approximation de la formule.

Il suffit d’écrire des développements en série de Taylor pour Uy, et Uy, :

v = L (-0 0, o) Question 1.3

O 7 h
1/ 15 16] . R:., R, 'I‘ 1
- h(_12U°+12 _U°+hU°+2U°+6U° T ay OI'
1[ 16h2 64h3
12 _U0+4hU6+TU6,+T (’)”+...:|>

En regroupant les termes

15 16 1 16 4 h[16 16 h? [16 64
Uy = |——+=-=|U+ |- |U+- |- |0 +—|=-=|U+...
0 [ 2 12 12] 0+112 12] 0t 3 [12 12] o+ g [12 12] o+
N ~~ o — — —
=0 =1 =0 =4
Et on peut donc finalement conclure : |  u/'(0) = 1500 + igUh — Uy + 253 h?

Quelques étudiants ajoutent aussi les erreurs d’arrondi du calcul en virgule flottante...
Evidemment, c’est bien, mais ce n’était pas demandé :-)



Rétormons !

x> 324+ Sx-2 =0
UYx®>-3x%2_(x + 5
A2X> _6x - 6 2x-§

2 Réformons la méthode de Newton !

Georges-Louis utilise la méthode de Newton-Raphson pour calculer la racine x = 1 du polynéme
zt — 23 - 322 +50—-2=0

et il n’observe pas une convergence quadratique méme avec o = 0.999.

XL‘H = X - '(—(i(i)

1. Décrire le calcul des itérations successives avec la méthode de Newton-Raphson. _c )(Y:)

2. Ecrire une fonction python : x = iterateNewton(x0,tol,nmax)
qui applique la méthode de Nexton-Raphson pour ce probléeme : x0 est le candidat initial, tol est
la précision requise et nmax est le nombre maximal d’itérations. La fonction retourne x.

3. Pourquoi est-ce que Georges-Louis n’observe pas une convergence quadratique ?
4. Prédire le taux de convergence qu’observe Georges-Louis pour ce cas précis !

5. Proposer une méthode de Newton-Raphson réformée avec une convergence quadratique pour ce cas.



Exactement un simple verso !
Expliquer et justifier son résultat !

Il faut obtenir les valeurs correctes !

[.a solution...

Y a évidemment une astuce !
Les notes de bas de page : faut les lire !

Prigre de vemplir avec soin, en caractéres d'IMPRIMERIE (en MAJUSCULES 1), cetle entéte |
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Numdro maglquo

2 Réformons la méthode de Newton !

Georges-Louks utilise la méthode de Newton-Raphson pour calculer la racine z « 1 du polyndme

2

2" — 32 4

S52~2=0

et il n'observe pas une convergence quadratique méme avee zp = (0.999,

1, Déerire lo caleul des itérations sucoessives avec In méthode de Newton-Raphson

g

Eerire une fonction python : x = iterateNewton(x0,tol,nmax)

qul applique la méthode de Nexton-Raphson pour ce probléme ; x0 est lo candidat initial, tol est
la précision requise et nwax est lo nombro maximal d'itérations. La fonction retourne x,
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Pourquol est-ce que Georges-Louis n'observe pas une convergence quadratique 7
. Prédire le taux de convergence qu'observe Georges-Louis pour ce cas précis [

. Proposer une méthode de Newton-Raphson réformée avee une convergence quadratique pour co cas
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Vous pouvez rédiger cet examen
avec un crayon (mais bien taillé !)




Question 2.1 : I'1tération

1. Décrire le calcul des itérations successives avec la méthode de Newton-Raphson.

1l suffit juste d’écrire la relation de récurence :

f(z:) ad — 23 — 322 + 52, — 2
o = y-— = T;—
v ! YT 423 — 327 —6ai+ 5

f'(zi)

Oui : il faut ’itération pour le polynome de la question et donc calculer la dérivée de celui !
Ou il faut que limplémentation qui suit la contienne au moins :-)

Il faut ’expression pour le probléme posé !




2. Ecrire une fonction python : x = iterateNewton(x0,tol,nmax)

qui applique la méthode de Nexton-Raphson pour ce probléeme : x0 est le candidat initial, tol est
la précision requise et nmax est le nombre maximal d’itérations. La fonction retourne x.

Une implémentation possible est :

def iterateNewton(x0,tol,nmax):
n = 0; delta = float("inf")

:hzlzoabs (delta) > tol and n < nmax : QueStiOn 2.2

n=n+1

delta = (x-1)*(x-2)/(4x+5)
xe-:adelt;c o i PYthon !

return x

Dans cette implémentation, on a tiré profit que

f(z) = 2%—2%—32%+52—2
fl(x) = 42®—-322—6x+5

(z+2)(z—1)3
(4z + 5)(xz — 1)?

pour écrire l'incrément a chaque itération :-)
Mais, cela n’est pas indispensable pour valider le code qui était d’une facilité déconcertante a écrire.
C’était vraiment une sous-question qui était une partie vraiment trés facile de cette question !

1l est d’autant plus incompréhensible qu’un nombre constant d’étudiants font de maniére systématique
une impasse sur les codes informatiques et gaspillent bétement des points si faciles a obtenir !



3. Pourquoi est-ce que Georges-Louis n’observe pas une convergence quadratique 7

Il suffit juste de noter que f(1) = f'(1) = f"”(1) = 0 pour le polynéme considéré !
En d’autres mots, x = 1 est une racine triple de notre polynéme.

Newton-Raphson ne converge quadratiquement qu’au voisinage d’un racine simple !
1l fallait donc juste écrire :

La méthode ne converge pas quadratiquement car x = 1 est une racine triple !

Mentionner un racine double au lieu d’une racine triple était pardonné par le correcteur !

Question 2.3
Georges- Louis n’est pas bourre !



f(xi)

Tiy1 = X — f’(-’E,-)
. _ o [z +e;)

T ST Pate)

ey = e @t (@eit f'(x)e2 /2 + f"(x)e} /6
i+ i f’(a:) + f”(m)ei + f”’(x)e?/z

l Comme f(z) = f'(z) = f"(z) =0 pour z =1

_647Q) €

€i+1 = € 3
2 f"(1) €7
€it1 = % €

Question 2.4
Taux de convergence




La solution se trouvait dans une note en bas de la page 150 des notes de cours !

Il suffit de considérer que si x est une racine simple de f(x), alors cette méme valeur sera une
racine double pour g(z) = (f(z))?. L’application de la méthode de Newton-Raphson a g produit des
incréments donnés par la relation :

Ny —9E) _ ~U@) _ ~f@)
¢@@) _ 2f@f(a)  2f(a)

On observe que les incréments sont deuz fois plus petits que pour la méthode de Newton-Raphson
appliquée a [ et on peut en déduire que :

€iv1 = T —Tip

2eif'(z:) + f(=:)
2f'(x;)
2e; f'(xi) — eif'(x:) — e f(C) /2
2f'(x;)

= — 4+ (e~
g TCe

La note de bas de page !



3f(x:)

Tiy1 = Xy— f’(iL‘i)

f" (z:)

Tiv1 = I — f’”(xi)

. _ . 24+ x—2
i4+1 - I 2y + 1

Question 2.5
[Les méthodes reformees !



Et zou
Raoul !

3 Une équation aux dérivées partielles pour Raoul

Sur un domaine carré (z,y) € [0,1] x [0, 1], on va résoudre numériquement :

ou 0%u
E(wy y7t) - aaxay(x7y7t)

A Vinstant ¢t = 0, nous imposons u(z,y,0) = zy.
Aux instants ¢ > 0, on maintient cette valeur uniquement sur les c6tés du domaine carré.
Les m x m valeurs nodales au temps n + 1 sont obtenues a partir de celles au temps n avec la relation :

11 alAt
o = U+ (

4(Ax)?
B

ou U7 est I'approximation de u(Xj, Yk, Ty) avec X; = jAz, Yy = kAx et T, = nAt.

n n n n
Uj+1,k+1 + Uj—l,k—l - Uj—l—l,k—l - Uj—l,k+1)

1. Donner les unités du parametre .

2. Ecrire une fonction python : U = raoulEuler(m,n,beta)
qui effectue n itérations temporelles et retourne un tableau numpy avec m x m valeurs nodales.

3. Pour quel pas de temps, la méthode est-elle stable ?

I1 faut donc estimer' le facteur d’amplification d’une pertubation U, = Ume*=Xi ¢tk ¥%



[.a solution...

Priére de remplir avee soin, en camctdres d'IMPRIMERIE (en MAJUSCULES 1), cette entéte |
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Méthodes Numériquos | Prénom ;

Juin 2024 Bloo annuol

3 Une équation aux dérivées partielles pour Raoul

Sur un domaine careé (x,y) ¢ [0, 1} x [0, 1), on va résoudre numériquemont

Ou Oy
B Bw ) = ﬂ‘m,u'(ﬂ..v.t)

A l'instant ¢ = 0, nous imposons u(x,y,0) = zy.
Aux instants ¢ > 0, on maintient cette valeur uniquement sur los odtés du domalne carré,
Les m % m valours nodales au temps n + 1 sont obtenues A partir de celles au temps n avee la relation ;

% alt
Ut o= Up ()i (U,'" et H Uy = Uy gy = U, x.nu)
8

ot UR, est 'approximstion de WXy, Yi, Ty) avec Xj = jAz, Yy = kAz ot T}, = nAt.

1. Donner les unités du paramitre o,
2. Eerire une fonction python ; U = raoulEuler(m,n,alpha)
qui effectue n itérations temporelles et retourne un tableau nuspy avee m x m valeurs nodales,
3. Pour quel pas de temps, la méthode est-olle stable 7
Il faut donc estimer® le factour d’amplification d’une pertubation U7y = Une=Xioihy¥a
7 g oo > A
e o I'rm"! | \’1‘ do) Aoull [PAP ('W\,v)/ !‘ll"’)'
6 . 8
il u\yl« 2 l’""'] o ./.) 4,m ) N
/ \J / . a fa
- XY« smadkinsed Cafthe; ol
“ Ue XuY
’ fon b i avae n) 2
U[f/l'.—-l, |‘.‘I] += belaw [_ &) l:"a 2:1 + UI)/ “)J
ul2y:2) - vfz22:1)
izl aelae {L/‘§
) .
V]
v 0 e Dy - * s {)
R A rf)(ﬂ‘_)fr e S e NS
UJL gk , Tk Ax kA, thyAx kg AN T C o\ :
(A B LCE PSRN o VL) \
S
1 N A, v X
) / (\_ X T (z
\ ( pres ) A C ey CA% ) \ A
\ L (! x 4 ) 4 'fp)/“{‘)'“("j\'j

I Fpur TURS 28!
" L relation 21#in(6) = 6% — e~ pourrait dtre ulile ob { et Jo Dombre imaginaire. (

1 A |/ l‘f'ﬂ)‘.l s A4
P ) | [?/\ ES) Possitie ’
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Vous pouvez rédiger cet examen
avec un crayon (mais bien taillé !)




Question 3.1

So easy !
ou 0*u
—(.’13 Y, ) = (.’B Y, t)
éf\ _ 6‘ %y _/
(& } (&)

Ed




Question 3.2 : python !

Oui : ¢’est simple !

def raoulEuler (m,n,beta)
alpha = linspace(0,1,m)
X,Y = meshgrid (alpha,alpha)
U = X*Y
for t in range(n):

U[1l:-1,1:-1] += beta* (U[2:,2:] + U[:-2,:-2]

return U

- U[2:,:-2] - U[:-2,2:] )




1.7

Le code ! ol
Trop complique !

def raoulBasicEuler(m,n,beta)
alpha = linspace(0,1,m)
X,Y = meshgrid(alpha,alpha)
U = X*Y
Unew = U.copy ()
for t in range(n):
for i in range(l,m-1):
for j in range(l,m-1):
Unew[i,Jj] = U[i,]J] + beta*(U[i+1,j+1] + U[i-1,]-1]
- U[i+l1l,3-1] - U[i-1,3+1] )
U = Unew.copy ()
return U




Question 3.3 : un peu complexe !

U"’ U"" Ukt A :l‘jjA’\
La pertubation évoluera comme suit lors d’un pas de temps : ‘ﬁ - @‘P/’\ My

NG
confLere

U}:;:l = U_7nk++'3( ke T U e U;l+1,k—1—U?—1,k+1)

= Uy (1 n ,B(eikmA:reikyA:r 4 e-iksAzg—ik, Az _ gikeAzg—ik, Az _ e—ikIAmeikyAm))

- U (1 n ﬂ((eik,/_\.m _ e-ik,Ax) (eikyAa: _ e—z’kyAa:))) oK. & CFL
1< [-4b <1
= U;:(l - 4ﬂ(sin(kmA:z:) sin(kyA:z:))) oul (¢l ceth

Courpeyt rarcueR

Pour que la pertubation ne s’accroisse pas, il faut toujours que :

les Bcae !
|1—4ﬁ(sin(kmAa:)sin(kyAm))| < 1 |41 < 4
- C14+ipl< 4 ko
5‘?& Y, Mais, en prenant k;Az = 7/2 et kyAz = —7/2 l 141 € 4 ©K
~O\UKL s 3 eas ! Lne :
|4 - BQely2| — ‘t"f:;fél‘} e 1 < [1+48] DE FOVORA RAE

14} @/
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