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Quelle est I’inertie de cet engrenage ?



Quelle est le volume d’eau
de cette mer ?

Et d’ailleurs, c’est quelle mer ?
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Pourquoi
des maillages non structures ?

64 [
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60 [
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Courtesy of Dr. N. Kliem
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Pourquoi

des maillages non structures ?
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Courtesy of Dr. N. Kliem



(?

4

CS

des maillages non structur

Pourquoi

R R N

i o
PokA
SO
e VAV

v

2]

almo
v R v

= .-;:av
Sl
S
(A
Vi
AWAN A
3]
=
<]

K]
v

Vv
PARGRRIRR
DR
W A.MW&««H,”M«,»,AK
R AR R
.mww«ﬂ.ﬂ a’

(VA

Y T .
VYAV
AT KRR

T N [{s]
(%) (2 o
T ] n

iem

[}

N. K

13 13.5 14
Courtesy of Dr.

12.5

12

11.5






Homework 1

Meéme si vous ne pouvez pas encore compiler NN
sur votre propre ordinateur, . .

il est possible de soumettre directement . : :
le devoir sur le serveur ! e o\|e o\

Integral = 8.0000000e+00
Deadline stricte : lundi 15 février 2{h59:59 ! e :

97,4359
O/é L Hoooos P,C’

-

Intégrer une fonction quelconque en divisant
récursivement un triangle en 3 sous-triangles et en
appliquant une régle de Hammer a 3 points !




Homework 1

3
/A fla,y)do dy ~ Y wi f(zk,yr)
- k=1

7 N

7

"

1

"

In,

L
L ]
L] L]
. °
L]
©
L] L]
L]
L ] o L ]
L]
L] L] o . L]
. =) . L]
L] © L]
o L]
L] L] L]

Integral = 8.0000000e+00

Ecrire la régle de Hammer




Intégration sur un triangle :

Regle de Hammer a 3 points

(0,1)

/f(:ry ) dx dy ~

ﬂ)

Mu;

k
I

1

w f (X, Yi)

a1

N0

[N}

X

0.5
0.5
0.0

Yi

0.0
0.5
0.5

Wi

1/6
1/6
1/6




Démontrer que la formule de Hammer a trois points permet
d'intégrer exactement n'importe quel polynome a deux

variables de degré deux : a + bx + cy + dx? +ey? + fxy

I

Question

a 1 l—xz 1 11—y
= '--}-b/ .r/ dyd;z:—}—c/ y/ dz dy
2 0 0 0 0
1 l—z
+d/ .rz/ dy
0 0
311

1 11—y 1 l—x
d.’II+€/ y? da:dy-l—f/ .I'/ y dy dz
0 0 o Jo
_ g-i-blﬁ—i] +Cly2_y3]1
2 0 0

T 2TeTe TR 2T

Degre de
precision

= Jh




Et un autre
triangle ?
P =
X Y Wy,
G0 5 o oF 1e
3 00 05 1/6
o o
* @0

(0,0)

10z
15 — 15y

(0, 15)

(10, 15)

w k

25
25
25

(0,0)

Car la valeur
absolue du
déterminant du
jacobien = 150




Application to
. . Each triangle can be transformed in
F lnlte Elements the parent element through a linear

trasnformation.

56.4

56.2

56

55.8 (
Copenhagen

55.6 )
Malmo

55.4

95.2

11.5 12 12.5 13 13.5 14



Integrer sur un ¢lément
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Deéfinir un maillage
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Coordonnées de noeuds
Tableau d’appartenance des triangles
Nombre de noeuds : nNode
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RSO A IS AR 50
RPIARAATINA A = Q
o R TR Nombre de triangles : nElem
R A AR R A N O PR A
SR R A R AN
e
iy S R
3_2%‘47

typedef struct
{
int *elem;
double *X;
double *Y;
int nElem;
int nNode;
Ny } femMesh;

Q= J{}, QnQ;=0, sie#f.

e=1 http://www.geuz.org/gmsh/



Et concrétement )

(2,54)

c’est quo1 (o 25)

un maillage ? 11 12
. e ©
B 7
AX
7 el
I11 VvV VII /
Sommet | X; Y; 1V SVI JSVIIT
Triangle | Sommets
° 1 00 20 S 6 8|/ 9
%ﬂ 1 3 2] 2 |10 20 € ® ©
—— 717 | 3100 10
3 5 4 3 4 1.0 1.0
4 5 6 4 5 00 00
5 6 7 4 6 10 0.0
6 6 8 7 7 20 1.0
7 8 10 7 8 20 00| <
8 8 9 10 9 30 00
9 7 12 11 10 |30 10
10 |10 12 7 11 |20 20
12 |30 20




Et vraiment

concretement ?

Ay 1RirNGlEe O )

0 4

Number of nodes 12

'—\
CwWwouJoudbd WN RO

11

Number of

0

© OoJdoy I WDN K

0.
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00

NWWMNMMNMNRFRPOPROHR

w

0000000e+00

triangles 10

0

R 00WwJo LTWWNDN

(YT NN EN S 6, B I V)
=

=
[

NMNVNRP OOPRFRPROORENDNND

.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00

l—\
OO ocCwvwooOoWwWwWwNhDRER -

Boundary edges : 12

Il existe des algorithmes pour générer
automatiquement les maillages.

Voir cours de géométrie numérique MECA2170

http://www.geuz.org/gmsh/




Deéfinir localement une

llage

10N Sur un mail
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The problem geometry is divided in small finite elements.

ted

ion is approxima

On each element, the solut

by means of unknown nodal values and given polynomials
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En une dimension...

oh
=
/‘\,
V. 1PY
DEee L(><5> ZUcedss)
= \_’\UAJI

UNKNOWN
NoDAL KNOoWN
VALUVES SHAPE

FUNCTIONS

/\ - u‘\ ol e tl _ E5inn
E

1 ' 7

4
{ } IS A BASIS For U.



Fonctions de forme
unidimensionnelles S, j
de Lagrange

Nodes and other nodes :-)

Nodes of the meshes = vertices
Location of nodal values = nodes
For linear piecewise interpolation, all nodes are vertices Sommet




Un ¢lément parent (template)

pour definir
les fonctions
de forme

b, 5
&)
i ; Fna

2

|

/—\/ D =
z(€) = g‘/é:ﬂ - Xe.) 6(;1 +X.)

2 2 ’
_ 2z — (Xe+1 -+ Xe)
£(z) = Kot — X))

Isomorphisme linéaire entre I’élément parent
et tous les autres éléments...
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. , . _ CoA)
Un triangle parent pour definir

. AN\
(4,0)
toutes les fonctions de forme LN *
(o) A 2 3
f, &=
¢ € ZS: PARENT =
; E ELEHENT
X A \X - i =
o 2o 9t
& X - X, c
69
B 5
s £l — 5
(}LHz) 5 (/(/o)
=
> .
x(€) = (1—-€-mXe + €X§ + nX§ [—°
x[/i,ﬂ) = Xf
Isomorphisme linéaire entre le triangle parent - .
et tous les autres triangles... 25\60,4) = ?53
A~
¥



Global shape
functions...

r-_'ﬁx*___—-———_

F

Indice local de noeu

d i

Indice d’éléments e

Indice global de noeu

dj

E%A&»‘r
=
%, () ? qg (o)
ONLY \ ?.:::;_
c

f
6::8:1‘: ON_[Z L/f 2 3
e {61y 128 #
= e+d |2 928 &9
[ T4, (X)
o\ Y
N L6
[ 4
szs\o/ .
L

. and
local
shape

functions
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Fonctions de forme usuelles

sur le trianele parent
g p < 4 *3(%"‘4')\ + 2 (?*’V)\}z

l

Q ¢1(§Tl) = (1 _6_77)3 ‘
_ 1€ 1-3(§+m)+2(¢+m)°

¢1(&m) =
¢2(§: Tl) =
Fonctions linéaire continue : P;-C, zzgg z; i Zg;? : 61)— ”
¢5(§: 77) = 4677;
¢6(§;m) = 4dn(l—&—n).
z;g Z; z I_Iirg(f +1), Fonctions quadratique continue : P,-C,
¢3(€77) = 1- 2€

Fonctions linéaire non-conforme : P;-C

Il s’agit de fonctions polynomiales définies sur chaque élement

En fonction du choix des fonctions de base, le degré de continuité est différent...
En général, on essaie d’avoir le degré de continuité le plus élevé...
Quoique... on aura quelques surprises !




Le triangle semble optimal pour
obtenir des approximations
polynomiales completes...

Triangle de Pascal i N

@
2 2
© @ @
3 2 X
§ £ &n U]
Une des caractéristiques des éléments triangulaires est la possibilité de construire

un ensemble de fonctions de forme complétes sur le triangle parent avec un
nombre optimal de degrés de liberté.

LN = O

... et pourtant !



Et pourtant, on a auss1 des maillages
de quadrilateres,
d’hexaedres. ..

~

%)~ ggce#’; (£

0—/’ ‘
~N &
\\o
N
+>3 -

%
3 = <
4 ‘7 ; = 2«(\;“ / ‘Z"”.{VL‘
-5 x- LINEAR \

: MAPPING 4(I1)- s,
qj< REDUES To A UNFAR
v Function ON AL EDEES

o) = (HOUED (=00

+(1 —5{4(1 _")xg+ (1+€L(1 _n)XZ.

Isomorphisme bilinéaire (non linéaire donc !) entre le
carré parent et tous les autres quadrilatéres



Eléments bilin€aires
et biquadratiques

SEES

9 N
) “\\““‘\‘x\‘\\‘;

”‘”ﬁﬂ‘:\\‘“““‘

W44
TN
N

AN
IR

7 ¢ ALIANN
/ COPTLIIN

br(&m) = (1+E)(1+n)/4
bal€m) = (1=E)(1+n)/4
bol€m) = (1=€)(1=n)/4
bul&m) = (L+&)(1-m)/4

Elément Q-C,

$1(€,m)
2(€,m)
3(§,m)
1(§,m)
5(€,m)

(

(

(

(

S S S O S

6(€,m)
¢7(€,m)
?s(€,m)
P9(€,m)

E(L+&n(1+mn)/4,
—£(1—=&)n(1+n)/4,
E(1—&)n(1 —n)/4,
—£(1+&)n(1—n)/4,

L+ —=En(1+n)/2,
—£(1-8§)1—n)(1+n)/2,
(1= +&n(1 —n)/2,
E(1+&(1—n)(1+mn)/2
1= +&EL—n)(1+n).

Elément Q,-C,




Elle sert a rien
la neuvieme
fonction ?

1 0
§ n 1

£? &n n? 2
% &n? 3

4

&n? /) Lagrange

La neuvieme fonction de Q,-C,
génére un terme d’ordre quatre
alors qu’on n’est méme pas
complet a ’ordre 3 :-)

%)
N
NN

JARRRANNY

TR

A\
TR

¢1 (é, 77)
¢2(§, 77)
¢3(§, 77)
¢4(§, 77)
¢5(€, 77)
¢6(€, 77)
¢7(€, 77)
¢8(€, 77)

I+ +n)n+&—1))/4,
(1= +n)m—-&—1))/4,
(1-=8A—=n)(-n—-&-1))/4,
1+ —n)(—n+E—1))/4,
(1=81+&A+mn)/2
(1=-81+n)(1-n)/2,
1+5A =8 -n)/2
(1+5A+n)1—-mn)/2

Elément de Serendip : S,-C,




L’erreur de I’¢lement de Serendip !
La démonstration du recteur :-)

L’élément de Serendip (8 nceuds) et celui de Lagrange (9 nceuds)
sont complets a ’ordre deux sur le carré parent

a1 + asf + asn + asén + as€? + agn?,

HLm00 =y A+O0 -0y,

by + box(€,m) + bsy(€,n) + bsz(€,m)y(€,n) + bsz*(€, 1) + by (€, 1),
c1 + € + e3n + cafn + es€% + cen® + crén? + cgn€? + con®E2.

L’élément de Serendip (8 nceuds) n’est pas complet a I’ordre deux sur un quadrilatére quelconque.
L’élément de Lagrange (9 nceuds) est complet a ’ordre deux sur un quadrilatére quelconque.




Trouver u(z) tel que Effe Ctuons
U =0 vzeq .
e ’ ’ un tout petit
0,
g exemple :-)

u(0)
u(1)

Probleme de la corde a linge tendue !

JHH‘H






Formulation forte

Trouver u(z) tel que

d?*u

dr? +f = 0, Ve,
u(0) = 0,
u(l) = 0,

Plus exigeant !
Espace des solutions plus petit !
On perd des solutions réellement utiles !

{60

N
b

Plus laxiste !!
Espace des solutions plus grand !
Les solutions en sus sont utiles !

Trouver u(z) € U tel que

< dudu 5 = <Uf>  VUEU,
S —— N —’
a(tU, u) b(u)

Trouver u(x) € U tel que

Jw) = miny ¢y (3 alv,v) = b)),

—

J(v)

Formulation faible



La vraie formulation physique...
C’est une formulation integrale !

TenSioN
/ Dong L6 CORDE

Tension constante dans la corde
Petits déplacements

Lbfdm
/:fdm

U

/

du du
= Tﬂ(a)—Ta(b) Va,b
duib
S [E] Va,b

. . du .
Si la fonction iz est continue !
T

b d'z
/f+T@d.'II=0 Va,b
d*u
f+TE = 0

Equilibre vertical des forces




La vraie formulation physique...
C’est minimiser | énergie !

L L L 2 L 2
/ d
| = /dl - / \/ de?+du? = / 1+(d—u) dz w~ / (1+§(—“))dx
0 0 0 dx 0 dz

Tension constante dans la corde
Petits déplacements

AltoNcE w TRAVAIL

J(u) = /fudx

J(u)=%‘/OLT(%)2dm—/Oquda:

Minimisation de I’énergie
On minimise le travail des forces !




. Probleme
discret

N-1
AU; = Bi, i=2N-1
=2

J
Us
UN

0,
0,

N-2 équations pour les valeurs intérieures
Deux conditions aux limites

dTg de
| fe) F@ @

f(z)7i(z) dz,
Q



