Cours : Résoudre Ax = b en utilisant les
Gradients Conjugueés

Basé sur la référence suivante (disponible en ligne)
Shewchuk, J. R. (1994). An introduction to the

conjugate gradient method without the agonizing pain.



Minimisation d’une forme quadratique



Forme quadratique

Soit A € R**™ une matrice réelle symétrique définie positive (SDP) et
x € R™ % 0. On a par définition du caractere SDP de A :

L Ax > 0.

Note : La matrice A que vous avez calculé dans le devoir 4 qui cor-
respond a |'opérateur Laplacien muni de conditions aux limites de
Dirichlet est SDP. On peut le prouver en utilisant la propriété de co-
ercivité de la forme bilinéaire correspondant au probléme variationnel
continu

a(u,u) = [ |[Vul? d2 > |ull3

On a
a(z,z) = 2! Az > 'y||az||% >0

avec x le vecteur des inconnues de votre probleme d’'éléments finis.
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Forme quadratique

Soit la forme quadratique suivante (A est toujours SDP) :

f(x) = %LETALE —bly (1)

avec b € R™. On prouve que la solution x de Ax = b minimise la forme
quadratique ([1)). Soit e une perturbation. On a

1 1 1 1
f(x+e)= Ea:TAa: + EeTAe + EeTA:E —+ E:I:TAe — bl —bvle.

En utilisant la symétrie de A
1 1 1
flx+e)= échA:c — bTai—I—EeTAe + eTéI;a_;—bTe = f(x) + EeTAe.
f(z)
Si on perturbe x qui vérifie Ax = b, alors f grandit. La solution x
correspond donc a un minimum de f. Ce minimum est unique car f

est convexe : f((1 -tz +ty) <tf(z)+ (1 —-1)f(y).
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Algorithme de la plus grande pente



Utiliser la plus grande pente

Soit un point T(0) quelconque de R™.

1
F(2(0)) = 57(0)A2(0) =" 2(0).

En chaque point T(0) je peux calculer

—Vf — b—AZIZ(O) - T

qu’'on appelle le résidu. Si, a partir de T(Q)r j'avance dans la direction

inverse du gradient (i.e. le long de r), la fonction f décroit (au moins
au voisinage de .:r;(o)). On peut donc tenter de minimiser f dans cette

direction (probléme a une variable «) :

1 1
flzy +ar) = §$(T0)A$(o) — bT:B(O) -+ (XQETTAT —blr 4 arTA:E(O) — bT:Jc(O) — afr*T:r;(o).
... df(zgytar :
on écrit ¥ o ) — 0 pour obtenir

. ?“TCE(O) — TTACC(O) . TT’I“
o = = —.
rT Ar r1 Ar




Utiliser la plus grande pente

Au point T(0) -+ ar, on a

vf|x(o)—|—ar =20




Méethode de la plus grande pente
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Faire jusqu'a convergence Ir (7“)”

el
T(Z) = b — AQU(Z),

T(i+1) = @) T a6 ():
Exemple avec PYTHON/NUI\/IPY/I\/IATPLOTLIB



Descente de gradient

oa=20.12

Choisir o et faire jusqu’'a convergence

T(z) = b — ACB(Z),

T(i+1) = (@) T O60)T ()
Exemple avec PYTHON/NUI\/IPY/I\/IATPLOTLIB
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a=(28)= (s ave) (6 7) (0% 28
~\26/ \1/v/5 2/v/5)\0 7]\ 1/v/5 2/V/5

Si r¢y = Az;y — b = v est aligné avec un vecteur propre v (valeur
propre \) de A, alors

T

"W@ 1

(v
i) = =< = T(i41) =TTy = Arggy) = Az tv=>
@) T Argy A TE+1) = F@OH T T(i+1) bgii)) v

et donc ;4 1) est la solution !

%EJ/

—
NN
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Convergence de la méthode de la plus grande pente

A est diagonalisable car symétrique — ses vecteurs propres {vg...v,_1}
forment une base orthonormale de R"™. Le vecteur d’erreur a |'étape 1
se calcule comme

e(;) = T—T(;) = ijvj SO b—Aa:(Z-) = —Ae(i) = Aijij = Zﬁj)\jfvj.
J J J

Il est assez simple (voir page 15 de la référence) de calculer des égalités
du genre

leylIP =23267  elpdewy =26 o rlpArey =26
J J J

En utilisant ces egalites, et en tenat compte que e, 1) = e+ ;)T ()
on trouve (ég 25 de la référence)

He(z—l-l)”A — €(z+1)A€(7,_|_1) ||€(z)||A°J
avec
24 &GEeaps
(582 (25 670)
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Convergence de la méthode de la plus grande pente

2 2 2

leci+1)lla = lleqllaw
On considere le cas n = 2 avec A1 > Ao et le nombre de condition-
nement kK = A1 /A2 > 0. On définit u = &>/&1 qui dépend du “point de
départ” de l|'algorithme. Le parametre u est la pente de |'erreur €()
dans le systeme de coordonnées définit par les vecteurs propres. On
trouve dans la référence
2 _ 1 _ (k2 4+ p2)?

(k4 p2) (k3 4 p?)

W
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Convergence de la méthode de la plus grande pente

(k2 + p?)?
(k + p2) (83 + p2)
Si k=1, w= 0 et convergence directe.

w2=1

Siu=0ou u— oo, w= 0 convergence directe.

Si u = +k, w? est maximal et convergence trés mauvaise (zig-zag).
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onvergence de la méthode de la plus grande pente

J(W((////g\\\\]\\\wm il W//@\\}\\\\]\\\}\}m

Figure 18: These four examples represent points near the corresponding four corners of the graph in

and . (d) Small %, larae .



Convergence de la méthode de la plus grande pente

21 (k2 4 p?)?
(k + p2) (K3 + p2)
Si u = =%k, w? est maximal et convergence trés mauvaise (zig-zag).
On a donc
k— 1
w <
T k41
et donc

k—1\"
leinylla = le@lla (F7) -

Cette relation est vraie pour n'importe quel n |

Le nombre de conditionnement de votre matrice A est proportionnel
a (L/h)? avec L la taille de votre probléme et h la taille de maille
(taille des éléments). Typiquement, L/h ~ 100 et donc k ~ 10% et
w ~ 0,9998.

En 100 itérations, I'erreur initiale [[eg)|la serait réduite (dans le pire
des cas i.e. avec un mauvais point de départ) de 2 % !
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Gradients conjugueées
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Une idee

Observations : la méthode de la plus grande pente choisit souvent
plusieurs fois la méme direction. Elle est lente (mauvais taux de con-
vergence) mais elle converge. Le nombre d’'itérations peut étre > n
alors qu’'une itération colte un produit matrice vecteur (2n2 Opéra-
tions). Cette méthode est clairement beaucoup plus colteuse qu'une
factorisation — inutile en partique pour résoudre Ax = b.

Idée : trouver n directions orthogonales entre elles {d(o) : ..d(n_l)} ;

i
T(i4+1) = L) T @@ = T(it1) = To) T Zl )
]:
et choisir a ;) Pour que ec;yq) soit orthogonal a d(i) ce qui implique
que d(i) ne sera plu jamais ‘“‘visité€'’. On aurait donc

(i+1) =€) Tamde) T m T 7

Probléme : pour cela il faudrait connaitre e;;y = = — z(;) et donc |l

faudrait connaitre z«...
18
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Directions Conjuguées

Au lieu de choisir des directions orthogonales, nous allons choisir des
directions A-orthogonales :

T _
d(z')Ad(j) = 0.

La matrice A SDP définit un produit scalaire et on peut utiliser ce
produit pour définir la notion de A-orthogonlaité.
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Directions Conjuguées
On veut donc
e
d(iyAd(y

dlnAei) =0 = dinAley +ag@mdiy) =0 = ag) =

On n'a pas |'air beaucoup plus avanceés ici... mais en fait si
et donc
<T-> )
(/ 7
Q) —
d(iyAd(iy

Notez ici que c'est la méme formule que la plus grande pente si on
remplace les d par des r.

Il reste un probleme : comment trouver les d(i) 7 On a bien une
solution : utiliser Gram-Schmidt (modifié) mais le colt (4/3n3 opéra-
tions pour GS ou QR) est un peu plus cher qu'une décomposition LU
(2/3n3 opérations pour LU).

Damned !
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Gram Schmidt conjugue : First trick, les o

Gram Schmidt : soit {ucy)...u,—1)}, on choisit dgy = gy et on
forme successivement
i—1

Ao = v+ 2 B,

les (B;,. étant choisis pour assurer que d(i) est orthogonal au SEV
Span{d(o) . . d(i—l)} = span{u(o) . .. u(i_l)}

ul Adl
By = —— D 70)

d(jyAd)
Nous allons montrer que seul g;;_1 est non nul !
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Gram Schmidt conjugue : First trick, les o

Soit D; = span{dqy---d;_1)} CR"

|'espace vectoriel engendré par les ¢ premiéeres directions conjuguées.
On appelle ce genre d’ espace un espace de Krylov car il est engendré

par d(O)? Ad(o), A d(O) A o d(O)

Soit eg) = > 5 jd¢;y- Il est possible de calculer o5 car les d¢;y son
A-orthogonaux :

ds, \Ae
(0)
di Ae(o) = 5dek Ad(k) — 5k = ()
(k) (k) d{k)Ad(kz)

Ici arrive le premier ‘truc’. On ajoute un terme nul dans la derniére
équation

egf)
- g k—1 A
digyA (e(oy + ZO ()d(i))
6/€ — L= p— _ak°
d(Tk)Ad(k)
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Gram Schmidt conjugue : First trick, les o

Les itérations conjuguées s'écrivent

Ww—%m+§:%Ww

J_
ce qui se traduite en terme d’erreur

%—%ﬁZ%%—Z%%-

7=0 j=t
La différence e;y = = — z(;) vit dans I'espace R™ \ D; : la solution a
I’étape ¢ est la meilleur possible au sens de la norme || - || 4

On vient donc de prouver formellement qu’au bout de n itérations, on
aura trouvé z |

Ce n'est pas tout a fait vrai : tout processus d’'orthogonalisation est
entaché par des erreurs d'arrondis ce qui implique que d(i—|—1) n'est pas
exactement dans le complément orthogonal de D;.
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Gram Schmidt conjugué :Second trick, les [Bz-j

Ecrivons I'algorithme tel que nous I'avons maintenant
r0) = b, Ty = 0, faire jusqu'a convergence

<T> (0
) = o
45y Ad(i)

T(i+1) = T(i) T @)

rii41) = b= Az(i41) = 1) — ayAdg)

d(it1) = 7 >+i (ZH)Ada) d(r)
+1) — 1+1 .
k=0_ (k)Ad(k)
sz

Ca marche, mais c'est colteux a cause du calcul des §;; !
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T T
"’"Tz'>Ad<j>
HONLO

Bij = —

LLa relation d’optimalité vue dans le “first trick’ dit que |I'erreur s’exprime

n—1
€@) — Z akd(kz) — d(j)Ae(z) = d(])”l‘(z) =0 si j3<:1.
k=i
Le résidu a I'étape 7 est donc (simplement) orthogonal a toutes les
directions de recherche précédentes (j < i).

Les directions de recherche d(;y étant construites a partir des résidus
’I"(Z-), on a

TGy =0 i#J

On a donc

N\’

T T T T 1 7 T
THTGHL) = THTG) T4 AAG) = | T AdG) = a—j(%)?“(wrl) BOUO

qui n'est non nul quesits=j3o0utr=735-+4+1
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Gram Schmidt conjugué :Second trick, les [Bz-j

Le ““Second trick” :

o 5~ A
i+1) = T(@41) — k
(i+1) (i+1) = (k)Ad(k) ( )
T T
— TG+41) — i +1)Ad( ) ( )
<>Ad<z>
(z+1) (z+1)
aid(yy Ad()
Derniére simplification (promis !) :
_ T T 1 T
ajAdy =Ty = T(i+1) A Adg) = TpnAdgy = — o (i)r(i)r(i)'

On trouve (ouf) la formule calssique

T%;—kl)r(’i-l-l)
dii+1) = T(+1) T T djy-
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Le gradient conjugué

r) = do) = b, £g) =0, faire + = 0,1,2,3... jusqu’a convergence

(i) = Ad)
T T
o = _dggﬁ“o:)
diyZ(i)

T(i+1) = T(i) T @)
Tli41) = T() ~ Q3)Z()

ri (s
_ (i+1)"(i+1)
d(i41) = T(i+1) T T d(;)-

28



Le gradient conjugué

En pratique, on effectue a chaque itération la seule opération coldteuse
de I'algorithme, le calcul de z(;y = Ad,.

Ce calcul peut se faire sans calculer explicitement A : connaissant d;y.

Votre programme d'assemblage éléments finis calcule la matrice de
raideur locale d'un élément, K, la multiplie par le vecteur local d
contenant les composantes de la direction de recherche d;y relative a
cet element et I'assemble dans z;y !
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Convergence du gradient conjugué

leanlla <2 (YETT) el

Si vous voulez une preuve mieux foutue que celle de la référence,
Trefethen, L. N., & Bau III, D. (1997). Numerical linear algebra (Vol.
50). Siam.

Ce qui vient d'étre écrit peut sembler contre intuitif car on devrait
avoir

le(n—1)lla =0
ce qui est vrai aussi car

n—1
—1
0= lle(p—n)lla <2 (%) lecoylla

Si on considére encore une /4;10% 104, 100 itérations de gradient
conjugué multiplieront 2 (%) — 0.26 ce qui fait une réduction
d'au moins 74% de |'erreur. Avec 200 itérations, on réduit I'erreur de
98 % !
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