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Un peu de mathématiques
pour les elements finis



Typical Elliptic
BoundaryValue

Trouver u(x) € U tel que
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Conditions essentielles
Conditions de Dirichlet

Exemple de la conduction thermique

Equation elliptique
Il faut imposer une condition sur I’ensemble de la frontiére !
Il faut au moins un point avec une condition essentielle !

Conditions naturelles
Conditions de Neumann
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Trouver u(x) € U tel que

a@u) = b@, Vael,

Abstract generic
elliptic problem

Trouver u € U tel que

Il est aussi temps de commencer
a se poser quelques questions
J‘(;) sur la définition de I’espace fonctionnel...

J(w) = min, cyy 3 a(v,v) —bv),

a est une forme bilinéaire, symétrique, continue et coercive
b est une forme linéaire et continue

Ces hypotheses sont satisfaites
pour un probleme faible d’une équation elliptique...




B diubn o matbinalige

Espaces Vectoriels,

C’est quol une
forme lin¢aire ? Ao it
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Supposons tout d’abord que U est un espace vectoriel...

b est une forme linéaire si b(au + Bv) = ab(u) + Bb(v)
Va,B € R,Vu,v e U

a est une forme bilinéaire si a(au + v, w) = aa(u,w) + Ba(v,w)
a(w, au + Bv) = aa(w,u) + Ba(w,v)
Va,B € R,Vu,v,w € U



C’est quo1 une forme continue ?

b est une forme continue si 3 ¢ > 0 tel que |[b(u)| < c ||y
Yueld
a est une forme continue si 3¢ > 0 tel que |a(u,v)| < c |u| ||v|
Vu,v € U
Stephan Banach
L. UL— R Cracovie 1892 — 1945

Donnons une norme a notre espace vectoriel U ...
Supposons en outre qu’il soit complet!
Il devient un joli espace de Banach

1'Un espace U est complet pour une norme || || si toute suite de Cauchy par rapport a || || converge.
Oui, mais c’est quoi une suite de Cauchy ? Une suite de Cauchy {ui,us,...} est une suite telle que
Vedn ||lu;—u|| <e i,j>n. Oui, mais c’est quoi une suite qui converge ? Une suite {uy,us,...}
converge vers u si ||u — ui|| — 0 lorsque ¢ — oo. Noter que si le concept d’espace complet ne vous
intéresse absolument pas, vous pouvez l’oublier et vous contenter de considérer bétement un espace
d’Hilbert, comme un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Mais, évidemment c¢’est moins joli d’un
point de vue intellectuel...




C’est quo1 une forme coercive ?

a est une forme coercive ou U-elliptique si 3 a > 0 tel que a(u,u) > a ||ul|?
Yuel

Stephan Banach
Cracovie 1892 — 1945

Donnons une norme a notre espace vectoriel U ...
Supposons en outre qu’il soit complet!
Il devient un joli espace de Banach

1'Un espace U est complet pour une norme || || si toute suite de Cauchy par rapport a || || converge.
Oui, mais c’est quoi une suite de Cauchy ? Une suite de Cauchy {ui,us,...} est une suite telle que
Vedn ||lu;—u|| <e i,j>n. Oui, mais c’est quoi une suite qui converge ? Une suite {uy,us,...}
converge vers u si ||u — ui|| — 0 lorsque ¢ — oo. Noter que si le concept d’espace complet ne vous
intéresse absolument pas, vous pouvez l’oublier et vous contenter de considérer bétement un espace
d’Hilbert, comme un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Mais, évidemment c¢’est moins joli d’un
point de vue intellectuel...




—_— ]

L&) R —- R

, CONTIRUVIT
CX
Heso L] €x®

CoeROVITE
, Haso  xx*g b

UN @()N X ST GRAND



C’est quo1 une forme
continue et coercive ?

a est une forme définie positive

ou est un produit scalaire pour U si a symétrique,
a(u,u) >0 YVu#0elU
" a(u,u) =0=>u=0
SipcpIRE
ENENGETIQUE =)
David Hilbert
Germany 1862 —1943
<wu,v>, = a(u,v),

Donnons un produit scalaire a notre espace vectoriel U ...
Supposons en outre qu’il soit complet!
Il devient un joli espace de Hilbert

C’est un produit scalaire !
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Théoreme
de Lax-Milgram :-)

Si U est un espace d’Hilbert
a est une forme bilinéaire continue et coercive
b est une forme linéaire continue,

Trouver u(x) € U tel que
alors, le probléme abstrait

a(u,u) = b)), Vuel,

a une solution unique
qui dépend continiiment du terme source b (||ul| < %|b]).

Peter Lax
Budapest 1926

ou la norme d’une forme b est définie par I’expression

b(v)|

|
bl| = 2
” “ Squeu ||’U||

Notre probléme est bien posé !

La s’()lutlon ex1.ste, est unique Arthur Milgram
et dépend gentiment des Philadelphia 1912 — 1962
données...







Ce théoreme implique la stabilité
des problemes ‘
elliptiques... e }
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Plus la constante est grande, Derenos
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plus ¢’est stable !

...et ca c’est vachement utile !



Certains espaces de Sobolev
sont des espaces d’Hilbert :-)

Sergei Sobolev
Saint-Petersburg 1908 - 1989

Ly(Q) = HQ) = {'v(:c) : Q> R tels que A(’u)z dr < oo}
HY(Q) = {v(:v) : Q0 —> R tels que /Q(v)2 + (v)? dz < oo}

= <v(z): els que | (v)?+ (V)% + (v")? dz < 00
m@) = {o@): 2R telsque [+ ()P + (") do <o)

/l
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<uv>g = /uvda:
')

Définissons formellement U ...

Définissons des normes et des produits scalaires ! <uv > = / - @dm
Les dérivées sont comprises au sens des distributions Q

afin de rendre les espaces complets ! L
Ce sont les espaces de Sobolev ! Suv >y = /Q“” +uv v dz




HTTL+1(Q) C Hm'(Q)

[ Characterizing
S the smoothness
of a function
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'PL’J = HQ) = {v(:v) :Q >R tels que /Q(v)2 dr < oo}

48FTe

HY(Q) = {'v(ar:) :Q > R tels que ‘/Q(v)2 + (v)? dz < oo}

2 = <v(z): els que | (v)?+ (V)% + (v")? dz < 00
#2@) = {vz): Q>R telsq /Q()+()+()d< !



Ce n’est pas
toujours
evident ...

Théorémes d’immersion de Sobolev
Est-ce que c’est continus, ces brols ?

/ Mz
Si QCRY,
2k > n,

alors HY¥Q)Cc {w weC'Q)
L4 de |w(z) <ec, Vze}

Si QCR,

alors H*YQ) c {w weC*Q),
de |lw(z) <e¢, Vze}

Une force ponctuelle sur une corde, on a un déplacement fini !
Une force ponctuelle sur une membrane, la solution analytique tend vers I’infini sous la force !




Et finalement, a(u,v)
est-11 continu et coercif
pour Poisson ?

Trouver u(x) € U tel que

J(u) = min, ¢ L{\(% a(v,v) — b(v)l,

—

J(v)

% Pour le cas de la conduction stationnaire

124
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o(z) — v(0) = [j—i(t)dt

l Par l'inégalité de Cauchy < v,,1 >< |jv.| [/1]

(@) < /dt/( t)

<|| ||0
la(u, )] < [[Vullo [[Vollo

l En intégrant sur 2
<l [olly

ol < Gl C’ : '
est continu !
(||v||u+|| ||U) < k12 p— : :
N —dz_ ple de la conduction thermique
o] a(v,v)

Pour avoir un probléme bien posé,
il faut au moins un point avec une condition essentielle !

C’est coercif !




Estimation
a priori
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Lemme

de Bramble

Hilbert

Erreur d

I’1nterpolation

C

[€llm < CRP ™ |uf|pia,

lorsque A tend vers 0.

Concreétement...

t.j(u.t\...)

Co h? ||ull2
Cy b |lulls

C] hl ||u||2




log Error

Eléments
N  h

i i
4 1/2
16 1/4
64 1/8

Triangles linéaires
N u™0) e(0)

3 -0.3333 131 %
6 -0.3125 6.1%
15 -0.3013 2.3%
45 -0.2969 0.8 %

Triangles quadratiques
N uP(0) e(0)
6 -0.3000 1.83%

15 -0.2950 0.14 %
45 -0.2947  0.03 %

T

asympt. lineaire
asyvmpt . guadratigue

lineaire —+—
guadratigue = ]

log h

Et experimentalement. ..
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La quéete

—le réve- de la

superconvergence
exponentielle des methodes

d’ordre éleveée !

PoLINOHMIAL
CONVERGENCE
? 4
+1—m l%(c.)
[€]lm < CRPTH ™ |u| pa, - b vemgion
=, X
lorsque h tend vers 0. \
—/——t L (k)
P VERSION / =
/ /i d i
| ExPONENTIAL k
CON VERSENCE |

Attention, il faut que la solution exacte soit suffisamment réguliére !
Sinon pas de super convergence...
Et en général, les solutions ne sont pas réguliéres : aie :-(
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Les ¢léments finis :
c’est une projection orthogonale !
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Oui, mais c’est

C’est la meilleure
approximation ! bizarre, non
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lel> < Zlel? < ZleNz < gl

I ‘ I l I I l l ‘ En vertu de la continuité de a,
d e ‘ e a Car u" est la meilleure approximation énergétique,

En vertu de la coercivité de a,

2 c 2
lell® < £ €] Non, c’est aussi

vrai dans toutes
les normes de

. . Sobolev !
% Estimation

de ’erreur
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Estimation de I'erreur d’interpolation,
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En vertu du lemme de Cea,



Theoretical rates of convergence
are obtained for the analytical
Stommel problem
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Galerkin, ¢’est donc optimal
pour des equations elliptiques



