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Max : 0.0891

Nous allons faire notre premier
vrai programme d’éléments finisa
avec des triangles !



... et avec des quadrilatéres.

Meéme si gmsh a un peu de difficultés
a me créer de jolis maillages composés
uniquement de quads !

Max :

0.101%5

EPL1110 : Poisson




Typical Elliptic

Trouver u(x) € U; tel que
V-(aVu)+ f = 0,

n- (aVu)

g

u = t,

Vx € (,
Vx € I'y,

Vx € I'p,

BoundaryValue
Problem

Conditions essentielles
Conditions de Dirichlet

En général, 1a fonction n’est pas connue...
Mais, c¢’est la solution d’une équation aux dérivées partielles !

Commencons par une équation de Poisson

o

v
¥ & /—/ Conditions naturelles
/'\b Conditions de Neumann
o\ A




Un Viu(z,y) +1 = 0, (z,y) € Q
exemple u(zy) = 0, (r.y) € 90
tout simple y-1
et bien
connu :-)

y-1

- im(z+ 1 T |
u(zr,y) = Z Cij sin (z (r2+ )) sin (J (3/.)-1- 1))

ij 1mpairs



Comment trouver C;; ?

Viu(z,u)+1 = 0,

3% + %) im(z 4+ 1 (i 1
Z (24 +J )C.'ij sin (—(l;- ')) sin (—J (_y2+ ')) +1 = 0,

i,j IMpairs
En vertu de 'orthogonalité des sinus,
1

(% + 3% i (e 4+ 1 7 (| 1

—(Z +J )C}j — / sin (—Z \z + ))sin (—J (v + ))dQ = 0,
1 Ja 2 2

-

16/(ijm?)

Z 6-1 111(377(.1""1))\111(JTT(§/+1))
= S S
T2 + 52)ij 2 >

i,j iMpairs

On a ici une solution analytique !

Mais, ce n’est pas le cas dans la plupart des vrais problémes.
Il s’agit juste d’un exemple pour présenter notre méthode !




o T0 Construction

K du systeme
J(uh) = l/(Vuh)-(Vu") dQ_/fuh ds, linéaire discret

2

Juh = 1 /ﬂ (ZUiv»r,-)-(ZUjvrj) dQ — /Q f (ZU,-T,-) ds,

n n n A = < D_E—_L‘Dﬂ -|-()}_£’(>—C_ﬁ'>
Jwh) = 3 D U /(Vn)-(vq) df-SN" U fmd, g ox o< Idg 9y

i=1 j=1 Q i—1 Q )
Jw) = 15" S uuag- Y uls, O% O% 94

oJ(uh =
Q{> 0= 6(U)= Aii|\U; —=|B;y| i=1,n.
i




Faisons un
petit exemple !

0

SNSoouos Wbh R

8

0

SNSouosxs Wbh R

Number o
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Number of nodes 9
0.
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
2.

0000000e+00

0000000e+00

triangles 8

3 1
3 4
6 4
6 7
7 5
4 5
4 2
7 8

OO OoOoOkRRFRPREDMNMNDMNDND

.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00
.0000000e+00

O RN &dWPRO

>



3

Deux matrices AZ\
2

locales
C b
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Deux matrices
locales

ors
be/x c\>‘/j
-4 0 7
. A O
a3 =1 A
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STIFFNESS

MATRIX .
CALCULATION
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Comment
imposer les
conditions
essentielles ?

.
S=




Une structure
pour un systeme
linéaire Ax =0

typedef struct ({
double **A;
double *B;
int size;

} femFullSystem;

Nous allons faire les taches suivantes :

- Allouer la matrice et le vecteur
- Initialiser le systéme

- Imprimer le systéme

- Contraindre une valeur

- Résoudre le systéme

theSystem = femFullSystemCreate (2) ;
double **A = theSystem->A;

double *B = theSystem->B;

A[0][0] = 1.0; A[O][1] = 1.0; B[O]
A[1][0] = 1.0; A[1][1] = 2.0; B[1l] = 7;
femFullSystemEliminate (theSystem) ;
femFullSystemPrint (theSystem) ;

|
S

Résolution « en place »

par élimination de Gauss

+1.0e+00 +1.0e+00 : +1.0e+00 e i
+1.0e+00 +1.0e+00 : +3.0e+00 définies positives

de matrices symétriques

femFullSystem* femFullSystemCreate (int size);

void femFullSystemPrint (femFullSystem* mySystem) ;

void femFullSystemConstrain (femFullSystem* mySystem, int myNode, double myValue) ;
void femFullSystemEliminate (femFullSystem* mySystem) ;




MECA1120 : homework4

Assemblage
clement. ..

+1.0e+00 -5.0e-01
-5.0e-01 +5.0e-01

-5.0e-01

-5.0e-01

+5.0e-01

+1.
.7e-01
+0.
.7e-01
+0.
+0.
+0.
+0.
+0.

+1

+1

7e-01

0e+00

0e+00
0e+00
0e+00
0e+00
0e+00

+1.0e+00 -5.0e-01
-5.0e-01 +1.0e+00

-5.0e-01
-5.0e-01

-5.0e-01
-5.0e-01

+1.0e+00 -5.0e-01
-5.0e-01 +1.0e+00

MECA1120 : homework4

...par ¢lément

+1

+1

.7e-01
+3.
+0.
+3.
.7e-01
+0.
+0.
+0.
+0.

3e-01
0e+00
3e-01

0e+00
0e+00
0e+00
0e+00




Assemblage

elément. ..

MECA1120 : homework4

+1.0e+00 -5.0e-01
-5.0e-01 +1.0e+00

-5.0e-01
-5.0e-01

+2

.0e-01

.0e+00
-1.

0e+00

.0e-01

-5.0e-01

-1.0e+00
+1.5e+00

-5.0e-01

+5.0e-01

+1.
+3.
+0.
+5.
+3.
+0.
.7e-01
+0.
+0.

+1

7e-01
3e-01
0e+00
Oe-01
3e-01
0e+00

0e+00
0e+00

MECA1120 : homework4

.0e-01

.0e+00
.0e+00

.0e-01

-5.0e-01

-1.0e+00
+2.0e+00

-5.0e-01

-5.0e-01
-5.0e-01

+1.0e+00 -5.0e-01
-5.0e-01 +1.0e+00

+1.
+3.
+0.
+5.
FE
+0.
+3.
.7e-01
+0.

+1

7e-01
3e-01
0e+00
Oe-01
Oe-01
0e+00
3e-01

0e+00

...par ¢lément




Assemblage
clément. ..
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+1.0e+00 -5.0e-01 -5.0e-01 +1.7e-01
-5.0e-01 +1.0e+00 -5.0e-01 +3.3e-01
+0.0e+00

-5.0e-01 +2.0e+00 -1.0e+00 -5.0e-01 +5.0e-01
-5.0e-01 -1.0e+00 +3.0e+00 -5.0e-01 -1.0e+00 +6.7e-01

-5.0e-01 +5.0e-01 +1.7e-01

-5.0e-01 +1.0e+00 -5.0e-01 +3.3e-01

MECA1120 : homeworké )e+00 -5.0e-01 +1.5e+00 +3.3e-01

+0.0e+00

+1.0e+00 -5.0e-( +1.7e-01
-5.0e-01 +1.0e+( Je-01 +3.3e-01
-5.0e-01 +1.7e-01

-5.0e-01 )e+00 -5.0e-01 +5.0e-01
-5.0e-( ’e+00 -1.0e+00 -1.0e+00 +8.3e-01

v.us va +.Je+00 +1.5e+00 +3.3e-01

-5.0e-01 +1.0e+00 -5.0e-01 +3.3e-01

-1.0e+00 -5.0e-01 +1.5e+00 +3.3e-01

+0.0e+00

...par ¢lément




Assemblage
clément. ..

MECA1120 : homework4

...par ¢lément

+1.0e+00 -5.0e-01 -5.0e-01 +1.7e-01
-5.0e-01 +2.0e+00 -5.0e-01 -1.0e+00 +5.0e-01
-5.0e-01 +1.0e+00 -5.0e-01 +3.3e-01

-5.0e-01 +2.0e+00 -1.0e+00 -5.0e-01 +5.0e-01
-1.0e+00 -1.0e+00 +4.0e+00 -1.0e+00 -1.0e+00 +1.0e+00

-5.0e-01 -1.0e+00 +1.5e+00 +3.3e-01

-5.0e-01 +1.0e+00 -5.0e-01 +3.3e-01

-1.0e+00 -5.0e-01 +1.5e+00 +3.3e-01

+0.0e+00

+1.0e+00 -5.0e-01 -5.0e-01 +1.7e-01
-5.0e-01 +2.0e+00 -5.0e-01 -1.0e+00 000 MECAL120 : homework +5.0e-01
-5.0e-01 +1.0e+00 -5.0e-0: +3.3e-01

-5.0e-01 +2.0e+00 -1.0e+00 +5.0e-01
-1.0e+00 -1.0e+00 +4.0e+00 -1.0e+0! +1.0e+00

-5.0e-01 -1.0e+00 +2.0e+0! e-01 +5.0e-01

-5.0e-01 +3.3e-01

-1.0e+00 e-01 +5.0e-01

-5.0e-0: e+00 +1.7e-01




Comment

def constrain(self,myNode,myValue) :

imposer les for i in range(n):

B[i] -= myValue * A[i,myNode]
°.° A[i,myNode] = 0
Condltlons for i in range(n):
A[myNode,i] = 0
A[myNode ,myNode] = 1;

frOntiéreS ? B[myNode] = myValue;

A = self.A; B = self.B; n = self.n

for myEdge in theEdges.edges:
if (myEdge[3] == -1)
theSystem.constrain (myEdge[0] ,0.0)
theSystem.constrain (myEdge[1],0.0)

+1.0e+00 :  +0.
+1.0e+00 :  +0.

+1.0e+00 :  +0.
+1.0e+00 :  +0.

+4.0e+00 o +1.

+1.0e+00 :  +0.

+1.0e+00 :  +0.

+1.0e+00 :  +0.

+1.0e+00 : +0.

MECA1120 : homework4

0e+00
0e+00
0e+00
0e+00
0e+00
0e+00
0e+00
0e+00
0e+00

Les éléments triangulaires, c’est bien :-)
Mais, ici des éléments quadrilatéres, ce serait mieux !




Et on fait

comment Ay = [(Vr)-(vr) an,
pour CllCS B, = [ fr,dQ.
quadrilateres ? -

& -
(sl i
L~ [3 DIFFICULTIES
L%_> > \ 3 To HANDLE |
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x(%)- LZ X, $3)




Fonctions de forme usuelles
sur le triangle parent

¢l(§: n) = (1 _6 - 77)3

¢ (£ 77) = s
¢z(§. n = d1(&,m) = 1—3(E+n)+2(€+n)
o so(€,m) = €(26 —1),
Fonctions linéaires continues : P,-C, izgg z; i Zg;lzgl)_ ”
¢5(§: 77) = 4677;
¢6(§;m) = 4dn(l—&—n).
ilgz; z I_Iirg(g +1), Fonctions quadratiques continues : P,-C,,
¢3(€77) = 1- 2€

Fonctions linéaires non-conformes : P-C_

Il s’agit de fonctions polynomiales définies sur chaque élement

En fonction du choix des fonctions de base, le degré de continuité est différent...
En général, on essaie d’avoir le degré de continuité le plus élevé...
Quoique... on aura quelques surprises !




Le triangle semble optimal pour
obtenir des approximations
polynomiales completes...

Triangle de Pascal

, § U
§ &n L
3 2 2 X
§ £ &n U]
Une des caractéristiques des éléments triangulaires est la possibilité de construire

un ensemble de fonctions de forme complétes sur le triangle parent avec un
nombre optimal de degrés de liberté.

(%]
W= O

... et pourtant !



Et pourtant, on a auss1 des maillages
de quadrilateres,
d’ hexaédres...

~

%)~ ggce#’; (£

0—/’ ‘
~N &
\\o
N
+>3 -

%
3 = <
4 ‘7 ; = 2«(\;“ / ‘Z"”.{VL‘
-5 x- LINEAR \

: MAPPING 4(I1)- s,
qj< REDUES To A UNFAR
v Function ON AL EDEES

o) = (HOUED (=00

+(1 —5{4(1 _")xg+ (1+€L(1 _n)XZ.

Isomorphisme bilinéaire (non linéaire donc !) entre le
carré parent et tous les autres quadrilatéres



Eléments bilin€aires
et biquadratiques

SEES

9 N
) “\\““‘\‘x\‘\\‘;

”‘”ﬁﬂ‘:\\‘“““‘

W44
TN
N

AN
IR

7 ¢ ALIANN
/ COPTLIIN

br(&m) = (1+E)(1+n)/4
bal€m) = (1=E)(1+n)/4
bol€m) = (1=€)(1=n)/4
bul&m) = (L+&)(1-m)/4

Elément Q-C,

$1(€,m)
2(€,m)
3(§,m)
1(§,m)
5(€,m)

(

(

(

(

S S S O S

6(€,m)
¢7(€,m)
?s(€,m)
P9(€,m)

E(L+&n(1+mn)/4,
—£(1—=&)n(1+n)/4,
E(1—&)n(1 —n)/4,
—£(1+&)n(1—n)/4,

L+ —=En(1+n)/2,
—£(1-8§)1—n)(1+n)/2,
(1= +&n(1 —n)/2,
E(1+&(1—n)(1+mn)/2
1= +&EL—n)(1+n).

Elément Q,-C,




Elle sert a rien
la neuvieme
fonction ?

1 0
§ Ui 1

£? i n? 2
£ &n? 3
&n? Lagrange 4

JARARRNNN

TR

A\
RIS

La neuvieme fonction de Q,-C,
génére un terme d’ordre quatre
alors qu’on n’est méme pas
complet a ’ordre 3 :-)

SEENE

¢1(€,m)
¢2(€,m)
¢3(€,m)
b4(€,m)
¢5(€, )
¢6(€, )
¢7(€) )
¢8(€) )

I+ +n)n+&—1))/4,
(1= +n)m—-&—1))/4,
(1-=8A—=n)(-n—-&-1))/4,
1+ —n)(—n+E—1))/4,
(1=81+&A+mn)/2
(1=-81+n)(1-n)/2,
1+ -8 —-n)/2
(1+5A+n)1—-mn)/2

Elément de Serendip : S,-C,




L’erreur de Serendip !
La démonstration du recteur :-)

L’élément de Serendip (8 nceuds) et celui de Lagrange (9 nceuds)
sont complets a I’ordre deux sur le carré parent

a1 + as€ + asn + asén + as€® + agn’,

pL00 )y G400y,

by + box(€,m) + bsy(€,n) + bsz(€,m)y(€,n) + bsz*(€, 1) + by (€, 1),
¢ + € + e3n + cufn + cs€% + cen® + crén? + cgn€? +con*E2.

L’élément de Serendip (8 nceuds) n’est pas complet a I’ordre deux sur un quadrilatére quelconque.
L’élément de Lagrange (9 nceuds) est complet a ’ordre deux sur un quadrilatére quelconque.




Intégrer sur I’¢lément
parent !

0. 454y
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Calculer
le jacobien !

S0 - 4

<(3) -
A x (f\ .



O X 0% OX
J V90 K, b
O 05 24
ZK/ (Dﬁ‘ =
X
KX
EH
Calculer

les dérivées en x !




% X
OX O
[ dv)  Im
OxX oY

p
| - 05 I dv] oM,



Et faire des intégrations
numeriques !
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Et zou
On est pret !

Max : 7922.7373

Calculer la solution du probléme de Poisson avec des triangles linéaires ou des
quads bilinéaires... Le jacobien n’est pas toujours constant !
Une code unique pour les deux cas !




Le code est trés treés lent...
Ne pas essayer des maillages trop fins !

Utiliser un solveur plein n’est pas trés judicieux...
On fera appel a des solveurs creux ou itératifs : on en reparlera :-)

Un petit Poisson
perdu dans la Mediterrance. ..



