
Le projet !



Comment installer
une corde à linge ?
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Effectuons 
un tout petit 
exemple  :-)

Problème de la corde à linge tendue !



Formulation forte

Formulation faible

Plus exigeant ! 
Espace des solutions plus petit !
On perd des solutions réellement utiles !

Plus laxiste !!
Espace des solutions plus grand !
Les solutions en sus sont utiles !



La vraie physique :
c’est la formulation faible ! fxTu»=o
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La vraie physique :
c’est minimiser l’énergie !
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La vraie formulation physique…
C’est une formulation intégrale !

x=a

x=b

Equilibre vertical des forces

Tension constante dans la corde
Petits déplacements 



La vraie formulation physique…
C’est minimiser l’énergie !

x=a

x=b

Minimisation de l’énergie
On minimise le travail des forces !

Tension constante dans la corde
Petits déplacements 



Ecrire une formulation discrète !
Eléments finis 1D
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Problème
discret

u(0) = 0

u(L) = 0

N-2 équations pour les valeurs intérieures
Deux conditions aux limites



Un peu de mathématiques
pour les éléments finis



Typical Elliptic
BoundaryValue

Problem

Exemple de la conduction thermique

Equation elliptique
Il faut imposer une condition sur l’ensemble de la frontière !
Il faut au moins un point avec une condition essentielle !

Conditions essentielles
Conditions de Dirichlet

Conditions naturelles
Conditions de Neumann



Abstract generic
elliptic problem

a est une forme bilinéaire, symétrique, continue et coercive
b est une forme linéaire et continue

Ces hypothèses sont satisfaites 
pour un problème faible d’une équation elliptique…

Il est aussi temps de commencer
à se poser quelques questions 
sur la définition de l’espace fonctionnel…

U = x W t fv
b .( u ) . x beur) + p b( r )



C’est quoi une 
forme linéaire ?

Supposons tout d’abord que U est un espace vectoriel…



C’est quoi une forme continue ?

Donnons une norme à notre espace vectoriel U…
Supposons en outre qu’il soit complet1
Il devient un joli espace de Banach

Stephan Banach
Cracovie 1892 – 1945



C’est quoi une forme coercive ?

Donnons une norme à notre espace vectoriel U…
Supposons en outre qu’il soit complet1
Il devient un joli espace de Banach

Stephan Banach
Cracovie 1892 – 1945



Et pratiquement,
c’est quoi continu et coercif ?
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C’est quoi une forme 
continue et coercive ?

Donnons un produit scalaire à notre espace vectoriel U…
Supposons en outre qu’il soit complet1
Il devient un joli espace de Hilbert

David  Hilbert
Germany 1862 –1943

C’est un produit scalaire !



Inégalité
de Cauchy
I l



Inégalité
de Cauchy
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Théorème 
de Lax-Milgram :-)

Peter Lax
Budapest 1926

Arthur Milgram
Philadelphia 1912 – 1962 

Notre problème est bien posé !

La solution existe, est unique 
et dépend gentiment des 
données…



Ce théorème implique la stabilité
des problèmes 
elliptiques…
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Ce théorème implique la stabilité
des problèmes 
elliptiques…

…et ça c’est vachement utile !

Constante de coercivité 
Plus la constante est grande,

plus c’est stable !



Certains espaces de Sobolev
sont des espaces d’Hilbert :-)

Sergei  Sobolev
Saint-Petersburg 1908 - 1989

Définissons formellement U…
Définissons des normes et des produits scalaires !
Les dérivées sont comprises au sens des distributions 
afin de rendre les espaces complets !
Ce sont les espaces de Sobolev !
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Characterizing 
the smoothness

of a function


