Figure 5: Premiers modes propres du cinquantenaire. Les ampli-
tudes des déformations ont été normalisées et sont adimension-

nelles.
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Un peu de mathématiques
pour les ¢lements fini1s



Théoreme

de Lax-Milgram :-)

Si U est un espace d’Hilbert

a est une forme bilinéaire continue et coercive
b est une forme linéaire continue,

alors, le probleme abstrait

Trouver u(x) € U tel que

a(@, u) b(@), Vaeu,

a une solution unique

qui dépend continiiment du terme source b (|ul| < 1/b]|).

ou la norme d’une forme b est définie par ’expression

1Bl = sup,.e

Notre probléme est bien posé !

La solution existe, est unique
et dépend gentiment des
données...

Arthur Milgram
Philadelphia 1912 — 1962
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Certains espaces de Sobolev
sont des espaces d’Hilbert :-)

Ly(Q) = H°Q) = {v(x) :Q —> R tels que /Q('u)z dz < oo}

Sergei Sobolev
Saint-Petersburg 1908 - 1989

HY(Q) = {v(x) : Q> R tels que /Q('u)2 + (V)% dz < oo}

H?(Q) = {v(x) : Q= R tels que /Q('u)2 + (V)2 + (v")? dx < oo}

<uv >g = /uvda:
Q

Définissons formellement U ...

Définissons des normes et des produits scalaires ! <uy>; = / uwv + 'y’ dz
Les dérivées sont comprises au sens des distributions Q2

afin de rendre les espaces complets !
Ce sont les espaces de Sobolev !

<uv >S9 = /uv—}-u’v’—l—v”v"d:c
Q




H'm-{—l(Q) C Hm,(Q)

b Characterizing
the smoothness
of a function

H°(Q) = {v(x) :Q —> R tels que A(’u)z dz < oo}
HY(Q) = {v(m) :Q —> R tels que /Q('v)2 + (V)% dz < oo}

2 = <v(z): els que | (v)?+ (V)% + (v")? dz < o0
@) = {0(e): 2R s aue [ 0+ 1)+ (0)? do <o)



r~1/% € Ly(]0,1[)

/Olw_1/2dw = [2.%1/2]; = 2

1

1
/0.7:_1 dr = [ln(:v)] = o0

0

z~1/2 ¢ Ly(]0,1()

a(u,\r3 2 fTu’v’ ax
O

Hé(1541) < C°(Tg45)

Ce n’est pas
toujours \<£7
cvident ... =

Théorémes d’immersion de Sobolev
Est-ce que c’est continus, ces brols ?

Si QCR", =2
2k > n,
k=1 7/

alors H*(Q)c{w weC'Q)
Je |w(z)| <c¢, Vzeh}

Si QCR,

alors H*1(Q)c {w weC*Q),
Je |lw(z)| <e¢, Vze}

Une force ponctuelle sur une corde, on a un déplacement fini !
Une force ponctuelle sur une membrane, la solution analytique tend vers I’infini sous la force !




Trouver u(x) € U tel que

J(u) = min, ¢ U\(% a(v,v) — b(v))l,

J(v)

Et finalement, a(u,v)
est-11 continu et coercif
pour Poisson ?

S

U =
a(u,v) =

bu) =

Pour le cas de la conduction stationnaire

{we H(Q) et w =0 sur 9N}
< Vu-kVv >

< fu>
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Et finalement, a(u,v)
est-1l continu et coercif
pour I’équation de Poisson...



o113

ks (1ol + 1321

N 7
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C’est coercit!

* dv

_ A ()t
l Par I'inégalité de Cauchy < v, 1 >< |jv.| ||1]]
< /dt/ (dv t)) dt

<c <1193

" de la(u,v)] < [[Vallo [Vollo
\ En intégrant sur 2
< lully [lvllx

< Cl” “0 C) t t‘ '
< k || ||0 . .

\_(v_), Exemple de la conduction thermique

a(v,v

il faut au moins un

Pour avoir un probléme bien posé,

point avec une condition essentielle !




Estimation
a priori

de ’erreur

|
!

lelm < & C* hz(}’”"’”llﬂlliﬂ,

{

Lemme de
Bramble-Hilbert

Théoreme de la meilleure
approximation énergétique

Lemme de Cea

/(u,mz

MINLTSER ‘( !




Erreur de I’interpolation
Lemme de Bramble-Hilbert
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Théoréme de la meilleure
approximation énergétique

Lemme de Cea




Et on calcule finalement

notre norme de Sobolev (_%_f’z[w) [ ,,m] 31y
Z AP
Z Z /( ) dx 'O'tt
o° \-/'\/——/
-2(.
) / P
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Lemme de

Bramble-Hilbert

Théoréme de la meilleure
approximation énergétique

Lemme de Cea




Erreur de

\ I’1nterpolation

[€llm < CRZZ ™0 1,

lorsque h tend vers 0.

Concrétement... el < Coh? ||uf2.
loﬂ(ll?l\,m) el < Cyh!ulz
el < Cuh’ lul2
Lemme KQ
ptid-m
de Bramble >

Hilbert L — oy (4)




L - ————
\‘\: lineaire —+—
%N guadratigue =
NN, asympt. lineaire
Y . asympt . guadratigue
-
5
d
o
(o]
~
Eléments | Triangles linéaires | Triangles quadratiques
Ny h [N u™0) €0 |N u?0) e(0)
1 1 3 -03333 131% | 6 -0.3000 1.83% |y 001 Lo e T, P P
4 1/2 03125 6.1% |15 -0.2950 0.14% E 0.1 0.01 0.001
16 1/4 |15 -0.3013 23% |45 -0.2047 0.03 % PR
64 1/8 |45 -0.2969 0.8 %

Et experimentalement. ..



Refaisons

experience...

=10l x|

J} Convergence des triangles de Turner
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La quéte —le réve- de la
superconvergence
exponenticlle des methodes
d’ordre ¢leve !

[€llm < CRZH ™ [l p41,

lorsque h tend vers 0.

Attention, il faut que la solution exacte soit suffisamment réguliére !
Sinon pas de super convergence...
Et en général, les solutions ne sont pas régulieres : aie :-(
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Les éléments finis,
c’est une projection orthogonale !



L’erreur énergétique 0
des éléments finis
est minimale !

Lemme de
Bramble-Hilbert

Théoreme de la meilleure
approximation énergétique

Lemme de Cea




Oui, mais c’est

une norme
| “L ¢ Ll “Z < < le H; £ £ [ \2 bizarre, non ?
(& N A X | A L = gy
/ 'e Z on
' CONTINU
AR (RR
COERLIF BT %7
Lo HElLere nedw)
APPR.OUIATON < ho .
ENERLETIOUE

C’est le meilleure approximation
mais dans une norme bizarre !



C’est la meilleure
approximation !

Oui, mais c’est
une norme
bizarre, non ?




Erreur énergétique ?
Cela signifie quo1 ?

Lemme de
Bramble-Hilbert

Théoréme de la meilleure
approximation énergétique

Lemme de Cea




lel* < Zllel? < ZlEIE < 2l

I e I I l I l l e En vertu de la continuité de a,
d e ‘ e a Car u" est la meilleure approximation énergétique,

En vertu de la coercivité de a,

2 c 2
lel® < % [l Non, c’est aussi

vrai dans toutes

les normes de
. . Sobolev !
% Estimation
de ’erreur

el < S 1@l < & C?R2EH=™ Juflf,,,

Estimation de 'erreur d’interpolation,

lel7 < & C* RPET™ju]|7,,

En vertu du lemme de Cea,



Theoretical rates of convergence
are obtained for the analytical
Stommel problem

VS A
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How does it
converge ?

maximum error

oP1

| -4-Adaptive P1
| —e—-P4 B S o
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HEl| H H
10° ° 10*

degrees of freedom




rh =V - (aVu") + f

La technique de Galerkin
consiste a annuler en moyenne
le produit du résidu

avec les fonctions de forme

Et cette maniére de procéder minimise
I’erreur dans la norme L2 : ¢’est une
formulation optimale en ce sens !

<7 rh>
<7 (V-(@Vuh))>+<n f>

< (V™) - (aVuh) >

Z <(V'ri)-(aV'rj)> Uj
j=1 N ~ o

[Les eléments finis
sont une méthode

canm s A€ TESIAUS ponderes

< Tif >,

<7nif>
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Galerkin, ¢’est donc optimal
pour des equations elliptiques
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