
Les éléments finis 
sont une méthode 
de résidus pondérés

La technique de Galerkin
consiste à annuler en moyenne
le produit du résidu 
avec les fonctions de forme

Et cette manière de procéder minimise 
l’erreur dans la norme L2 : c’est une 
formulation optimale en ce sens !

Galerkin 1871-1945
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Galerkin, c’est donc optimal
pour des équations elliptiques



Mais, 
plus pour des  
équations 
d’advection diffusion !
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Tchernobyl…
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Un petit exemple concret



Diffusion et transport
d’un traceur passif |
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Analysons les cas particuliers !

Le nombre de Péclet permet
d’estimer l’importance du 
terme de transport par rapport 
à celui de la diffusion !
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Diffusion et transport 
d’un traceur passif

C’est une équation parabolique 
du second ordre !

Ce n’est pas elliptique !



Le nombre de Péclet permet
d’estimer l’importance du 
terme de transport par rapport 
à celui de la diffusion !



1 - I I



Advection pure

Advection-diffusion
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Equation d’advection-diffusion Pe . f t V o
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Advection-diffusion

epsilon = 0.01;
beta = 0.0;

epsilon = 0.01;
beta = 0.2;

epsilon = 0.01;
beta = 1.0;



Equation de transport !
Advection pure ! 0¥ = f
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Appliquons la méthode de Galerkin
à notre problème de transport
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Bubnov-Galerkin !
Ce n’est plus un problème de minimisation
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Petrov-Galerkin !
C’est plus le même problème ! 0¥ = f-
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En bref :-)



Petrov-Galerkin !
Comment sélectionner 
le paramètre magique ?
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Différences finies centrées
On résout analytiquement 
le problème discret…
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Galerkin converge si on raffine
le maillage suffisament !

20 éléments 200 éléments

L’équation d’advection-diffusion est formellement une
équation elliptique et donc c’était prévisible par la théorie !

Centré Centré

epsilon = 0.01;
beta = 1.0;

Peh = 5 Peh = 0.5



Différences finies décentrées.
On résout analytiquement 
le problème discret…
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… et on obtient la diffusion numérique !
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20 éléments

Upwind



On fait le meilleur compromis  !
On résout analytiquement 
le problème discret…
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On a trouvé 
la méthode parfaite
pour des équations 
unidimensionnelles !

20 éléments

Optimal



En extrapolant 
aux dimensions 
supérieures…

Juste bien :-
)Zeta trop 

grand !

Facteur de stabilisation
Trop grand : diffusion numérique !

Trop petit : instable !

Zeta un 
peu 
faible ?



Et en payant le prix,
Galerkin fonctionne !

Bof, mais
cela devient
acceptable !

Là,il y a
plein, 
plein,
plein 
d’éléments

Pas de stabilisation !
Zeta = 0 !

Non, là
c’est 
instable



Et maintenant
introduisons
le temps…

epsilon = 0.01;
L = 1



Différences finies (espace) 
Euler explicite (temps)

C’est une itération pour un vecteur qui doit converger vers la solution de régime
C’est quelque chose qu’on a déjà rencontré…



On intègre 
un système 
linéaire…

On résout le système linéaire
défini par :



m = 10
b = 0.5

m = 20
b= 0.5

Euler explicite

Valeurs propres de 
A



Condition de stabilité
pour la méthode d’Euler 
explicite….

Courant, Friedrichs et Lewy (1928) epsilon = 0.01;
dt = h*h/(epsilon*1.94);



Condition de stabilité
pour la méthode d’Euler 
explicite….

Courant, Friedrichs et Lewy (1928) epsilon = 0.01;
dt = h*h/(epsilon*2.0);



Et maintenant
introduisons
l’advection…

epsilon = 0.01;
beta = 0.2;
dt = h*h/(epsilon*3.0);



Et comment déduire 
le pas de temps ?

Considérons une perturbation 
quelconque...



Il faut que le module
du facteur 
d’amplification
soit inférieur
à l’unité :-)



Pratiquement…
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